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Sunnary

Nume,ical inte,potation by Shanon･s sampling function吐血is studied. F,om the st-
X

and point of analytic function, the error of this interporation is discussed. For the fun-

ctions which become zero rapidly at both end point, the error is very small. The

computing time is proportional to the degree of interpolation N. This point is advantageous

to Lagrange interpolation which shows the dependence of N2. Using the Walther's

CORDIC algorithm, the computing time becomes more small.

1.ま　え　が　さ

∫. H. Waltherの　CORDICl)の出現によって標

準関数が乗除算と同じレベルで計算されるようになる

と従来の数値解析の理論は大幅に修正される可能性が

ある.乗除算の数倍の計算時間がかかるとして敬遠さ

れていた標準関数を積極的に利用して計算時間の短縮

をはかる方向が考えられる.ここではその一例とし

て,シャノンの標本化関数竿を使って数値補

間を行う公式を示し,多項式補間の代表例であるラグ

ランジュ補間公式との比較を行う.

シャノンの標本化関数による数値補間は情報理論の

標本化定理の説明に必ず使われるものであるが,まと

もに数値補間公式として扱われたことがなかった.主

な理由として,標本化関数に含まれるSin(X)の計算

に時間がかかること, X-0　の近傍における桁落ち,

更には誤差評価が困難ということもあるかも知れな

い.しかしながらCORDICl)の出現で計算時間は大

幅に短縮され,桁落ち現象もその防止策を考えるのは

それほど困難ではない.誤差評価も複素関数論の立場

から実用的な式が得られるようになっている.

シャノンの補間公式は等間隔補間に制限されている

のでラグランジュ補間ほどの一般性がない.端点での

標本値が零に近い関数の場合古与はかなりの精度があ

る.更にラグランジュ補間は次数Ⅳを大きくすると

Ⅳ2の割で計算畠は増大するが,シャノン補間は単に

Ⅳに比例する.

2葦ではシャノンの数値補間公式と誤差評価式を示

し, 4章ではいくつかの関数についての補間結果を示

す. 3章ではシャノンの補関公式に導かれる数値積分

公式について説明している.

2.シャ/ンの標本化関数による数億補間

2.1.シャノンの標本化関数

シャノンの標本化関数は(2.1)式で与えられ,図1

に示すようにX-0で1になる偶関数で,同期7Cで

正負が交代しながら減衰していく.
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図1　SHANONの標本牝関数

g(X) = _W
X

(2. 1)

シャノンの標本化定理によれば-リMくりく+yMの
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範囲に周波数制限された信号/(∫)は信号の継続時間

をTとすると　N-2リMT　の自由度を持っているので

Jl(i)を再現するにはN個の等間隔にとった標本点での

値があれば十分である.ノてJ)を再現する方法として

シャノンは次式を示した.

f(i) - Efm聖霊浩㌢　(2･ 2)
m

(2･2)式は0<f<丁の範囲以外で零になり,スペ

クトルがIyl<〝M　に制限されていればf(()は正し

く再現される.

2.2.数値補間公式

(2.2)式は数値補間の形式になっているがこのまま

では公式として不便である. /(X)のN等分の補間

公式をfN(X)とすると

Sln

fN(X) - ∑f(xm)
hJ

_Ni
2

2

(X-xm))

(X-xm)

(2.3)

ここでxmは　卜1,1]を端点が標本点になるように

N等分した場合の各標本点である. (2.3)式がX-xm

の時,標本値と一致することは簡単に示せる.これを

今後シャノンの数値補間公式とよぶ.

2.3.誤差の特性関数

コーシーの定理によれば任意の解析関数f(X)は次

のように複素積分で表現することができる.

f(X) -去∫l,Adz ･　(2･ 4)

ここで積分路C′は,点Xを反時計方向へ囲む任意の

閉曲線である.

一方シャノンの数値補間公式は次のように表わせる

1fN(X) - -W

sin(芋(I+1)トsin(-N21

(I-X) sin(掌(I+1))

(2. 5)

ここで積分路Cは･図2に示すようにSin(芋
(叶1))の極のうち卜1,11に含まれる極のみを囲む

任意の閉曲線とする.

従って数値補間の誤差eN(X)は

EN(X) -I(X)-fN(X) -去fc ¢N･X(I)I(I)dz

(2.6)

-40 白ｴﾄ�ﾒ�

図2　積　分　路　C

となる.ここでの積分路Cは図2に示すものと同じ

にとる. ¢N.X(I)は(2.4), (2.5)杏(2.6)式に代入

することにより

¢N._r(I) -

(ZIX)sin(芋Z)

cos(% X)

〟:偶数

〟:奇数

(2.7)

と得られる.以後シャノンの数値補間公式の誤差の特

性関数とよぶことにする.

一般に誤差評価式は近似式で与えられるが, (2･6)

式には近似は含まれていない.従って必要になれば

(2.6)式を計算して数値補間の補正畠を知ることがで

きる. (2.6)式は留数定理や鞍部点法3)で簡単に評価

でき, I(X)の高次微分で与えられる誤差式よりはる

かに実用的である.

2.4.計算時間について

J. S. Waltherl)によれば　sin(X)の計算は楕円型

CORDICの一回適用ですむが,初期値の与え方を工

夫すれば(標本値f(xm)を与えれば)桔円型COR-

DIC　の一回適用でf(xm)×sin(X)の計算がすんで

しまう.従ってⅣ等分した数値補間公式の加減算以

外の演算は

楕円型　CORDIC: 〟+1回

除　算　　　　　:〟+1回

でよい.これに対しラグランジュ公式の場合は,その

ままプログラムすると

乗　算:　2(〟+1)2回

除　算:　Ⅳ+1回
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が必要である.多項式補間のなかにはもつと少い演算

回数で補間式の計算がすむのがあるが,係数の決定の

ため別に大きな計算量が必要になる.

3.数値積分公式への応用

3.1.シャノンの数値積分公式

数値補間公式からは一般に補間形の数値積分公式が

導かれる.

〔-1.1]の範囲でf(X)を積分することを考える

I -Jl_1-dx- y(xm)wm　(3･.)

(3.1)式に(2.3)式を代入して重みLt,"一を決定す

ると

wm-I
sin(掌(X-xm))

_1掌 (X-xn,)
dx　　　　(3. 2)

となる.等間隔の分点と上式の重みからなる公式をシ

ャノンの数値積分公式とよぶことにする.

表l F(I,-Jt(:_1,汀一撃dxの値

1. 8519370519
-0. 4337854758

0. 2566102228
-0. 1826005733

0. 1418036205
-0. 1159308846

0. 0980515559
-0. 0849542324

0. 0749456068
-0. 0670478122

0. 0606565227
-0. 0553780799

0. 0509450282
-0. 0471692809

0. 0439147060
-0. 0410803429

0. 0385897305
-0. 0363839000

0. 0344166426
-0. 0326512349

0. 0310581234
-0. 0296132562

0. 0282968594
-0. 0270925266

0. 0259865309
-0. 0249672997

0. 0240250079
-0. 0231512597

0. 0223388384
-0. 0215815057

表1には次式で定義される関数値を示してある.

表2　シャノンの数値積分公式の重みと分点

N l　　± xm I Wm

0. 0489888171

0. 0510212947

0. 0489471288

0. 0511100327

0. 0487987713

0. 0513427929

0. 0484321042

0. 0519524572

0. 0472893109

0. 0547409791

0. 0247468249

F(i, - JL(:_1,打撃dx　　(3･ 3)

(3･2)式の重みu)mは(3.3)式のF(I)の値を使

って決めることができる.表2にはシャノンの数値積

分公式の分点X桝　と重みu)mを示してある.

4.数　　億　　例

例1
1

I(I)-了子房･ l>0

補間誤差eN(X)はNが偶数の時

eN(X)-去fc

(I-X) sin

(4. 1)
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1

I(I)=了了諺, l>0の場合の計算給果

シャノンの公式

(〟-20)の誤差

複素積分表示の
誤差評価(4.2)式

ラグランジェ公式

(〟-20)の誤差

0. 94117649

0. 24615385

0. 04244032

0. 0008292
-0. 001220

0. 003591

0. 0008226
-0. 001172

0. 003770

0. 001314
-0. 006947

-39. 99

0. 88888893

0. 14035088

0. 02168022

0. 007369
-0. 007975

-0. 001217

0, 007365
-0. 007950

-0. 001127

0. 84210532

0. 0981595

0. 01455869

0. 01938
-0. 01570

-0. 004891

0. 01938
-0. 01568

-0. 004831

0. 80000007

0. 07547170

0. 01095890

0. 03462
-0. 02277

-0. 007901

0. 03462
-0. 02276

-0. 007856

となる.積分路Cは図2に示すと同じであるが　f(I)

の極±六を考慮する必要がある･留数計算の結

果

eN(X)ニー2xsin

〟 oo

+去(-1)すE
Il,Il

/丁
(% X )[軍票再議

(-1)∫

(1+,(1+孟･')2日(1+

(4.3)

表3にシャノン補間とラグランジュ補間の比較を行

う.公式は共にN-20の場合である. Xのすべての

領域でシャノン補間のほうが精度がよい.

(4.2)式による誤差評価は,無限和の部分を第5項

まで計算しただけであるがよく一致している.

ラグランジュ公式の誤差は端点の近く(X-0.95)

で極端に大きくなっているが,ルンゲの現象3)であり

次数Ⅳを増すと誤差が大きくなる.

例2　　f(I) - exp(-17TZ2) , }>0

Ⅳが偶数の場合の補間誤差は

eN(X)-去fc

(4.4)

積分路C′を遠くへとると,例えば2-J'-で無限大

になるので鞍部点法3)が適当である.かなり荒い近似

であるが次式が得られた.

0. 009154
-0. 03242

-150.7

0. 02255
-0. 05895

-263. 1

0. 03901
-0. 08254

-360. 7

eN(X) - 2x sin(午)[差(意)2exp(一芸)

聖昌(-1)･･exp(-A(1+ki)2)
N7r OO

十去(-I)-T ≡
FJ"≒ rl

(1+孟i)2-X2

(4.4)

例1と同様の計算結果を表4に示す.

スが小さくて関数がなだらかの時,ラグランジュ補

間の精度がよく8桁の精度がある.シャノン補間はか

なり悪い.逆に)が大きくなるとシャノン公式のほ

うがよくなり8桁の精度に達するが,ラグランジュ補

間の誤差は急に悪くなる.

(4.2), (4.4)式の右辺の第二項はSin(芋Z)の

極のうち　卜1,11に含まれない極からの寄与である

が,この項は端点における標本値に依存している.棉

点での関数値が小さいほど誤差が小さくなると言え

る.これは例1についても言えることでシャノンの補

間公式の特徴である.

元来シャノンの標本化関数はある定義域以外では零

になり,しかも帯域制限されている関数(ということ

は端点ではなめらかに零にならねばならない)を再現

するために導入されたものであり,端点での値が小さ

くないと誤差が大きくなるのは当然と言える･

前述の二つの例ではf(I)は偶関数であったが,偶

関数でないとして,実軸上の極による影響を調べると

次のようになる.

; 2sin(%X)AE-≡
iifl N7r

cos7rt三二十
(針L･)
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表4　　f(I)-exp(-17EZ2), l>0　の計算結果

x l　　　/(X)
シャノンの公式の

誤　　　　　　　差

複表積分表示による
誤　　差　　評　　価

ラグランジェ公式の

誤　　　　　　　　　差

0. 99217678

0. 68055606

0. 05870165

TO. 00004166

0. 0003256

0. 003461

-0. 00004169

0. 0003258

0. 003462

0. 98441477

0. 46315656

0. 00344588

-0. 000001094

0. 000008543

0. 00008658

-0. 000000002

0. 000000008
-0. 000000320

-0. 000001095

0. 000008537

0. 00008658

0. 000000004

0. 000000000
-0. 0002166

0. 97671348

0. 31520399

0. 00020228

-0. 000000025

0. 000000215

0. 000002058

-0. 000000027

0. 000000209

0. 000002058

0. 000000024
-0. 000000368

-0. 006657

0. 96907244

0. 21451399

0. 00001187

0. 000000002

0. 000000011

0. 000000047

0. 000000000

0. 000000005

0. 000000048

0. 000000213
-0. 000003959

-0. 06013

×

I(1+Lil I(+孟i)

(1+-LIE-X) 1+孟i+X i
(4. 5)

卜1,1]の範囲から離れるにつれて急速に減衰する関

数の補間の場合,標本点xmを　トー1,1]の範囲内に

限らず外側まで計算して精度をあげることが考えられ

る.この場合, AEの値は小さくる.標本点xmを

--から　+-　まで考慮するなら実軸上の極の寄与

はなくなる.

5.結　　　論

シャノンの数値補間は標本値がそのままで係数とな

るのでラグランジュの公式とよく似てわかりやすい.

しかし等間隔補間に限られているので一般性に欠ける

し,端点での標本値が大きいと誤差が大きくなるとい

う欠点を持っている.

一方ラグランジュ補間が次数Ⅳを増すと計算量が

Ⅳ2で大きくなるのに対し,シャノンの補間はⅣに比

例して増加するだけであるので次数が増えるにつれて

相対的に速く計算できる.最近発表されたCORDIC

というアルゴリズムと併用するなら一層短縮されるは

ずである.

同じ次数のラグランジュ補間と比較すると精度は相

補的な関係にあり,ルンゲの現象などが起ってラグラ

ンジュ補間がうまく働かないような場合に,精度がよ

い.

ここで示した誤差評価式は関数の高次微係数で与え

られた評価式より,計算しやすく,近似を含んでいな

いので,大いに役立つものと思う.

参　考　文　献

1) J. S. Walther: A unified algorithm for

elementary functions, S.J.C.C., 1971.

2)し.ブリルアン:科学と情報理論.みすず書房.

1969.

3)森　正武:数値解析,共立出版, 1972

4) Abramowitz and Segan : Handbook of

Mathematical Function, Dover Pubり1964.




