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振子ｉの支点まわりの粘性摩擦係数：牌［k9㎡／s］

とすると，次の運動方程式を得る。（付録ｌ参照）
1．まえがき

倒立振子の制御問題は，２足歩行ロボットのモデル

や不安定系の安定化制御の基本問題として，これまで

多くの基礎的研究がなされている')-4)。特に，一般的

なｎ本の並列結合された倒立振子系の制御問題につ

いては，平井らが考察している5)が，〃本の直列結合

された倒立振子系については，まだ研究されていない。

本稿では，まずｎ本の直列倒立振子系の数式モデル

を導き，ついで可制御性の吟味を行ない，レギュレー

タ問題に帰着させることにより，安定に倒立させ得る

ことを指摘する。また，シミュレーション実験により，

倒立振子系の安定化制御の動作を確認する。

２．数式モデル

Fig.１はｎ本の直列に連結された倒立振子系を示し

たものである。制御の目的は，台車に加える力ｕ[Ｎ］

によって，ｎ本の振子系をレールの中央に直立させ

ることである。いま

台車の質量：Ｍ[kg］

レールの中央からの台車の位置：苑［ｍ］

台車とレールの粘性摩擦係数：シ[kg／s］

振子ｉの質量：ｍｉ［kg］

振子ｉの傾き角：βi［rad］

振子ｉの支点から重心までの距離：Ｌｉ［ｍ］

振子ｉの重心まわりの‘慣性モーメント：Ｊｉ［kgm］
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多重倒立振子系の制御
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Ｌ,＝Ｌ２＝Ｌ３＝0.354［ｍ］，〃＝2.6［kg／s］，

ノα,＝〆2＝偽＝1.98×10-3［kg／s］，

Ｊ１＝Ｊ２＝Ｊ３＝5.22×10~3［kgm］

として，行列４，６を求めると，次式を得る。

Ｍ*茄十ソｊｔ

ｎ

+三m,鰻L,(＃,coslj-ﾀ,'sinl,)=“
ｍｉ*Lixcos8i+J‘*ａ

ｎ

+2三mi,事L‘Mcos('i-8,）
ノ≠ｉ

ＪＤ

－２三m"論LiLjﾀ,'sin('‘-6,）
ノ≠ｊ

＋解ｉ８ｉ－ｍｉ*ｇＺ,ｊｓｉｎ８ｉ＝０；ｉ＝１，２，‘

(１）

凡（２）
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Ａ＝

ｂ＝〔０００01.865

-3.3440.9121-0.3040〕『（１３）

このとき，式（９）は可制御性の条件を満たしてい

ることが容易に確かめられる。並列倒立振子の場合に

は，少なくとも２本の振子の質量と長さが一致すれば

可制御とならないが5)，直列倒立振子の場合にはこの

ような場合においても可制御となることが分かる。

さて，閉ループ系の極配置が

入,＝-1.35＋3.7/，ルー-1.35-3.7j，

入3＝-7.68,ノ１４＝－１０，Ａ5＝－１２，

入6＝－１４，ルー－１６，A8＝－１８（14）

となるようにｆＴを決めると次式を得る。

ｆアー〔-748,-663,1135,-3707,-514,

－347,-355,-652〕（15）

Fig.２は式（11）の閉ループ系の過渡応答をシミュ

レーションした結果を示したものである。同図から，

つぎのようなことが分かる。

①台車が右に動けばｘが増加し，振子ｌは重心のま

わりに反時計方向に回転するので，傾き角８，は減

少し，ｘと８１とはおおむね逆方向に動く。

②制御を開始してから0.2秒程度経過するまでは，３

本の振子は激しく運動するが，その後は，３本の振

子は，協調動作を行ないながら次第に垂直に倒立し

ただし，

ｎ

Ｍ.=M+三'γ､， （３）

兄

ｍ‘拳=m,+2,三,'γ､,;j=1,2,…,、 （４）

ｍｉｊ*＝肌*;ノー１，２，…，ｊ－１；ｊ＝１，２，…,刀（５）

mij*＝ｍｊ*;ノーj＋１，汁2,…凡；j＝１，２，…,〃
（６）

兄

Ｊ‘零=J‘+(m‘+標１，７)Ｌｆ;j=1,2,…,”（７）
とする。ここで，振子系がレールの中央に直立した状

態，すなわち平衡点

ｘ＝jt＝０，８i＝βi＝０；ｊ＝１，２，…，〃

のまわりで線形近似し，（2瓦十2)×ｌ状態ベクトル

を

ｘ(t)＝［工，８，，８２，…，8,,,え，８，，８２，…，タ風]ｒ
とおくと，つぎの状態方程式を得る。

土(t)＝AJC(t)＋伽(t）（９）

ただし，Ａは（2刀十2)×(2"＋2）行列，６は（２，

＋2)×ｌベクトルである。〃＝２の場合の４，ｂを付

録２．に示す。

式（９）において可制御性の条件が満たされている

とき，適当な１×(2"＋2）ベクトルｆＴによる状態フィー

ドバック

ｕ(t)＝－fTJc(t）（１０）

を施せば，閉ループ系

文（t)＝(Ａ－ｂｆＴ）Jc(t）（１１）

の極い,，恥,…，A2,､+２１を自由に設定でき4)，閉ルー

プ系を安定化することが可能である。

３．数値例

以下，、＝３の場合について具体的な数値を与え，

フィードバック制御を施した場合のシミュレーション

実験を行なう。

Ｍ＝0.5［kg］，ｍ,＝ｍ２＝ｍ３＝0.125［kg］，

(１２）
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Ｆｉｇ．２Simulationresultsofthetransienｔｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｆｏｒｔｈｅｍｕｌｔｉｐｌｅｉnvertedpendulumsystem
where〃＝3.Initialconditionsare．c(O)＝０，，８，（O)＝-0.03rad，８２（0)＝0.05rad，８３（O)＝-0.07
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て行く。

③およそ数秒程度で，３本の直列振子が安定に倒立す

る。

つぎに，Fig.３は台車に同乗している観測者から見

た３本の振子の運動のようすを図示したものである。

このとき，観測者からは台車は静止して見え，振子の

みが動いて見える。Fig.３から，0.66秒経過後は，以

下のような振子系の過渡動作の特徴を読み取ることが

できる。

①振子の傾き角８１，８２，８３はおおむね同じ方向に動

く。

②８３，８２，８，の順に絶対値が小さくなっている。

③３本の振子があたかも１本の弦のように一体となっ

て，垂直に倒立して行く。

④その際，振子ｌの支点が波の節となり，振子３の先

端が波の腹となり，波の振幅が次第に減衰して行く。

雁ノ

４．むすび

〃本の直列倒立振子系のフィードバック制御問題を

考察した。刀本の並列倒立振子系では，可制御′性が成

立しない場合でも，直列倒立振子系の場合には，可制

！li！
’

’
（a）（b）（c）（d）（e）（f）（９）
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ｉｎｇｃａｒｔ．
（a）ｔ＝0-0.06sec；（b）ｔ＝0.06-0.23sec；（c）ｔ＝0.23-0.63
ｓｅｃ；（d)ｔ＝0.63-1.33sec；(e)ｔ＝1.33-2.23sec；（f)ｔ＝2.23-
3.03sec；（９）ｔ＝3.03-3.93sec．
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御性が保証されることを指摘し，さらに，適当な状態

フィードバックを施すことにより，安定に倒立させ得

ることを数値シミュレーションにより確認した。
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付録１．式（１），（２）の誘導

振子ｉの重心の位置を苑i，ｙｉとすれば，
ｉ－１

，‘‘=鎚十2三Ljsinl,+L‘sinl‘；
ｊ＝1,2,…,〃（Ａ・１）

ｊ－１

ｙ;=2異L,coslj+L‘cosl‘；
ｊ＝１，２，…,〃（Ａ・２）

となるから，

台車の運動エネルギー関数：Ｋ“

台車の位置エネルギー関数：ｕ

台車の損失エネルギー関数：Ｄ“

振子ｉの運動エネルギー関数：Ｋｊ

振子ｉの位置エネルギー関数：ＵＩ

振子ｉの損失エネルギー関数：Ｄｉ

は次式で表わされる。

除去脈‘
Uと＝０

(Ａ・３）

(Ａ・４）

D霞一去唯‘

K‘=苦'’'‘，+告､‘(州）

D戸去"／

－２L上皇一辿匡＋上LL＋－２且=o；

作綴ル⑳
ｂ＝［０００ｂ‘６５６６]T(Ａ・１４）

ただし，α４２～α"および６４～６６は次式で表わされる。

α42＝－６Ｌ１２Ｌ２２ｍ２(2ｍ,十ｍ2）（ｍ,＋2,2)ｇ

α52＝3Ｌ１Ｌ２２ｍ２(４Ｍ＋4ｍ,＋ｍ２）（ｍ,＋2,2）ｇ

α62＝－９Ｌ１２Ｌ２ｍ２(2Ｍ十ｍ,）（ｍ,＋2,2)ｇ

α43＝6Ｌ１２Ｌ２２ｍ１ｍ２ｇ
２

α53＝－９ＬｌＬ２２(2Ｍ＋ｍ,）r7z22g
a63＝3Ｌ１２Ｌ２１４Ｍ(ｍ,＋3,2）

＋ｍ,(ｍ,＋4,2）Ｉｍ２２ｇ

ａ４４＝－４Ｌｌ２Ｌ２２(4ｍ,＋3,2）ｍ２ソ

α"＝6Ｌ１Ｌ２２(2ｍ,＋ｍ２）ｍ２ソ

α64＝－６Ｌ１２Ｌ２ｍ１ｍ２ｙ

ａ４５＝6Ｌ１Ｌ２２(2ｍ,＋ｍ２）ｍ２〃，

α55＝－３Ｌ22(４Ｍ十4ｍ,十ｍ2）ｍ２/α，

α開＝9Ｌ１Ｌ２(2Ｍ＋ｍ,)ｍ2浬，
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α46＝－６Ｌ１２Ｌ２ｍ１ｍ２ﾉａ２

ａ５６＝9ＬｌＬ２(2Ｍ＋ｍ,)ｍ２ｌａ２

ａ６６＝－３Ｌ１２１４Ｍ(ｍ,＋3,2）

十ｍ,(7γz,＋4,2）ｌｍ２ｌａ２

６４＝4Ｌ,2Ｌ22(4ｍ,＋3,2）ｍ２

ｂ５＝－６ＬｌＬ２２(2ｍ,＋ｍ２)ｍ２

６６＝6Ｌ１２Ｌ２ｍ１ｍ２ （Ａ・１５）

ここで

s＝4Ｌ１２Ｌ２２１(4ｍ,＋3,2)Ｍ＋(ｍ,＋ｍ２)'γz１ｌｍ２

(Ａ・１６）

とする。


