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Mohr-Coulomb'sfailurecriterionforbrittlematerialsisbasedonresistancetofriction・

Generally，thefailureofmaterialscanbeexplainedbythiscriterion，butthisdoesnotcompletely
describethefailureforbrittlematelials，becausetheirfailureiscausedbytensilefracture．Ｔher‐

for，ｉｔｗｏｕｌｄｂｅｂｅｔｔｅｒｉｆｔｈｅｆａｉｌｕｒｅｃｒｉterionforthebrittlematerialsisestablishedbythecondi‐
tionoftensilefracture、Thus，ａ“planequantity，，wasassumedforthefailurecriterionforbrittle

materials，ａｎｄｉｔｗａｓｃａｌｃｕｌａｔｅｄｂｙｔｈｅｓｔａｔｅｏｆｓｔｒessundertheconditionofGriffith，sfailure
crlterlon・

Failurecausedbycompoundstresswasanalyzed・Applyingthe“planequantity，，，thestate

ofthetriaxialcompressiｏｎｔｅｓｔｓｏｎ“Shirasuwereanalyzedbythefiniteelementmethod，ａｎｄｔｈｅ
”

calculatedresultswerecomparedwiththeexperimentalresults・

Ｔｈｅｆａｉｌｕｒｅｏｆｔｈｅｂｉａｘｉａｌａｎｄｔｈｅｔｒiaxialstateofstresscanbeexplai､edfromthecalculation

basedonthe“planequantity'，

１回序

延性金属材料に属する軟鋼・アルミニューム・銅な

どの降伏条件は，セン断スベリ機構の関係としてとら

えられ，セン断応力が重要な要素である。Trescaの

降伏条件（最大セン断応力)，vonMieses（偏差応

力２次不偏量)，Hencky（セン断ひずみエネルギー)，

Nadai（八面体セン断応力）などの降伏条件がある:）

これらの中でTrescaの降伏条件は中間主応力が無

視されてはいるが誤差は３軸応力下で最大１５％程度で

あり，最大・最小主応力により決まるので実用的解析

には屡々使用される。さらに精確な降状条件としては

Mieses-Heuckyの降伏条件が実験的に支持される2）

八面体セン断応力説もMieses-Heuckyのセン断歪

エネルギーとは解釈の相異であり演算上は同一の結果

を示す。

一方，コンクリートや石材のような脆性材料は顕著

な降伏現象を示すことがなく，比較的小さい変形で内

部にキレツが拡がり，破壊に至る。金属材料とは基本

的に異なった破壊の様相を呈する。脆性材料の破壊条

件として従来支配的なものはMohr-Coulombの内

部摩擦説であり，セン断変形に伴う摩擦抵抗で説明さ

れる。脆性材料のこのような破壊理論は概略の性質と

しては表現できるが，引張破壊が初期に起り，圧縮破

壊は引張キレツの成長として現象することなどを考慮

すると，破壊現象との対応に難点がある。これらを説

明するためにGriffithはガラスの破壊について，内

部微小キレツを偏平楕円孔としてその応力集中条件よ

り，解析し3)，その結果脆性材料に引張破壊を導入し

て破壊条件を説明した。この条件を一般の脆性材料に

適用したとき，実験結果の下界を示すことは良く知ら

れる。

筆者等は，このグリフィスの条件をキレツ成長開始

の条件と考え，破壊を引き起すまでのキレツの成長と

関連するものとして，破壊現象と応力状態の新しい対

応を，種々のコンクリート材料に対して求め，コンク
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リートの物性的対応について説明した4)。
地山シラスは引張破壊が主たる要因で変形あるいは

破壊する。土質力学が主としてきた対象材料が，歴史

的に砂や粘土であるため，破壊条件はセン断スベリ破

壊を前提にしている。シラスの破壊もこのセン断スベ

リ破壊として着目された経緯をもつ。上田はシラスの

破壊を観察し,破壊条件は引張裂け破壊であるとした1天
然シラス崖の崩壊を観察した結果「天然シラスは固結

している。固結力が甚だしく弱化又は失われないかが

り，自重によるスベリ崩壊はない｡」と結論した:)そ
の後，岩の力学が注目されはじめ，シラスの破壊もそ

のような観点から引張裂け破壊として検討される機運

が生じ，現在では裂け破壊とすることに異論はないも

のと思われる。筆者は脆性材料であるシラスの破壊現

象も引張破壊条件を拡張した破壊過程から定量的に解

釈できることを考え，破壊条件をコンクリートなどの

脆性材料と基本的に同一の条件として把え，統一視す

ることを試みている。

本報では，地山シラスにGriffithの破壊条件をキ

レツ成長開始の条件として位置づけ，キレツの成長条

件を内部の応力状態で決まる面量の関係として破壊過

程を表現し，シラスの既往の三軸圧縮試験の結果につ

いて検討したものである。

２．破壊過程

Griffithの破壊条件をキレツ成長開始の条件と考

えるとき，破壊過程はその条件を越えたところでいわ

ゆる塑性化が進行し，その程度は内部の応力状態によ

って決まる面の量（面量）と関連づけられると仮定す

る。以下，破壊過程に関する面量の定義・その算出法

および塑性化の過程について述べる。

２．１面の量（面量）

垂直応力（ぴ)－セン断応力（て)平面上のＭｏｈｒ応

力円が，ある条件（例えば，キレツ成長の開始条件）

を越える面の範囲は，球面上の面積で表現される。図

－１のＡＢをその条件とするとき，図－１の斜線内の

点(p)は図－２に示すように０点を中心として単位の

長さの半径を有する球面を描き，主応力軸を１．２．３

としてそれらの作る座標面で区切られる第一象限の％

球面を考えると，球面上の一点(p)であり，斜線部は

その点の集合として表現される。すなわち，図－１の

ＡＢによる斜線部は図－２のＡＢの面で表現される。

同様に図－１のＣＤＥＦより上の部分は図－２の

図ｌＭｏｈｒ円と破壊規準

図２面の量（面量）

ＣＤＥＦに対応して表現される。このようにある条件

を設定し，応力円内でその設定された条件を超過する

応力状態を球面上に表現したとき，境界状態が形成す

る部分の面積を面量と定義する。この面量が破壊の塑

性化に寄与する物理量とするものである。

２．２面量の算出

面量は中間主応力の位置によっては解析的に算出す

ることができるが，任意の中間主応力の位置では，解

析的に求めることができない。以下，その算出法につ

いて述べる。

球の媒介変数表示式は，球の半径をａとするとき

（図－３），

r(u,v)＝acosu･ｃｏｓｖ．i＋asinu･ｃｏｓｖ｡j＋asinv｡ｋ

…(１）
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図４面量の算出

に示される範囲となる。この面積は上述したように，

(10)，（11)式より，（b)図の変換され，面量を求めること

ができる。具体的な面量を図－４（a)について求める

ための計算表が表－１である。算出された各点を結び，

プラニメーターで計測するなどの方法で面量が算出さ

れる。

三軸圧縮試験の場合は中間主応力が固定される。す

なわち，Ｌodeのパラメータ仏)で中間主応力を表示

すると，ぴ,＝ぴ3だから

図３球の媒介変数表示

〃＝ａｃｏｓｕ･ｃｏｓｖ,ｙ＝ａｓｌｎｕｃｏｓｖ,ｚ＝ａｓｌｎｖ

線素をｄｓとすると，

ｄｓ２＝ｄｒ･ｄｒ

＝ru･rudU2＋2ru･rvdUdV＋rvrvdV2…(2)

規格量Ｅ＝ru･ｒｕ，Ｆ＝ru｡rγ，Ｇ＝rv･rvとすると，

＝Ｅｄｕ２＋２Ｆｄｕｄｖ＋Ｇｄｖ２

曲面Ｓｒ(u,v)の面積Ａは，

Ａ＝〃R1/両=Frdudv．..(3)

。A＝1/面二F了dudv…(4)

次に単位球面(a＝1)について％球面を考えると

ｒｕ＝－SinU･ＣＯＳＶ．i＋ＣOSU･ＣＯＳひ．〕…(5)

ｒｖ＝－cosu･ｓｉｎｖ･i-sinu･ｓｉｎｖ｡j＋cosv･ｋ（６）

であり，Ｅ＝cos2v，Ｆ＝０，Ｇ＝１だから

ｄＡ＝ｃｏｓ ｖ･ｄｕｄｖ…(7)

u，ｖをαとγで表示すると

ｖ ＝汀/２－γ…(8)

ｃｏｓａ＝ｓｉｎｕ･ｃｏｓｖ…(9)

ｕ＝cos-l(cosa/sinγ）…(ｌＯ

ｃｏｓひ｡ｄｖ ＝ Ｃ Ｏ Ｓ γ … ( 1 1 ）

図－４（a)の応力状態ではＡ点，Ｂ点，Ｃ点，Ｄ

点の（α・,γ。）はそれぞれ（12.2,77.8)，（22.0,90)，

(58.3,90)，（68.0,22.0)となり，（Ｃ)図の点に斜線部

表－１計算表

ＣＯＳ
ｅ回■α

ＣＯＳ ＩＩ

１２９４７７０６０２２３９１０００００００００Ａ

８００８ ０．２０９１
－

０．３０５９２
ｌ
Ｂ
ｌ
ｃ
ｌ
３
ｌ
４
ｌ
５
ｌ
６
ｌ
７
ｌ
８
ｌ
９
－
型
Ⅷ
一
堰

６７８６

１．０７５４

９０．００

７８６４６０１９ Ｊ'１１１‐の

６１７９

灘
６６６８

６９１８ ０．４８２０

０．４７４３

０．４７１６

０．４７５３

１．０６７８

１．０７６５

１．０７９５０．４９０７

０．５５３７

０．ｅｌ３７

０．６７１２

０．７３３７

０．７８６０

０．８４４７

０．９２０６
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鰹＝2(ぴ２－ｏ３)/(ぴ１－び3)－１（－１≦ﾉα≦')＝’

の場合であり，面量は解析的に求めることができる。

図－５（a)のようにＭｏｈｒ円と破壊条件の交点との角

度をαA，α、とすると，図－５（b)に示す面量となる。

(o）（b）

図５三軸圧縮状態の面量

このときの面素ｄＡは，

ｄＡ＝汀/２×ｃｏｓａｄａ

で表わすことができ，図－５（a)の面量は

Ａ=J(:緬癒/2×cosadα
＝万/2×(SinaD－SinaA）…⑫

で与えられる。

同様に座＝－１のとき

。Ａ＝汀/２×ｓｉｎａ･ｄａ

Ａ=通/2Ｊ(:osilMa
＝7r/2×(COSaA-COSaD）…側

となり，中間主応力がﾉα＝士１のときは解析的に求め

ることができる。

以上，ある条件（キレツ開始条件）より上にある面

の量は，その主応力（び,，ぴ２，ｏ３)によって決めること

ができる。

２．３三軸圧縮試験における破壊過程

三軸圧縮試験においてGriffith放射物を超過する

ときキレツの成長が開始すると仮定する。Griffith

の破壊条件は偏平惰円キレツの応力集中条件であるの

で，ガラスのような一つの潜在キレツが破壊し，その

キレツの成長により最終破壊に到達するような極めて

脆性的破壊をする材料の破壊条件である。一般の脆性

材料・コンクリート・シラスなどは引張条件によりキ

レツが進行するが，その部分で成長を最終破壊まで続

けず，他の剛性の大きい部分でのキレツの成長を促進

し，キレツが相互に連結することにより最終破壊に至

る。Griffithの破壊条件までは材料は弾性的に挙動

し，それを超過すると，キレツは材料内の応力状態に

より決まるある部分に入り，塑性化するとする。塑性

化の程度を塑性化度として表わす。三軸試験の場合，

塑性化が完全に進行した状態では，セン断破壊の条件

と一致する。

図－６はこれら破壊過程の様子を図示したものであ

る。図においてＡの応力状態までは材料は弾性的に

図６破壊過程

挙動し，Griffith放物線を超過するときキレツの成

長を開始，塑性化する。Griffithの放物線を超過す

るまで弾性挙動をすると仮定しても応力度歪度関係が

Griffithによって決まる圧縮強度まで弾性挙動する

意味ではない。例えばコンクリートの応力度一歪度関

係で考えると，引張強度はｌｏｂｌ/１０付近であること

よりGriffithの圧縮状態は0.8ｏｂとなるが，これは

応力度一歪度関係がコンクリートの圧縮強度の８割ま

で弾性的であることを意味するものではなく，応力を

うけるある一点がGriffithのキレツ開始条件に到達

するとき塑性化するものと解する。塑性化が完全に進

行した状態を図－６のＣ円とみなし，進行段階では

図のＢ円と考えられる。

塑性化の程度（塑性化度）は塑性化が完全に進行し

た面量Ｓ・（図－６のＣ円の面量）に対する過程段階

の面量Ｓｇ（図－６のＢ円の面量）で表わされると仮

定する。図－６について塑性化度(S）を表現すると，

図中の記号に従って，

Ｓ･＝汀/2×(sina3-sina0）…(14）

Ｓｇ＝汀/2×(sina2-sina,）…(ｌ９

Ｓ＝Ｓｇ/Ｓ｡＝(sina2-sina,)/(sina3-sina0）…(16）



な境界は，ｘ方向を，水平な境界はｙ方向を拘束し

たものとする。この半無限体に集中荷重が作用すると

きの解はBoussinesqにより求められているので,こ

れとＦ､Ｅ､Ｍ弾性解を比較する。

地表面から地盤中の深さ（d)が５cm，１０cm，２０cmの

位置における変位を半径方向に見たとき，変位量を図

－８に，Ｆ，Ｅ、Ｍ解と弾性理論解を比較して示す。

F、Ｅ、Ｍ解は弾性理論解の下界を与えるので変位量

は少ない結果を示すが，深さが増加するに従い，誤差

は少なくなる。この程度の分割数でも実用的には使用

に耐える。

以下のＦ、Ｅ、Ｍ解析において，上述のＦ、Ｅ、Ｍ

弾性解析を元にしたプログラムを使用することとした。

3９

３Ｆ．Ｅ、Ｍ解析

本報告のＦ、Ｅ、Ｍ解析プログラムは三角形要素

における軸対称問題として開発されたもの7)を参考に，

自動分割・面量の計算・塑性化度と接線変形係数の関

係などを導入したものを開発使用した。図－７に示す

ような分割により半無限弾性地盤上に集中荷重が作用

する状態の解析を行い，その精度を検討する。接点数

144,要素数288とし，周辺の拘束状態は地表面に垂直

となる。 Ｐ

､|，２．４接線変形係数と塑性化度

Griffithの破壊条件はキレツ開始の条件であり，

対象とする材料内の一点での応力状態により塑性化度

が異なる｡すなわち塑性化の程度は応力状態に依存す

る。

本報では内部の応力状態を有限要素法（以下Ｆ、Ｅ、

Ｍ）で算出することにした。材料内の各点で塑性化度

が異なり，その塑性化度によって剛性変化するような

材料を取り扱うとき，Ｆ・ＥＭが有力である。これ

らの解析においてＦ、Ｅ、Ｍにおける諸量と塑性化

度の関係が必要となる。Ｆ、Ｅ、Ｍ解析における変化

量は変形係数とポアソン比であり，ここでは接線変形

係数とポアソン比の非線形関係が塑性化度の関数とし

て表現されるものと考える。

接線変形係数と塑性化度の関係を浜田式で仮定して

求めることにする。浜田式はコンクリートの応力度一

歪度関係を実験的に表現するとき広く使用され，実験

結果をよく代表することで知られる。浜田式は一般に

ぴ＝ １ － ( ' 一E)KＯ…(17）

ＫＯ：材料定数

で表わされる。無次元化量として表現されているので

ぴを応力レベルと考えることができ，塑性化度(s)に

置き換えることができる。

圧縮強度試験における接線変形係数をＥｉとすると

塑性化度ｓにおける接線変形係数は，⑩式を変形し

て次のように表現できる。

ぴ'＝Ｅｉ(１－Ｓ)Ｋ…(,０

Ｋ＝材料定数

Ｋをここでは材料定数と定義したが，初期の接線変

形係数と合理的に連続するためには，（,7)式．浜田式の

材料定数ＫＯとの間にＫ＝(Ko-1)/ＫＣなる関係がある。

ポアソン比と塑性化度の関係は，本報告では考慮の

対象外に置いた。今後の問題として残す。
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図７集中荷重による半無限地盤の要素分割
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９

４面量一塑性化度を導入したシラスの三軸圧

縮応力状態におけるＦ、Ｅ、Ｍ弾塑性解析

これまで筆者等は，地山シラス地盤と建築物の基礎

の相互作用を解析的に把握することを目的として，そ

の物理的基本量を求めるために，三軸圧縮試験を行っ
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てきた。これらの実験から求められる結果と面量一塑

性化度の概念を導入したＦ、Ｅ、Ｍ弾塑性解析とを

比較検討する。

三軸圧縮試験供試体の寸法は直径７cm，高さ14cmで

ある。対称性を考慮して，図－９に示す分割・寸法に

ついて解析をおこなう。

解析荷重条件は図－９の側圧ぴ,を０，２，４，６，８，

１０ｋ9/cmiの６通りとし，軸圧び3は予測最大荷重より

大きい荷重を想定し，その荷重の光十側圧を初期荷重

として与え，初期接線変形係数，ポアソン比を使用し

第一段階の弾性解析を行う。後段はいわゆる荷重増分

による弾塑性解析である。面量・塑性化度の導入は前

後階で得られた応力解から求められた主応力値に対し，

面量，塑性化度を算出し，接線変形係数を介して応力

一ひずみマトリックスに反映，後段の解析条件となる。

使用した初期接線変形係数は，原位置における圧縮

強度試験および室内の三軸圧縮試験における側圧O

k9/㎡の結果から求められた数値をまるめ，１５０ｋ9/cni，

200ｋ9/cniの２種類を採用した。Griffith放物線を決

定する引張強度は,割裂引張試験および曲げ試験結果

から求められた平均的強度である０．０５５ｋ9/cIfと，こ

れらをまるめた0.100ｋ9/cnfを採用した。

図-10は面量・塑性化度を導入したＦ、Ｅ、Ｍ弾

塑性解析から得られた，三軸圧縮応力状態の応力度一

変位量曲線である。（a)，（b)は(17)式のＫを０．５とし

た結果である。２．４に説明したように

Ｋ＝(Ko-1)/ＫＣであり，ＫＯ＝(Ｅｉ･Emax)/ｏｂの関係が

ある。これらに圧縮強度試験の結果を代入すると

ＫＯ＝2.145,2.85,したがってＫ＝0.53,Ｋ＝０．６４と

なるが，本計算では個々の数値の相異に意味はないの

で簡単にＫ＝0.5とした。

計算された応力度一変位量曲線の関係と実験結果の

それと比較検討する。これらの検討は無次元化した応

力度一変位量曲線に変換するとよくわかる。図-11は

実験による無次元化した応力度変位量関係を示す。バ

ラツキはあるもののひとつの式で表現でき，側圧と最

大応力度の関係から無次元化しない応力度一変位関係

が求められる。図-12は図-10の最大応力，最大応力

時の変位量で除した無次元化した応力度一変位重関係

であり，これは図-11と対応する。

これらを比較して，計算結果は応力レベルの低い段

階で塑性化の進行が遅く，実験結果のそれと異なる傾
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図１２応力度一変位量関係（計算結果）
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向を示す。この原因は塑性化度すなわち面量に起因す

るもの，初期接線変形係数に起因するもの，ポアソン

比の与え方に起因するものが考えられる。初期接線変

形係数を与える浜田式は実験式であり，最大応力と最

大応力時の歪度およびその歪度の％の歪度の応力度で

与えられるので一応は，実験事実を忠実に表現するが，

本報告で問題とする真の応力歪関係を表現しているも

のではない。ポアソン比の変化は今後検討の余地を残

す。

以上の問題点は残るが図－１０の結果に見られるよう

に，側圧の増大とともに応力と変位の相互に増加する
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図１０応力度一変位曲線

２０

５二軸試験における面量の変化

脆性材料の破壊曲面を汀平面（主応力び,，ぴ２，び３

の静水圧線に垂直な面）に表示するとよく知られるよ

うに外側がふくらんだおむすび形になる。これは中間

主応力の影響によるものであり，面量から塑性化度を

算出するこれまで述べてきたような弾塑性解析による

破壊過程は二軸試験にも成立しなければならなく，ま

た脆性材料一般に示される破壊曲面を形成する必要が

ある◎

図-13は二軸試験の中間主応力の変化に応じて面量

の変化の様子を示すものであり，図－４（Ｃ)で求めた

手法で逐次計算したものである。この例はGriffith

５０

×
・
Ｅ
Ｃ
、
ｂ

●

結果となって現れ，実験結果のそれと対応する。この

現象はシラスに限らず他の一般の脆性材料に共通な現

象であり，計算結果はこれらの現象を定性的によく説

明していることがわかる。また面量を規準とする塑性

化度は，次章で述べる，２次元の破壊状態，すなわち

中間主応力が変化するときの破壊現象とも対応がとれ

ることなどから，面量を使用して破壊問題を考えるこ

とは脆性材料の引張破壊を対象にした非線形関係の問

題に対処するための一方向を示すものと考える。

（17)式の材料定数(Ｋ)として塑性化度を導入した数値

として，すなわちＫ＝ａとしたときのＦ、Ｅ、Ｍ弾

塑性解析の結果を図－１０(Ｃ）に，ａが０．３，０．１に関

して求めた。図-12にもそれらを表わす。実験結果と

よく一致することがわかる。
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の引張強度を0.11.℃｜としてＬodeのパラメータで

/α＝0.8から－０．８まで変化した様子を示す。ﾉα＝１と

－１は⑫(13)式から求められるので，Ｌodeのパラ

メータの変化に対する面量の変化は図－１４に示すよう

になる。

これによると面量はｊα＝１のときが最大で－０．２～

〃～0.2付近では最小を示し，ノα＝－１になるとそれら

の中間の値を示す。面量が少ないことは破壊に至るま

での抵抗性，余力があることを意味する。すなわち面

量による規準は材料内の一点の塑性化度評価の規準で

あり，応力状態によって面量は成長，塑性化の過程を

たどる。したがって図－１４から予想破壊荷重の傾向は，

〃＝１のときを基準にとると，ノα＝－０．２～0.2の面量

の最小値をとるところで最大を示し，ノα＝－１では基

準値と最大値の中程に位置する。これらの傾向は中間

主応力を変化させた二軸圧縮試験の結果と一致する。

元／２

１．５

図１３面量の変化
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以上，脆性材料の破壊現象を表現するために，

Griffithの引張破壊をキレツ成長開始の条件と考えて，

応力状態によって決まる面量を導入した。それを適用
０

－ １Ｏ

ＩＬ

図ｌ４Ｌｏｄｅのパラメータによる面量の変化
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して，シラスの三軸圧縮試験を想定し，有限要素法に

よる弾塑性解析を行い，検討した。その結果をまとめ

ると，

１．面量から算出された塑性化度によるシラスの三

軸試験を想定した有限要素法による弾塑性解析結

果はほぼ実験結果を表現できる。

２．面量の変化状況は二軸試験の中間主応力が変化

するときの結果とも付合し，破壊が面量により表

現できるものであることを示す。

３．一般の材料の非線形挙動に使用される構成式は

多くのパラメータを必要とするが，この方法では

基本的に少ない材料パラメータでよいと考えられ

る。

４．材料の種類によって破壊までの面量が決定でき４．材料の種類によって破壊までの直1重か沃疋でき

ることが判明すると，圧縮試験，引張試験あるい

は割裂引張試験によって，破壊条件を決定できる

ことなどへの応用が可能である。
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