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On an application of structural diagrams of languages

By

Seiiti HiTzino and Akira Togasi

Abstract

In this paper we shall develop a method for constructing a丘nite automaton

recognizing a given regular language by making use of the structural diagram of
●    ●                        ●

the language, re丘ning Brzozowski's results about regular expression more directly,

and also show its applicability to other languages by examples.

1序

本論文の目的は,言語の導写像(derivative mapping)がオー下マナンの構造の解明に密接

に関連していることを示すことである｡言語の導写像という概念は,それぞれすこしづつ重点

のおきかた,記法等の相違はあるけれども,オー下マナンの研究者の間には,早くから知られ

ていた概念であった([1], [2]),

しかし,正規事象に関して導写像を導入して,有限オ-tマナンとの間の関連を示したのは

Brzozowskiが最初である([3]),本論文では,これを発展させて,一般の形式言語への応用を

試み,さきに[4]で導入した言語の構造図の概念を使用して,より一層明確な形で導写像の応

用を述べようと思う｡

2　言語の導写像と構造図

x.をア)i,ファベ再,その要素を記号とよぶ｡ X芸をX.の上の記号列の全体とする｡ X言

の任意の記号列の長さとは,その記号列を構成する記号の個数をいい,長さ0の記号列をとく

に人と表わす.いまX芸の任意の部分集合Lを言語(language)とよふ言語は,このよう

に,記号列の集合を指すので,集合に関する演算はここでも適用される｡和集合の記号Uを,

記号+で表わすことにしよう｡言語に関する演算　　　*, cを次のように定義する(U, V,

W, -･で記号列を示すことにする)0

Lx+L2≡[u¥u∈Llまたはu∈L2)

Lx - L2≡[uv¥u∈LlかつV∈L2)
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ここでuvはu　とV　との連接(concatenation)とよばれ,記号列uの後に記号列Vをひ

きつづいて書いた記号列をさす｡
●●

L‡≡云jn
n-0

-L呈+L王+L;+　　+L誓+

ただし

L¥-{A}

L筈-L,-Z筈　(n-1,'2, -)

である｡

また,

L;≡[ulu∈X芸かつu¢Ll)

演算+,　*, cをそれぞれ,和,横, kleene積,補言語演算とよぶ.

ここで新しく言語の導写像という概念を導入しよう｡

定義2.1 X芸の中の言語L, X言の中の記号列射こ対して∂,.Lを次のように定義し, Lの

uに関する導言語(derivative language)とよぶ.

∂伽L≡{wluw∈L)

あさらかに, ∂入L-Lである.また　U. V∈X芸に対して,

∂伽VL-av (∂uL)

がなりたつ｡

例2.1 X｡-{a, b], L-((ab)サ¥n-l, 2, - }-[ab, abab, ababab,-･)とすると,

∂tL-{&, bob, babab, -･)

-b{A, ab, abab,�"�"�")

I

-b(A+L)

∂*L-{入, ab, abab, -･)

-ニ入+エ

ここで, (入}, {&}　のように単一要素集合に関しては,単に入, bのように表わすことにした.

このようにしても混同の恐れはないであろう｡

定義2.2　LをX.の上の言語(⊂X芸)とする.このとき,写像8を

J　--
(入∈上のとき)

(入卓上のとき)

で定義する.この写像8を(言語に関する)入一判定(A-test)とよぶ｡

導写像は次の性質をもっている｡

定理2.1 ([3])

X｡の上の任意の言語Lx> L2)任意のX∈X.に対して,次の関係がなりたつo

∂ (Lx+L2)-∂M+∂#L2
∂　{Lx�"La)-(∂A)�"L2+8{Lx) ∂xL2

∂x(L苦) -(∂A)�"L苦

定理2.2 LをX｡の上の正則言語(regular language), uをXoTの任意の記号列とすると

き,導言語∂伽工は正則言語である.

証明　u≡人のときは∂入L-Lであるから,自明である.一般の場合はu-xァx2-･Xk

(xi∈XQ;サ-1, 2, - , k)とするとき,関係式
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∂uL-∂xh(∂xh_ (�"�"�"(∂蝣M�"�"�"))

がなりたつのでu≡x(x∈X｡)のときに∂xLが正則であることを証明すればよい.仮定によ

り, Lが正則であるから　L-T(a) (≡twlw∈X芸かつf*(s｡, w)∈Dl)となる有限オー

tマヤンa≡<S, f, s｡. D>が存在する([5]),状態sx(∈S)をsx--/(5｡>X)で定められ

る状態とする｡有限オ-tマヤンaXを

ax≡<S,f, sx, D>

ととる　S,f,DはaのS, f, Dと同じものである.あさらかにaxは有限オーtマTンで

ある｡次の同値関係が成立する｡

W∈∂xL ⇔ xw∈L　　　　　　　(∂ガの定義)

⇔f*(s｡, xw)∈D　　　(L-T(a)より)

⇔/*(/(s｡) x), w)∈D (/*の定義)

⇔f*(sガ　w)　　　　(ォ*-/(so> x))

⇔ W∈T(ax)

よって∂cL-T(ax)となり, ∂xLが正則なることが証明された.　　　　　　　(証終)

定義2.3　LをX｡の上の言語とする｡記号列u, V∈X芸に対して, (集合として) ∂uL-

∂vLとなるとき, u≡Vと書く｡関係≡は同値関係(equivalence relation)である｡した
L              L

がって商集合X芸/≡が考えられる｡
ォ

定理2.3　LがX｡の上の正則言語であるための必要かつ十分条件は商集合X芸/≡が有限
M

集合であることである｡ (これを≡が有限指数(怠nite index)をもつ同値関係であるという)
L

証明lo必要なること: Lが正則であるから, I-7サとなる有限オ-下マナンa-<S}

/,s｡サD>が存在する　5-{s(｡> -1>　少)とする｡任意の伽∈X芸に対して, S伽≡/*to｡>

a)とし,有限オ-トマヤンa伽≡<5, /, s伽, D>を構成すると,前定理の証明と同様にし

て,

∂伽L-> T(a伽)

を得る｡いま　f*(s｡, u)-f*(s｡, v)なる記号列u, V∈Xo*に対しては　T(aa)-T(av)

であるから, (集合として) ∂伽L-∂vLである.また,

wi≡tWIw∈X芸かつ/*(s｡, w)-s,} (*-0, 1, 2,-少)

とすると,あさらかに

z;-wo+>fl+.-.. +wp

であり,任意のu, V∈Wiに対して∂uL-∂vLである.したがって,任意のu, V∈Wiに対

してu≡Vである.このことは各W.･は≡によるX芸の同値類のいずれか1つにすっかり
エエ

含まれることを示す｡すなわち, *M*-of l,　　少)は≡の細分となっている｡またWi
エ

(*-0, 1, -, ･少)は有限個であるから, ≡は有限指数である.
エ

20十分なること:逆にX芸/≡は有限集合であるとする｡関係≡は右不変(right in-
L               ･             L

variant)である.すなわち, u≡Vならば,任意のW∈X芸に対してuu'≡vwである.何と
L                                  L

なれば, u≡Vならば∂伽L-∂vL,したがって
エ

∂wL-∂W (∂uL) <-∂W (a,L) -∂vwL
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すなわち, uw≡vwである.
エ

[u]を, u∈X芸を含むX芸/≡の元(同値額)とする｡写像j: x芸/≡×x｡→x芸/≡を
エエエ

/([ォ],チ)-[ux] ｡Xof xeXo)

で定義する.この定義は, ≡が右不変であるので,整合(consistent)である｡ S≡X芸/≡, s｡
エエ

≡[X], D≡{[u]¥u∈L)とする有限オーtマTン

-<s, f,言｡> Zサ

を作ると,エ-r (α)である｡何となれば,次の同値関係が成立するからである｡

W∈L⇔W-[入u,]∈b

⇔/*([入], w) ∈B
′ヽ′

⇔W∈T(a)
よって上は正則である｡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(証終)

系2.UがX｡の上の正則言語であるための必要かつ十分なる条件は集合族(∂　u∈X芸)

の中で,集合として相ことなるものは有限個であることである｡

この結果はLが正則であるかどうかの判定に使用することができる｡

例2.2　X｡-{a, b)の上の言語L-{anbn|n-1, 2, -}-{ab, aabb, aaabbb, -弓

は正則ではない｡何となれば

∂サL-{b彬, ab桝+1 a*bm+2, -･)

-(A, ab, aW, -)b桝

-(A+L)b解(m-1, 2, -･)

となり, ∂nL (m-l, 2, -)は集合として,すべて相ことなる.

系2.4を適用して次の定理を得る｡

定理2.5　Lx,L2をXoの上の正則言語とするとき　Lx+L望　LvL2>　　　　は正則で

ある.すなわち,正則言語の族は+�"　�", *. cに関して閉じている.

証明　任意のu∈X芸に対して

∂ (｣,+L2)-∂uU+∂uL2

∂ (L)-(a,｣l)(

であるから,集合族(a (Li+L2) ∈X言), (∂伽(LI)¥u∈X:)の中で,集合として相ことな

るものは有限個である.よって　U+L望, L;は正則である｡また,帰納法により,佳意の

u∈x芸に対して,

∂伽(LvL2) - (∂�"Li)-L望+ ∑ 8 (∂vLx) ∂wL2
V, W
vw-u

がなりたつことが証明される｡よって,集合族(∂サ(L,'L望)lu∈X芸)の中で集合としてこと

なるものは有限個である｡また同様にして, ∂u (L苦)は,集合(∂vLJ-L‡ (Vex:)の形の有

限和で表現されるから,エ1の仮定より,正則であることが示される｡　　　　　(証終)

3　正則言語の構造図と有限オートマトン

前節の系2.4は正則言語を受理する有限オ-下マナンの作成に利用される.最初に言語の

構造図を定義しよう｡

定義3.1 X｡の上の言語Lの構造図とは,任意の鋤∈X芸に対して, ∂uLを作成し,集合

族{dォLIu∈X:)の中で集合として相ことなる言語をL.(≡L), Llt L2> - (一般に無限
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個)として,構成要素の各言語Liの間を∂x (x∈X｡)をラベルにもつ矢線-で結んだ図形を

いう.この際,たとえば, a(L-Ljのとき,図3.1のように, LiからLj-矢線∂ガをひく｡

∂∬

図3.1

実際にはL (≡Lo)を出発点にして, ∂x (x∈X.)を順々にくりかえして,導言語を作成し,集

合として以前にでてきた導言語とことなるものがあれば, ax (x∈Xo)をその言語にさらにく

りかえして進んでいけばよい｡

例3.1　　　　　　　　　Ao-{ォ, 6}

L｡-{(ab)n¥n-l, 2, -)

この言語の構造図は図3.2のようになる｡

図3.2はエOから出発して導言語を次のように計算して図表示したものである｡

L｡-{(ォ6)サ|n-l, 2, -弓

- {ab, abab,

∂jL｡-{&, bob, babab, -･)

∂bLn-¢

∂a (∂lLo) -¢

∂b(∂｣o)-(A, ab, abab, -)-A+L.

∂a(∂b(∂サ｣)) -∂a (A+Lo) -∂aL｡

∂b (∂b (∂aL｡)) -o

例3.2　　　X｡-{a, b]

Lo-{anb"¥n-l, 2,�"�"�"}

この言語の構造図は図3.3のようになる｡

これは次のように計算される｡

∂aL｡-{b, ab¥　-･, aル1bn, -I)
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-(A+Lo)b

∂bL｡-¢

∂a桝La-{b桝, ab桝+1, - }-(A+L｡)b桝(w-l, 2,.-.)

∂b(∂nL｡)-b桝-1 (m-l, 2, -　6--A)

定義3.2　Xoの上の言語Lの構造図を構成する導言語の族をLo (≡I), Lx, L2>-とす

る｡このとき,次の手順によって構成される図を(一般には無限個の状態をもつ)状態図とい

う｡

手順　Liを①こ変更するo
start

0
　
　
　
0
　
　
　
0

2

　

3

　

4

初期状晦とする｡
入∈エiなるエJに対応するG)を2重丸指定◎として　siを指定状態とするo
矢線の上の∂x (X∈X｡)をx (x∈X｡)に書きかえる●｡

この手続き10-40をアルゴ1)ズムdという｡

例3.3 (i)例3.1の言語L0-{(f16)-|n-l, 2, -)にアルゴリズムdを適用すると,

図3.4の状態図が得られる｡

a,b

図3.4

(ii)例3.2の言語L｡-{flォ6サ|サ-l, 2, -)に対しては,図3.5の(無限)状態図が得ら

れる｡

状態の添数のつけ方を除いて,状態図は一意に定まる｡このようにして得られる言語上の

状態図は,無限オ-tマ下ンα-<S, f, s｡, D>を構成する｡
I

warn

5-{s,｡>　-19-　c　-),すなわち言語Lの構造図を構成する各言語に対応する状態の

集合

f:SxX｡-Sは

f(si, *) - (∂xLiに対応する状態)で定義する.

Sq.* Lqに対応する状態

D:人をふくむ導言語に対応する状態の集合



藤　野　精　一･富　橿　　　昭

図3.5

定理3.1 Xoの上の任意の言語Lに対して, Lの構造図にアルゴ1)ズムdを施して得ら

れる状態図をオ-T,マナンの機構とするオ-トマヤンa〒<S, /, soサD> (上述)杏作る.
こ･のとき,上はαで確認される｡すなわち,

L-T(ci) -[w匝∈X芸, f*(s｡, w) ∈D)

(ここにf*の定義はaが有限オーもマナンの場合と同様に定義する)

証明　次の同値関係が成立する｡

W∈L⇔入∈∂wL

⇔ awLに対応する状態がDの要素である.

⇔/*(so. w)∈D (dの定義より)

⇔ W∈T(a)

系3.2　Lが正則言語であれば,定理3.1で作成されるオー下マ下ンa-<S, f, s｡) D>

はL-T{a)となる有限オ-下マナンである.

この系により,正則言語を確認する有限オー下マナンは,言語の構造図を作成して,手続き

dを適用して自動的に得られることがわかる.

例3.4　　　Xo-{0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}

A)-{>Iw∈X芸,かつ鋸ま5で整除される)

この言語Loが正則であることを, L｡を確認する有限オートマナンを系3.2によって作成する

ことにより示そう｡

L｡- [uO¥u∈^｡) + {ォ5|u∈X:)

-XI (o+5)

∂;Ln-∂i (X芸(o+5))

-(∂X)(o+5) +8(需) a,�"(0+5)

∂X- (∂iX｡) X芸-x芸

6(Xl)-A
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∂f (0+5)

∂i^0 --

i

(サ-0,5のとき)

(i幸0,5のとき)

x芸(o+5)+入　(サ-0,5のとき)

(-A,+A)

x芸(o+5) (-L｡) (i幸0,5のとき)

SWB

∂i (L｡+A) -∂iL.

よって,エOの構造図は次のようになる｡ (図3.6)

0,5

1,2,3,4,

6,7,8,9

1.2,3,4,

6,7,8,9

図3.6

したがって,これにアルゴリズムdを適用してLoを確認する有限オ-トマトンが得られる｡

(図3.7)

start

図3.7

系3.3　言語上が正則であるための必要十分条件は,上の構造図が,有限節点をもつ有向

グラフとなっていることである｡

定理3.4　正則言語Lに対して定理3.1で得られる有限オ-tマナンは, Lを確認する有

限オ-tマtンのなかで,最小の状態をもつ有限オーTマTンである｡

証明　Lの構造図にアルゴリズムdをはどこして得られる有限オーtマトンを　-<s,

/, s｡>D>とする　L-T(a),いまLを確認する任意の有限オ-tアナンをw-<5,/,言O,

b>とする　L-T{a),また　s-{言｡,言1,-,言n)とする　/*(言｡* u)-蝣/�"(吉｡>V)な

るu,V∈X芸をとると,いつでもu≡Vである.すなわち, ∂uL-∂vLである.いま　WfS
エ

t叫j*(言｡'w)-言�"�"} (*-0, 1, 2,-n)とすると,任意のW∈Wiは[W]…の要素である｡
エ

よって

♯ (5) ≧♯ (X冨/≡)
エ

-*(S)

4.　自由言語の構造図とプッシュダウン･オートマトン

前節で言語の構造図を応用して,正則言語を確認する有限オートマトンを構成できることを
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知った｡さて,言語が自由(context free)であるとき,この言語は,一般に非決定性プッシュ

ダウンオ-tマナンによって確認されることを知っている([6)<　この確認プッシュダウンオ

ー下マTンを,前節の有限オー下マヤンの場合のように構成できないものであろうか?　この

問題は,かなり興味ある問題である.いままでのところ部分的には　A. A. Letichevskii ([7])

が研究し,これをわかりやすい形でA.Salomaa([8])が解説している｡しかし,これは完全な

解決とはいえない｡その理由は,確認プッシュダウンオーtマナンが,無限個の状態を許した

形でとらえられているところにある｡彼等はそのようなオー下マtンに,抽象的プッシュダウ

ンオ- tマヤン(abstract pushdown automaton)となづけた.これを,普通の意味のプッシュ

ダウンオ-tマナンを構成するように変形することができれば,問題は解決されるが,それは

かなり困難なようである｡そこで,彼等の方法はとらないで,言語の構造図を直接に利用する

方法はないだろうか,と考えた｡いまのところ,まだ完全な解決にはいたっていないが,本節

でその方法の成功した例をあげ,このような方法が一般に適用され得るのではないかというこ

とを,今後の問題として提示しよう｡

はじめに　X｡-{a,b)の上の言語Lo-{anbn¥n-l, 2, -)を代表的にとってみよう.この

言語を確認する無限オ-Tマトンは,その構造図より図4.1のように得られた(前節例3.3),

α,∂

図4.1

この図は図4.2のような(1矢線が外-飛びだした)有限オ-Tマナンに,図4.3の形の

(外に飛びだす矢線を3本もった)有限オーTマナンが,無限個一列にくっついたものと考えら

れる(図4.4),ということは,状態slでaを読んだとき, aがつづくかぎり,つぎつぎに図

4.3の形の有限オー下マナンを,もとのオーtマナン(図4.2)の上にプッシュダウンし,その

プッシュダウンされたオ-tマナンを,現時点で使用することによって,確認作業を続行する

ものと解釈されよう｡したがって, 2回目以後αがでるたびに,図4.3の形で使用する有限



図4.2
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S3へ

図4.3

オ-tマtンを1つ増加し,2回目のb以後は,この形の有限

オートマナンを1つずつ減じていくようにしておけばよい.と

ころで,このことは,回数を表示する何等かの指標をくっつけ

ておけば,図4.3の形のオーtマトンを無限個使用する必要は

なく,ただ1個のオーTマトンで代用することができる.その

指標は,プッシュダウンスタックを利用することによって達成

図4.4

される｡それを次のように構成すればよい｡

まず図4.5をみてみよう.この図の最左端のオ-トマトンが,外-でるラベルaの矢線の行

先をS6にしないで, S4へ逆もどりさせる.そのかわり　>>4>　の組をsQ)s7の組のかわりに

今かりに使用するということを表現するために,プッシュダウンスタックを1つ設置したオー
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図4.5

α,∂

図4.6

このように言語の構造図で,同じ形が無限個く

tマトンを考えることにし,プッシュダウンス

タックに1を入れて,このことを表示すること

にする｡スタックにはあらかじめ0が1個入っ

ているものとする｡

プッシュダウンスタックに入っている1の個

数で,現在使用しているオ-下マTンが,どの

級(s2n>　2サ+x)であるかがわかるようになる｡

あがきたとき,スタックの最上位の1をとりき

り,使用の組を1つ下げる｡このことを表わす

ため,矢線の上のαのかわりにα, */1という記

号を同じ矢線の上に書いて,この意味を`αを

読んだとき,プッシュダウンスタックに現在何

が入っていようと　もその上に記号1を入れる'

とする.またbのかわりにb, 1/人と書き,そ

の意味を`bを読んだとき,プッシュダウンス

タックの上の記号が1のとき,これを1字消

す'とする｡ *は任意の記号を表わすものとす

る｡これをS4へ入る矢線aと,S5からでる矢線

b Qこも適用して,結局次の図4.6を構成する.

あさらかに,これはL｡-{aサbサ¥n-l,2, -･)

を確認するプッシュダウンオー下マナンである｡

りかえされるところを見出せばよい｡プッシュ
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ダウンスタックを利用して,これを1個で代用することができる｡この方法は次の場合にもう

まく適用される｡

例4.1Ao-{a,b,c]

Lo-{wcwR¥w∈{a,b}*}

ただしwRはWの鏡像,すなわち

w-O,alU2-･qh∈{ォ,byのとき,

wR-okOk-X-01

エOの構造図は関係式

∂ォL｡-LouR(u∈(a,b}*)

∂¢エ0-A

より次のようになる(図4.7)｡′

図4.7

したがって,このLoを確認するオートマ下ンとして,次の状態図をもつ無限オ-tマナン

が得られる(図4.8),　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫

最初の例と同様に考えると,今度の場合は2つの有限オーtマ下ン(図4.9,図4.10)の無

限のくりかえLになっている｡

したがって,プッシュダウンスタックを1個設置した有限オーtマナンを,非決定的に使用

することによって,図4.11のような非決定性プッシュダウンオートマトンが得られる｡

ここでα, A/人は入力記号がαや,プッシュダウンスタックの最上位の記号が』のとき実

行されて,プッシュダウンスタックの最上位の記号を消す(入)0 a, *Aは入力記号がaで,
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a,b,c　　　　　　　　　　　　　　　　　　､･､

図4.8

(S2-連する矢印は,はじめの部分以外は省略した)

図4.9

図4.10

プッシュダウンスタッグに何が入っていようとも　(*), Aをプッシュダウンするという意

味である｡

このオ-トマナンが, L｡を確認することは,プッシュダウンスタックの使用の仕方を追跡

してみればあさらかであろう｡

この方法は今のところ,個々の場合に,構造図の関連の状態をみて,そのプッシュダウンの

あり方を決定している.一般の場合に,どのような形で規則が表われるかば,わかっていない｡

今後に残された問題である｡

5　その他の言語の構造図

最後に文脈関連言語の構造図の例として, X｡-{a, b, c]のときの言語Lo-{anbnc舛n-l,

2, -弓をとりあげよう｡この言語の構造図は図5.1のようになる｡

仮に有限オートマトンに,プッシュダウンスタックを1個使用しただけでは,無限個使用き
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れる各有限オーTマヤン(たての列)の,使用順を記憶することができても(たての列)の,

各オ-tマナンの状態の個数の増加を記憶することができない.プッシュダウンオ-tマナン

では,この言語の確認はできないことを,この言語の構造図が示しているとみることができよ

う｡このことは,言語の構造図が,確認オートマ下ンの構造と非常に密接に関連していること

を示すものといえよう｡
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