
まえ がき

風車理論は，Glauert'）以来あまり進展を見せてい

ない．社会的要望の然らしむる処と思われるが，状況

そのものは現在でも大差ない．しかし，近来の，風車

に対する関心の高まりはかなりのものであるから，利

用度の現実はともあれ，この際，風車理論を整備して

おくのは無益ではないだろう．

本研究は，外形が螺旋推進器（以下ではプロペラと

いう）と類似する高速水平軸風車を対象とするが，そ

れの最適翼端速度比は，概略Ｘｏｐｔ＝４である．風車と

プロペラでは，それぞれの作動状態を示すパラメタが

互いに逆数，つまり前者の翼端速度比Ｘと後者の前進

常数Ｊとの関係は，Ｘ＝元/Ｊであるから，それを使っ

て,上記のXop‘をＪに換算すると，Ｊ＝元/4÷0.8とな

る．一般的舶用プロペラの最適作動状態のＪも，ほぼ

これに近い値をとるので，高速風車は，外形ばかりで

なく，作動状態もプロペラの場合に近い作動状態に

よって，翼に随伴する螺旋状自由渦のピッチが定まる

ので，それが等しいということは，流場もよく類似す

ることを意味している．プロペラ理論は，すでに実績

の認められた学問である．したがって，それを風車の

流場解析に適用することは充分意義のあることと思う．

本文は，筆者が以前執筆した，プロペラの基礎理

論2)3)4)を骨子として，水平軸風車の流場を渦理論でま

とめたものである．

三△し
同冊

花 岡達郎

（受理昭和56年５月２６日）
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高速水平軸風車の渦理

２
３
４
５
６
７
８
９
加
ｕ
Ｅ

記号

鵡必６任意点の座標（円柱座標）

苑'，γ'’６′渦面上の点の座標

lｏ流体密度

'流体圧力
加 吹上げ

Ｖ 風車への流入速度（苑軸‘l／ 風車への流入速度（苑軸の正の方向に

流れる）

‘ｇ 風車の回転角速度（苑軸を軸にして負

の向きに回転する）

γ０ 翼端の半径

γ& 翼根の半径
ノ 翼数

s 螺線渦Iこ沿って測った長さ

Ｘ＝‘gγb/Ｖ翼端速度比

”Ｉ 翼の位置における揚力線の吹上げ
2元〃 螺線渦のピッチ

Z《ﾉα＝”ＩＣＯＳｅＩ

”､＝一”Ｉｓ１ｎｅＩ

ｗａ ｚ《ﾉαの半径方向の平均値

"c/γ ”6/γの半径方向の平均値

"＝(Ｖ＋"α)/(ｇ＋”8/γ）

内 容

記 号

１序 論
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ガルーノu，γ'/"＝〆

sineI＝1/1/r千7Z1面,cose,＝ｊα/1/TF7ZI面，
taneI＝1/〃

Ｗ＝1／Ｖ２＋４９２γ２

Ｖ*＝Ｖ＋"α，幻*＝‘ｇ＋”6/γ

ｗ*＝ｖ*'／1＋ﾉz２２，Ｗ*'＝ｖ*'／1＋〃'２
％＝/(６，γ）風車翼の平均矢高面の方程式

ぴ＝６－Ｊr/"，で＝β＋苑/〃

ぴ'＝6'一兆'/"，で'＝6'＋x'/〃

１ 序論

プロペラと風車の違いは，ポンプと水車の関係と同

じで，前者が軸トルクを介して，流体に運動ナネルギ

ーを与えるのに対し，後者は，逆に流体の運動エネル

ギーを吸収して，それを軸トルクに変換する役目を果

す，ところにある．これは極く常識的なことであるが，

流体運動および流体力の表わし方にそのまま現われる

ので，後の説明を容易にするため，相違を列挙してお

く．

図１は翼に対する相対流入方向を示したものである

が，相対速度Ｗに対する翼素の迎角は，プロペラと風

車では，正負反対，つまり揚力Ｌの方向が互いに逆に

なる．したがって，自由渦の誘導速度の向きも，プロ

ペラと風車では反対になる．

プロペラの軸トルクをＱｐ，推力をＴ，風車の軸ト

ルクをＱ"，空気抵抗をＤとすると，ｐＱｐはプロペ

ラが流体に与えた馬力，ＶＴはプロペラが流体から回

収した馬力であるが，一方ｇＱｗは風車が流体より吸

収する馬力，ＶＤは風車が流体から受ける馬力である．

したがって，プロペラ，風車それぞれの効率をγ2,,

伽 とすると

孫珊諾)｝《u）
である．すなわち，〃ｐと〃”は互いに逆の形である．

Ｖ

Ｖ

＝鐸毒

風車 プロペラ

図 １

作動状態を表わすパラメタにしても，プロペラでは，

一回転の間にそれが進む距離と直径との比を意味する

前進常数Ｊ＝Ｗ("D)＝元Ｗ(‘g妬）を用いるが，風車

では翼端速度比ｐγb/Ｖをとる．

以上示したように，性能を表わす特性係数が互いに

逆になるのは，その作動原理に由来するわけで，当然

のことである．しかし，自由渦の形その他，流場はほ

ぼ相似であるから，風車理論の大部分は，プロペラ理

論の転用で，構成することができる．

本文では，一様流が回転軸に平行に流入する場合を

取扱うので，流場は定常状態である．したがって，理

論の対象は性能計算と最適設計にある．風車翼によっ

て作られる自由渦は，プロペラと同様に，螺旋状であ

るから，その誘導速度は大きい．さらに，風車では翼

素迎角が大きく，時には失速状態で作動することもあ

るので，非線型性が著しいが，それを非線型翼理論5）

と同様な考えで流場を解析することは，繁雑過ぎて，

実用に適さない．ここで採用する流体モデルは，プロ

ペラの定ピッチ非線型理論と同じ，簡略化したもので，

自由渦と束縛渦を，半径方向にも螺線方向にもピッチ

が一定の螺旋面上に分布させている．つまり，常螺旋

渦面の流場を扱うわけである．

２螺旋座標とGreen関数

風車の流場を数値計算する場合には，速度ポテンシ

ャルは原型のままの方が計算しやすいし，また，座標

系は，円柱座標でも螺旋座標でも，計算の手数に変わ

りはない．しかし，流場の特性を解析的に調べる場合

には，それを螺旋座標とGreen関数によって表わす

方が，原型のままで計算するよりも遥かに解析が容易

になる．後の解析の便宜のため，本節で，螺旋座標と

Green関数に関する事項をまとめて記載する．

曲線Ｃが一定角速度で回転しながら，定直線苑の

方向へ進むとき作る曲面を螺旋面という．その曲線ｃ

の方程式を苑＝/・(y)，螺旋面のピッチを２劫とする

と，この曲面を表わす方程式は

岬《州州~…‘｝《川ｙ＝γｃｏｓ６

ｚ＝γｓｉｎ６

である．特に，Ｃが直線で，それが苑軸と直交して

いるときできる曲面（/(γ)＝0）を常螺旋面という．

常螺旋面は極小曲面，したがって平均曲率は常に０で

ある．
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.Ｃ

Ｚ

ツ

図２常螺旋面

（2.1）でγ＝const・としたときできる曲線を常螺

線（helix）という．円柱上の測地線は常螺線になる．

動径ｒは常螺線の主法線であるから，常螺線の接線

と，その接点を通る動径を含む面は，常螺線の接触平

面である．一つの角がｅＩに等しい直角三角形を半径

γの直円柱に巻きつけ，角ｅＩの頂点を苑ｙｚ座標の点

(０，γ’０）にとり（図２参照)，ｅＩをはさむ斜辺でな

い一辺がｙｚ面上にある半径γの円に重なるように

するとき，斜辺の描く曲線は，方程式

〃＝６γｔａｎｅＩ，ｙ＝γｃｏｓ６，ｚ＝γｓｉｎ６

を満たすので，それは，ピッチが２元γｔａｎｅＩの常螺

線となる．

常螺線の接触平面が，螺線のまきつく円柱を切る断

面は楕円であり，その接点は，楕円の周の短軸上の点

であるから，常螺線の曲率は，この楕円の短軸上の曲

率に等しい．楕円の長半径をα，短半径をγとした

ときの短軸上の曲率半径ＩＣは

ＩＣ＝α2/γ （２．２）

である．図２を見ると明らかなように

α＝γｓｅｃｅＩ （２．３）

であるから，これを（２．２）に代入すると

γ

ＩＣ＝ ＣＯＳ２ｅＩ
γ(1＋ﾉu2）

ノリ２

〃＋γ２
－

γ
(２．４）

となる．

図３の点線は，Ｏを回転軸とする風車翼輪郭の正面

投影図である．Ａ，ＣとＢをそれぞれ翼輪郭および

縦軸と半径γの円との交点とする．横軸上，Ｏより〃

の距離にある点をＰ，さらにＰを通りＢＰに直交す

る直線が縦軸と交わる点をＱとすると

γ×ＢＱ＝ＢＰ２＝が＋γ２

であるから，（2.4）により，ＢＱ＝ｊｏとなる．したが

って，Ｂ点近傍の常螺線は，Ｑを中心とし，ＢＱを

半径とする円で近似的に表わされる．Ａ，Ｃより引い

た横軸に平行な線と，この常螺線との交点をそれぞれ

Ａ'，Ｃ’とすると，曲線Ａ'BC′は，翼素ＡＣの常螺

線への投影線で，この線の法線は，風車の回転軸と直

交する．このＡ'，Ｃ'に該当する点を，翼根より翼端

にわたって求め，それを結んだものが，翼輪郭の，定

ピッチ螺旋面への投影面，すなわち揚力面理論の場合

の基準面（圧力差を分布させる面）に該当する．流場

解析に揚力面理論を使う場合，或いはまた，風車翼を

実際に製作する場合などには，以上述べた螺旋面の図

形幾何の知識が必要になる．

円柱座標苑，γ’６と

A’

図３風車翼の螺旋面上への投影図
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(２．１１）

で＝β＋苑/〃

ぴ＝６－兆/ﾙ

ﾉu＝〃〃 ｝

又
一 一 一

港=三三ili
(２．５）

の関係にあるで，ぴ，〃をパラメタとして，３組の曲

面が与えられる．で＝const．およびぴ＝const・は互い

に逆にねじれた，ピッチが２元〃の螺旋面であり，こ

の二つの螺旋面の交線は一つの動径となる．〃＝const・

は苑軸を中心とする円柱面であるから，で，ぴ，似を

与えれば，これから，３個の曲面の交点として一点が

定まる．これは，ある種の曲線座標とみなすことがで

きるので，螺旋座標と呼ぶ（図４参照)．ただし，こ

の曲線座標は直交座標でないから，運算に際しては，

注意が必要である．

図

γ6６、１

察重訂…言去}い’
である．法線方向の微分演算は

発，βとで，ぴとは

苑＝〃(で一の/２

０＝(で＋の/２ ｝

品=幾基十察湯
ン

(２．６)‘

燕Ifiifi=fｉ
＝…･晶二sino1･湯

であるから，（2.8)，（2.9）を使うと

(2.10）

－－

R1rb， 洲
×

『．

烏=-ﾙｧ蒜{(叶去)器-(似-去腸｝工

４

(２．１２）

匙

となる．

Ｚ
が得られる．この式は，ぴ＝const・の螺旋面の法線方

向微分演算をび，ｚ･を介して行うときに用いる．

次に，〃＝const.，ぴ＝const・の螺線の線素片。ｓ

と庇との関係を調べてみる．図６を参照すると

。s＝伽coseceI＝伽1/'千-７ZZ面

＝湖seceI＝γ〃1/'千7ZZ面ﾉﾉα

である．上式右辺の１行目，２行目の相加平均をとる

と

図４螺旋座標

ｊ

紛
ａ
所

一
十

６
房
倍

試
走

一
一
一
一

６
｜
伽
ａ
研

図

６
師
６
師

１
－
２

１
－
２
＋

＋
６
府

６
両
〃
－
２

〃
’
２
一

一
一
・
一
一

６
肝
６
所 ｜

}

応=号,/"(州等)=号ｖｍＭ(２．７）

６

ま た は

8工

の関係がある．

ぴ＝const・の面に対する法線方向の微分は，次のよ

うにして行う．法線と苑軸に平行な線とのなす角を

e，とすると（図５参照）

(２．８）
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また，螺線に沿う微分演算は ６２６
(２．１３）

所一"'/了干7ZZ2所

是=裟晶十審湯

＝sino,多十c･So1希

－両÷7壷(烏+去晶）
となるので，（２．７）により

である．

螺旋の場を，尤軸を中心として，２岬元/jの角度だけ

回転しても，もとの場と全く変らないとき，それを対

称螺旋の場という．この対称螺旋の場におけるGreen

関数を求めてみる．無限領域のGreen関数を円柱座

標で表わしたものの一つに

１ １

Ｒ１／(苑一兆')2＋γ2＋γ'2-2γγ'ＣＯＳ(６－６'－２池元/ﾉ）

＝÷息に_‘……-…扇'‘'喝('〃)』ｗ''')伽'>′

がある6)．ただし，Ｌ‘，脇は変形Bessel関数である．（2.6）によって，これを螺旋座標に変換すると

１ １

(２．１４）

ＲA1／(て－で'一ぴ＋び')2/4＋ﾉ２２２＋似'2-2〃'ＣＯＳ{(で一で'＋ぴ一ｏ')/2-2加元/ﾉ｝

＝紬_に.f‘"鵜…'"－，…-｡〃…篇'川|似)K鯛(川棚ル似（215）
である．

対称なノ枚の螺旋面の間の場が相似である場合のGreen関数は（２．１５）の郷について，０よりノー１まで総

和したもので表わされる．

。‘…雲(:鰯(に仙叩……’
ノー１

（２．１６）
鯛＝０

の公式があるから，

器=念皇に..‘…"-雷鋤''一瀧"-‘…''，Ⅷ‘Ｍ鵬('ﾉｗﾉ',〆>似 (２．１７）

となる．この式のル，スの代りに－た，一スとおくと，指数関数の変数の符号が変るだけで，他は全く同形の式が

得られる．それと上式との相加平均をとると

器=念創二cos÷{(柵)(茜-で')-(ｽー卿(‘-‘'川叩Ｍ'い')岬'>似 (２．１８）

が得られる．（2.17)，（2.18）は対称螺旋の場におけるGreen関数である．ただし，それは対称螺旋の場に使いや

すい，という意味で，場が螺旋状にねじれたものという意味ではない．

３速度ポテンシャル

風車の回転軸を苑軸とする．一様流が，妬軸の正の方向に，速度Ｖで流れ，風車は苑軸の負の向きに，一定

角速度‘ｇで回転しているものとする．

翼厚を無視すると，翼は渦面だけで表わすことができる．これを束縛渦という．序論に述べたように，束縛渦と，

これに随伴する自由渦とを，一定ピッチ（2元"）の同一の螺旋面上におくことにし，その循環密度をγとすると，

速度場はこの螺旋面上にI:典γ“ポﾃﾝｼｬﾙ飛躍がある外は,至る処連続である風車翼とともに回転する
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座標系では，流場は定常であるから，その速度ポテンシャルのは

．(…１－韻〔:"脇w蕊_燕ｗｗ,-2…(,_"-2伽‘)ぬ1:１，Ｗ（M）
１

のように表わされる7)．ただし，（苑，γ’６）は任意点の座標，（苑'，γ'’６'）は渦面上の点の座標である．風車翼は

対称で，ノは翼数，妬，’'ｂはそれぞれ，翼端および翼根の半径を意味する．ｓは螺線に沿ってはかった長さ，ｓ１は

翼前縁のｓ座標，６/a"〃は螺旋面に対する法線微分である．渦の上下面については，翼の負圧側を上面，正圧側

を下面と呼ぶことにし，法線〃'′は，渦面の下より上に向う方向を正とする．これは，揚力面理論の慣習に従って

いるわけで，正常作動状態における揚力の方向を，〃〃の正の方向と定める．

I:,γ‘isは，点の循環であるから

Ｉ:』柚=聯の‘=r(s,,） （３．２）

である．ただし，の秘，のｚは渦面の上下における速度ポテンシャルとする．この式より，

γ=禁-梁

である．束縛渦の外では，（3.3）の右辺は零であるから，γは翼面の外ではＯになる．

（3.1）のｓ'，ｓ'′の積分順序を交換し，γが翼面の外でＯになることを考慮すると，

１

｡(鶏',')=鵠"'1::'Wにて異Ｗ_州州噸-2",cos('_‘,_伽/‘）
となる．ここで，円柱座標を螺旋座標に変えると

此叩)=圭訓"I:ｉｒ,/耐ぬ'に湯告〃

｡S''

(３．３）

(３．４）

(３．５）

となる．ただし，

１ １
（３．６）

Ｒ〃1／(て－Ｔ'一ぴ＋び')2/4＋ﾉα2＋ﾉ〔z'2-2〃'ＣＯＳ{(ｒ－Ｚｖ'十ぴ－び')/２－伽7r/ﾉ｝

である．（3.5）の６/6"'′は（2.11）の６/6z･’６/6ぴをそれぞれ６/6T'’６/伽'で置き換え，ノｕをﾉu′とした演算

を意味し，またｓ２は翼後縁のｓ座標である．

さらに，積分変数Ｔ′をＴ－で'＝ｒ－Ｔ'によってｒに変えると

の(で，ぴ， 似)=緒脆"I::γ'/、扇伽'に糸売〃
となる．この式の６/6"'は６/伽''の中の６/0T'を６/or'で置き換えた演算を意味する．

(a7)の葛告にGreen関数(2ﾕ8)を適用し,Ｔに関する積分を行なうと
の＝のⅡ＋のＩ

の皿=一点I;:〃I::γ応'蝋誠..些ﾘi手;婆cos芸{(柵)(憲一で'）
－(ｽーﾉﾉｾ)(ぴ－び')}Iijt(|ス|ノリ<)Ｋ』た(|ス|吟)凧

の!=一念I;:〃I:iγ伽'菖柵ｗ)Ｍ"<)Ki蝿(脇ﾙ)sin’胸(‘-｡'）

となる．ただし，陽〃〈はそれぞれｊｕ，ノu′のうち，大なる方および小なる方を意味する．

(３．７）

(３．８）

(３．９）
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鵬ずこ‘箸羊;'''Ｍ="(-"）
の公式を用いて，ｚ･－で'→＋｡ｃにおけるのⅡを求めると，それはのＩに等しくなる．したがって，無限後方の速度

ポテンシャルの｡。は，

（３．１０）の｡｡＝limのⅡ＋の,＝2のＩ
ｒ－ｒﾉ→＋“

となる．

４守屋の定理8)と螺旋渦のピッチ

(3.7）に（2.13）の演算を行って，螺線方向の誘導速度６の/6ｓを求めると，渦面上では

卿‐全｡祭=4滝ﾌ十手示葛I;:〃I::γ,/而図晶売|‘_‘,州昔 (４．１）

である．ぴ＝ぴ′にγの大きさの飛躍があることは，ポテンシャル論で知られる通りである．”/6ｓのこの性質は，

(3.3）に示したように，束縛渦に基づくものである．螺線方向流速の，渦上下面平均値虎は，（4.1）の右辺第１項

に等しく，

’=4両ﾌ十手示訓:"I:ｉｒｙ而晶告|…,‘‘s‘ （４．２）

で与えられる．（3.9）ののＩにはでが含まれないから，〃に寄与するのはのnだけである．のⅡをｓで微分して

〃を求めると

”=4洲売７赤I::"I::γ‘s'皇に"(〆Ｈｗ)sin÷(入+伽-で'川(ＭｊｗＭ
（４．３）

となる．この式は，（4.2）の１/Ｒに（2.18）のGreen関数を代入しても得られる．

揚力線理論の流体モデルは，ぴ＝び′の面上に分布する束縛渦を一つの動径上に集め，これを一本の渦糸で表わし

たものである（風車全体ではノ本となる)．その渦糸の位置をで’とすると，

〃| 薦_で,＝０（４．４）

である．

次に，螺旋面上の法線方向の誘導速度（吹上げという）を求めると，

”＝6の/ 6" '｡ =｡ ,＝”Ⅱ＋”【（４．５）

”m=禁|‘_‘,=4洲妾而I::‘''1::γ‘‘創二帆-‘1Ｗ)("-州ス＋肋

×sin-告(ﾉ'+卿(で-で')ｗ'似＜)2Ｗ'ﾙ)dス（4.6）

”!=穀|…,=2燕"ｱﾘ;而腕〃I::油'菖偽'(似'+去沖十壱)4順卿山(岬>）（47）

である．

揚力線の場合には，（4.6）より

”Ⅱ|r=雷'＝ｏ

であるから，（3.10）を参照すると

(４．８）

”'…-"‘=÷祭|…，（49）
となる．

したがって，（4.9）は後述のＭｕｎｋの定理Ⅲを表

わし，また（4.4）はプロペラ理論の守屋に定理に対
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ｗ*＝1／(V千両")2＋γ2(ｐ＋”‘/γ)２

＝(ｖ柵α)1/I~平7Ｚｒ面

応する・守屋の定理を具体的に述べると

「対称風車の場合，揚力線の束縛渦の位置における，

自由渦の誘導速度には，螺線に沿う方向の成分は存在

しない.」

この定理は，Ｍｕｎｋの定理9）とともに，揚力線理論

および定ピッチ非線型理論の根幹となる重要定理であ

る．

非線型翼理論は，自由渦がそれの誘導束度によって

変形を受けることの効果を計算に入れるものであるが，

これを正確に計算することは繁雑である．定ピッチ非

線型理論は，要点だけを取り上げて，最も単純化を計

ったもので，揚力線の束縛渦の位置における誘導速度

の，半径方向平均値をもって，自由渦の流される量と

する．

Ｍｕｎｋの定理Ⅲと，守屋の定理によると，揚力線の，

束縛渦の位置における，軸方向流速２０α，回転方向流

速”‘は

"淵鰯一淵'－１川”‘=器|割=÷詩|…，
で与えられる．この”α,”‘/γの半径方向の平均値を

〃α，”‘/γで表わし，

である．定ピッチ非線型理論では，風車の翼素への流

入速度はＷ＊であると仮定する．守屋の定理による

と，”αと”6の合成流速はz《ﾉＩで，それはＷ＊と直

交するから，

Ｗ*＝Ｗｃｏｓ(e-eI）（4.13）

の関係がある．

５エネルギー定理

風車翼が単位時間に流体に与える仕事と，単位時間

に後方に流れ去る流体の運動エネルギー，つまり損失

エネルギーとは等しい，という一般的定理を，速度ポ

テンシャルの表示式を使って示してみる．この運算結

果は，次節に述べるＭｕｎｋの定理とともに，風車の

最適設計理論の基礎になるものである．

｝

崎
一
》

一
一〃 (4.11） ＢＡ

図 ８
の２元倍をもって，螺旋渦のピッチと定める．これが

定ピッチ非線型理論の根本仮定である．

図７より 損失エネルギーは，風車の後方，遠く離れたところ

の二つの平行な平面ＡおよびＢ（図８参照）の間の

流体の運動エネルギーを計算すれば，求められる．Ａ，

Ｂ面の間隔を，螺旋面のピッチ２元〃にとり，この間

の全領域の運動エネルギーを４Ｅとする．仮に，Ａ，

Ｂ面が空間に固定しているとして，螺旋渦が，Ａよ

りＢに移るまでの時間を血とすると，４Ｅ/4＃は，

単位時間に後方に流れ去るエネルギー，つまり損失エ

ネルギーに該当する．Ｖ*＝Ｖ＋〃α，‘g*＝‘ｐ＋”‘/γと

書くと，Ａ面上にある螺旋渦が，Ｂ面の位置に移る

までの時間は

２勅/Ｖ*＝2元/‘g＊ （５．１）

である．したがって，損失エネルギーＥ′は

７ E‘=芸･皿

(4.12）

Ｗ＝1／Ｖ２＋‘92γ２

(５．２）
図
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である．したがって，損失エネルギーＥ′は

Ｅ'=一半I:Ｉｗ而禁|…,〃

＝-,｡肌峨γＭ‘Ｍ手7"!ｄ’
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(５．４）

である．これらを（5.4）に使う．対称螺旋の場であ

るから，（5.4）は，一つの螺旋面上の積分をノ倍した

もので表わすことができる．したがって

である．

面Ａ，Ｂ間の運動エネルギーは

雌刑{(謝十(謡)，+(筈)'}〃

＝号仙漂‘'Ｓ（53）
ルー部:jrw'J窒衿|…,‘，

と書かれる．（2.12）によって，伽の積分を庇の積

分に変えるとである．この場合の面積分の領域は，Ａ面，Ｂ面の

全体と，ポテンシャルの不連続となる面，つまり自由

渦の分布する螺旋面の両側にわたる．〃はその境界面

における外向き法線である．Ａ面とＢ面の対応する

点では，のは等しいが，６の/伽は絶対値が等しく，

反符号となるので，互いに消し合って０となり，結局

，螺旋面の両側の積分だけが残る．よって

ルー等I:ｒｗ叩"に鶏|…,ｄ”
となる．（4.7）と（4.9）を参照すると，６の.｡/6〃|･=｡'

はγだけの関数となっているので，での積分は，そ

のまま行うことができて，ｒＢ－ｚ．Ａとなる．で４，でＢ

はび＝Ｏの螺線上の点であるから，それらは妬と，

で＝2打/〃の関係にある．よって

Ｓ
，
α

鮮
肌
揃

腿
の
函
Ｂ
４

の
琴
Ｓ
８

Ｂ
Ａ
Ｆ
Ｉ
Ｉ
Ｊ

８
８
γ

ｒ
ｌ
Ｉ
Ｊ
面
α

〃
殉
巧

Ｏ
ｂ
ｒ
０
ｌ
Ｊ

則
損

ｏ
Ｉ
－
２
＋

Ｅ４
４

９

となる．（4.7）を使うと

で与えられる．ただし，犯泌，”ｚは螺旋渦の上下面に

おける，流体領域の外向法線である．これは第３節で

定義した渦面の法線〃と

－６の｡｡/6"私＝6の../伽z＝6の｡./6〃（５．５）

の関係にある．また，の｡.,‘，の..ｚは，（3.2）より

の-鯵=-の-‘=告I:iγ伽=告r('）“

(５．７）

(5.10）

(5.11）

Ｅ'=-幾億‘’1::ｒＭ曲I;:‘'1::r(ｓ',仙負"(〆+去沖十壱)4臓伽Ｍ‘ﾙ）
のように表わされる．

ところで，翼の上下面の圧力差を４ｐとすると，風車翼が，単位時間に，流体に与える仕事Ｐは

Ｐ=-葛Ｍ::〃謡|…,曲
である．Kutta-Joukowskiの定理によると

〃＝,ｏＷ*γ＝ＩＣγV*1/'千7ZZ画

であるから，（4.5）の記法を使うと

Ｐ=-1.噸I::,/而"I:iγ("､+"!)ｄ．
と書かれる．これに（4.6）を代入すると

Ｐ‘=-,.噌I::γ師"I:iγ"､血

(５．８）

(５．９）
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(5.16）

=-鴇ル而"I::γ伽僻”〃I::γ〃

×‘劃二(似'Ｈｗ)(ル州ス＋脱 sin-÷(柵)(で-州(MKi態('叩>Ⅷ (5.12）

が，別に加わってくる．上記の証明で，これが落ちて

いる理由は，流体モデルが，力学的条件を完全に満足

していない処にあり，問題しとて残るわけであるが，

他の項が，撹乱流の２次のorderであるのに対し，

これは３次であるから，線型理論では省略される'0)．

このように，定ピッチ非線型理論では，概して，線型

理論に近い操作が行われることは，理解しておく必要

がある．

と書かれる．この式で，Ｚ．，γとで'，γ'の積分順序を交換し，また，で，γとで'，γ’の記号を交換すると，全く同

形で，符号のみが異なる式となるから，

ＰⅡ＝０ （5.13）

でなければならない．上の計算の途中，γ′の積分は，γ'＝γを境として，γ'＜γとγ'＞γの積分区間で，ＩｊｌｔとＫ』ん

が入れ代る．したがって，γとγ′の積分順序の交換に際しては，Dirichlet変換を利用する必要がある．結局，

(5.11）は

Ｐ=－，｡"脚而ｄ'1::γ"‘ぬ （5.14）

となる．（4.7）を代入すると

Ｐ=-鴇I::‘'1::γ応I::"I::'Ｗ負偽'(〆十会ル+告)4鵬伽K州>）（5ﾕ5）

６Ｍｕｎｋの定理9》（変位定理）

Ｍｕｎｋの三つの定理は，直進定常翼に関するもので，

翼の損失エネルギーと関連のある無限後方の流れを，

揚力線位置の流れと関係づけるのが，その内容である．

これを変位定理と呼ぶが，それは無限後方の流れを，

翼位置の流れに移して考えることができるという意味

で，舶用プロペラでは，最適設計理論の基礎となる重

要定理である．風車の場合も同様で，この定理は，最

適設計理論に欠かせない．この三つの定理を，風車の

場合に当てはめて，記述すると，

定理Ｉ風車の損失エネギルーは，揚力要素を前後

に移動しても変らない．

定理Ⅱ２点の束縛渦が互いに影響してひ起こす損

失エネルギーは，互いに打消す．

定理Ⅲ対称風車の場合，揚力要素を螺線に沿って

前後に移動して，回転軸と直交する一平面

上に集めて，揚力線を作ったとき，揚力線

上の吹き上げは，無限後方の螺旋面上の吹

き上げの1/2に等しい．

である．

（5.6）を使うと，（5.8）の損失エネルギーの表示式

は

となる．（5.14）は（5.7）と，また（5.15）は（5.8）

と一致する．よって

１０

E'=-号淵篤:川"I::Ⅳ)"畠偽‘(〆+去沖+会)4順仰ぐ)仙吟）

が確かめられた．

Ｅｕlerの運動方程式から，直接エネルギー定理を導

くと，検査面に対して，流体が単位時間になす仕事

妬〃
ｒ
ｌ
Ｊ

ｒ
ｌ
Ｊ

(６．１）

と書かれる．したがって，損失エネルギーは，翼素の

全循環］~'(γ）のみに依存し，揚力要素の螺線に沿う

分布状態には関係しない．つまり，定理Ｉは，（6.1）

を言葉で表わしたものである．
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（5.16）によると，損失エネルギーは，風車が，単

位時間に流体から受ける仕事Ｐに等しい．そのＰの

原型は（5.11）で，二つの部分に分けてあるが，その

中で，局所的撹乱の含まれる項は，（5.12）に示すＰⅡ

である．したがって，束縛渦のような，及ぶ範囲が局

所的なものの影響はＰｎの中にだけ存在する．その項

が０になるという（5.13）で，定理Ⅱは証明されたこ

とになる．

翼が対称でない場合でも，（5.12）から（5.13）を導

いたのに近い方法で，Ｐ､＝０を証明することができる．

要するに，定理Ｉと定理Ⅱは，損失エネルギーに関す

ることであるから，風車が対称でない場合でも成立つ．

定理Ⅲの証明は，すでに第４節に記載した．（4.8)，

(4.9）がそれである．定理ＩおよびⅡは直進翼のもの

と，内容に変りはないが，定理Ⅲは，直進翼のものに

比べると，かなりの制約が附加されている．しかし，

実際問題では，風車翼を非対称にすることは少いし，

また，理論として必要なものは，ほとんど渦面上の吹

き上げに限られるから，直進翼の定理Ⅲと同じように

利用することができる．

７三つの境界値問題

筆者は，かつてプロペラの単独性能を考察する際，

課題を，Prandtlの「翼理論における三つの境界値問

題｣'0）に沿って分類するのがよい，という提案をした

が2)，風車の場合にも同じことが云える．その三つの

問題を，風車について述べると

第一の問題：ある作動状態において，与えられた循

環分布を得るためには，風車翼の展開

面形状および取付角の分布をいかにす

べきか．

第二の問題：風車の半径，翼数，作動状態および吸

収馬力が与えられた場合，抵抗馬力が

極小になる循環分布を見出すこと．

第三の問題：風車翼の展開面形状，取付角分布およ

び作動状態が与えられたとき，循環分

布（揚力面理論では，循環密度）を見

出すこと．

である．

第一，第二の問題は，最適設計理論そのものであり，

第三の問題は，性能計算法の開発につながる．もとも

と，この三つの問題は，揚力線理論を前提にしている

ようなものであるから，舶用プロペラのように，展開

面形の縦横比が小さく，揚力面理論でないと，充分な

精度の得られないものに対しては，問題の分類法が，

すでに時代に合わない処がある．舶用プロペラでは，

揚力面理論による性能計算法が進展し，そのために作

られた計算プログラムで，最適設計をしてしまおうと

いう兆が見える．その理由は，計算技術が発達したと

いうことだけではない．最近のプロペラ設計では，最

良効率だけが命題ではなく，キャピテーション，振動，

騒音の防止といった，環境保護につながる事項が設計

条件に附加され，問題を複雑にしていることも，一つ

の要因だろう．舶用プロペラのこうした問題の多くは，

経験によって得られた知識に基づくものであるから，

製作，設置のまだ少い風車では，将来への見通しの参

考にする程度にとどめて，当分は，上記三つで，問題

の処理を心掛けるのがよいだろう．それに，高速風車

で，効率のよいものは，展開面形の縦横比が大きいの

で，概して，揚力線理論の計算で，充分の精度が得ら

れるはずである．

次節以下は，三つの境界値問題に沿って解析を行っ

たもので，第８節が第二の問題，第９節が第二と，第

一の問題，第10節と第11節が第三の問題，に対する解

答である．

８エネルギー損失極小の条件

これまでの記述とのつながりの上からは，（5.9）を

使って，解析を始めるのが本筋と思われるが，本節で

は，Ｍｕｎｋの定理を出発点として，エネルギー損失極

小の条件を導く．多分，Ｍｕｎｋの定理の意義を知る助

けとなるだろう．

Ｄ，Ｑをそれぞれ，風車の抵抗およびトルクとする

と，ｖＤは風車が単位時間に流体に与える仕事（抵抗

馬力)，‘ｇＱは風車が単位時間に流体より吸収する仕

事（吸収馬力）であるから，損失エネルギーは，その

差

E'＝ｙＤ－‘gＱ (８．１）

で与えられる．Ｍｕｎｋの定理Ｉ，Ⅱによると，損失エ

ネルギーは,翼素の全循環,すなわち揚力線を使って計

算することができる．具体的には，Kutta-Jukowski

の定理を使って，翼素の抵抗成分および接線力成分を，

それぞれICZ~，(γ)(‘gγ＋”‘)，ｊor，(γ)(Ｖ＋”α）のよう

に表わしてよい，ということである．したがって，

(8.1）は



‘ｇ＋”6/γ

1２

であるから，これを（8.4）に適用すると

ルーＷ(Ｖ一加*）または”*＝Ｖ(た－１)/ル（８．６）

が得られる．ルは常数であるから，”*，すなわち

(Ｖ一”*)/‘ｐは一定である．定ピッチ非線型理論では，

"αおよび”‘/γの半径方向の平均値を作って，２元(Ｖ

＋"α)/(‘ｇ＋z0t/γ)を螺旋渦のピッチとしたが，エネル

ギー損失極小のときは，そのような操作をしなくても，

螺旋渦は，自然に定ピッチ螺旋面，すなわち常螺旋面

になることを，（8.5）は示している．第２節で述べた

様に，常螺旋面は極小曲面であるから，次のように云

うことができる．「自由渦螺旋面が極小曲面になると

き，エネルギー損失も極小になる.」

図７より

であるから，Ｂｅｔｚの条件11)と同じで，「一定ピッチの

自由渦の全螺旋面が，剛体のように，免軸の負の方向

に，一定速度”＊で，進行するとき生じる，面に垂直

な分速度に相当して，吹き上げが分布される場合，エ

ネルギー損失は極小となる.」前記のものが幾何学的

条件，それに対し，これは運動学的条件である．

渦の進行方向が，プロペラとは逆になるが，自由渦

の回転の向きも逆になるので，流場としては，両者全

く相似と考えることができる．したがって，エネルギ

ー損失極小の循環分布には，Goldstein'2）の解が使え

る．

Ｅ'=,｡"I:r('仙十"‘)〃

一叩I:Ⅳ)(v+".” （８．２）

のように表わされる．この式は，定理Ⅱを使うと，

(5.11）からも導くことができる2)．計算過程はその方

が明Ｉ決である．

ここで,｢第二の問題」を考えてみる．それは,(8.2）

の右辺第２項を一定に保ちながら，エネルギー損失

E’を極小にすることであるから，変分問題の解法を

使うと，Ｅ’を極小にする条件は，（8.2）により

！｡'1$:{叩'+"順)-脚(v+"")}６Ｍ=０
（８．３）

から導かれる．ただし，虎はLagrangeの常数である．

6ｒは任意にとることができるから，（8.3）の６rTの

係数関数は０でなければならない．したがって，常数

ルは

９最適設計の理論

最適設計の理論には二つの段階がある．第一の段階

は，「第二の問題」に対する解を得ること，第二の段

階は，その解を満たすように，「第一の問題」を解く

ことである．

先づ，「第二の問題」であるが，プロペラ理論では

直接，解を計算することはしない．予じめ,Goldstein

の分布関数を，螺旋渦のピッチ比をパラメタにして，

図表化しておき'3)注)，それを使って，ある設計条件

に適合する，エネルギー損失極小の循環分布を求める，

という方法をとる．以下では，この線に沿った，問題

の解き方を説明する．

先づ，無限翼数のときのエネルギー損失極小の循環

分布を求めておく．無限翼数のとき，”α，”‘は

偽=器瑞一帯皇

となる．図７を参照すると

Ｖ＋”α一Ｖ－”＊または
‘ｇγ＋”６‘ｇγ

(８．４）

である．この式のＦｆ.･は，エネルギー損失極小にお

ける，無限翼数の循環を意味する．図７と（2.9）を

参考にして，上式より刀f､。を求めると

(８．７）

Ｖ一”＊

丁

（８．５）

Ｖ＋”ａ

注）文献１３）には，ノー３，４，５，６，１/え｡f＝1.5～

６．０におけるGoldsteinfunctionが図示され

ている。ノー２の場合は文献12）にある。

＝2”I＝－２”＊ｃｏｓｅＩ
グー・ノ

２(た言1)vcose！＝一

肌
一
伽

鹿児島大学工学部研究報告第23号（1981）

”｡－鴬,‘'‘=器（9.'）

である'4)．これを（8.5）の”“と”‘に代入すると

Ｖ－ﾉｒｆ｡｡/(4元"）－Ｖ一”＊
刀γ＋ﾉＦｆ｡｡/(4元γ）‘gγ

である．これはプロペラの場合と全く同じ分布形であ

ノ２２２
－

１＋ｊａ２

ﾉｒｉｏｏ－４元〃＊
Ｗｂ Ｗ２ｏ

(９．２）
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る．

ここで，有限翼数にもどって，解析を続ける.(8.7）

の左辺の６/伽の演算に（2.11）を適用し，の｡｡がぴ

だけの関数であることを考慮すると

6の｡。 １/１＋似２６の｡。一

－_ー

6匁’。=｡’ ノ刀ｒ‐両１°=｡'

２”*〃

＝－２”＊ｃｏｓｅＩ＝－１／１＋ｊｕ２

と書かれる．２"*ルー１と置いて，整理すると

静|…,=鈴 (９．３）

となる．無限後方の流場の｡・は，螺線方向には変化が

ないので，似，ぴだけの関数で表わされる．変数をノu，

ぴだけにして，Laplaceの方程式を書くと

（!"品)，｡.+('+鰹圃)鵜=０（Ｍ）
であるが，の.･はこの方程式を満足するはずである．

したがって，（9.3）を境界条件とする，微分方程式

(9.4）の，ぴ＝び′における解を求めると，それが，エ

ネルギー損失極小の循環分布の1/2に対応する（(5.6）

参照)．境界条件（9.3）は，プロペラの場合と全く同

形で，符号だけが逆になっている．しばしば述べてき

たように，プロペラと風車の作動が，互いに逆の関係

にあるためである．したがって，循環分布は，絶対値

等しく，互いに反符号となる．

プロペラ理論では，エネルギー損失極小の場合の循

環分布で，有限翼数のものと，無限翼数のものとの比

施＝Z~，f/１７ｔ｡。 （９．５）

によって定義される紀の図表を作り，Goldsteinfunc‐

tionと呼んで，最適設計に利用する．上記の解析によ

り，それらは，そのまま風車の最適設計にも利用でき

ることは明らかである．

Goldsteinfunctionは螺旋渦のピッチ比をパラメタ

とするものであるが，最適設計に当たって，最初，そ

のピッチ比は未知量である．プロペラでは，それを求

めるのに便利な図表が，Ｋｍｍｅｒ'5）によって作られて

いる．それと同じことを，風車の場合で，考えてみる．

（8.4）より

た‘gγ(Ｖ＋”α)Z~'j＝ｖ(‘gγ＋zりL)Z~，ｉ

である．これの両辺を，γで幼より姉まで積分す

ろと

ル』pQf＝ＶＤｆ （９．６）

であるから，１/ルはエネルギー損失極小の風車の効率

恥を意味する．ただし，Ｑｊ，Ｄｆは，最良効率におけ

る風車のトルクおよび抵抗である．

ｉ訓織､息堀観/似}(卯）
と書くと，（8.4）より

１/豹＝ﾉＷｆ＝ｽ0/ｽ0ｔ（９．８）

である．

ここで，風車の，最良効率のときの抵抗係数Ｃ"f，

パワー係数Ｃｐｉを，それぞれ

８Ｄｆ

ｃ"‘＝元FjVniC27F，
８‘j2Qf

Cp‘＝元I5V3(2,℃)２ (９．９）

のように定義すると，Ｃ"j，Ｃｐｆはス０とノ(0ｚの関数

であるが，（9.8）により，入０と恥の関数と考えても

よい．したがって，Goldsteinの解を使うと，Ｃａｏｆ－恥

一ｽ０，Ｃｚ,ｆ－恥一入０の関係を図表に表わすことができ

る．プロペラの場合のそれが，Ｋｒａｍｅｒの図表である．

風車の吸収馬力および作動状態が与えられたとする

と，Ｋｒａｍｅｒ相当図より恥が求められ，それを使う

と，（9.8）により，螺旋渦のピッチ比に対応するス0ｔ

が，また（8.6）より”＊が定まる．Goldsteinfunc‐

tionにはﾉICZをパラメタとして図表にされているので，

直ちににを読みとることができる．また，スOf，”＊が

わかっているので，（9.2）により，Ｚ~'fooが求められ，

肺r，io｡＝Z~，ｉによって，刀ｆが算出される．以上が第一

の段階である．

次が，第二の段階で，「第一の問題」を解くことで

ある．翼弦長が２ｃの翼素に，Kutta-Joukowskiの

定理を適用すると，零揚力角から測った迎角α＊に対

し

ｌｏＷ*ｒｉ＝2元α*joW*2ｃ

である．（4.13）により，Ｗ*＝〃としても大差ない．

Ｗ＝‘gγ1／１＋ス２であるから，

2cα＊

ソ'０

Z~'2

一元苅湖1/丁干WﾉＰ
(9.10）

と書かれる．この式によって，翼素の迎角と翼弦長の

積が定まる．揚抗比が最大になる迎角を，翼素の迎角



１０のⅡ
sin(eI-eo)＝一一一

Ｗ＊伽０

1４

(１０．８）

に選ぶと，翼弦長２ｃが決まる．

回転面に対する翼の取付角をβ，エネルギー損失極

小のときのｅＩをｅｆと書くと，

β＝ej-α＊ （9.11）

である（図７参照)．（9.7）により，ｅｆ＝tan-1ｽf，スｊ

はすでに求められているので，迎角が定まれば，取付

角も決まる．これで，「第一の問題」が解かれた．

プロペラと風車では，”α，”‘の方向が互いに逆で

あるから，プロペラの推力係数，パワー係数と，風車

の抵抗係数，パワー係数とは，表示式も数値も異なる．

したがって，Ｋｒａｍｅｒ相当図は，風車用のものを作

製する必要がある．また，Goldsteinfunctionで，す

でに図表にされているもの以外の値が必要なとき，Ｆｆ

の算出法としては，Goldsteinの方法より，第11節の

（11.13）と（9.3）とより，積分方程式を作り，それ

を計算する方が有利だろう．

が得られる．一般に，eI-eO，ｅ－ｅＩは小さいので，

２次以上の項を省略しても大差ない．そのときは

Ｔ
Ｔ
ｌ
ｌ
璽
夢
十
二
１
１
１

1，
-1r8９

膳一一、ア十?A)ｔ一一討

図 ９

型旦（１０．６）
伽０

１

(伽"‘)器一(v+"･)=耐

である．これののを，第３節に示したのＩとの、に

分けると

（伽"‘)瑞一(v+".)=讐一蒜衿
（１０．３）

と書かれる．平均矢高線の接線が，回転面となす角を

ｅｏとすると（図９参照)，

６ﾉﾗ/(γ66)＝ｔａｎｅｏ （１０．４）

となる．

ｃｏｓｅＩ＝(幻γ＋”6)／Ｗ*，ｓｉｎｅＩ＝(Ｖ＋”")/Ｗ＊
（１０．７）

であるから，（10.6）の両辺にcoseo/Ｗ＊を乗じ，

(10.4）を使って，整理すると

１０境界条件と揚力面の積分方程式

半径位置γの翼素の平均矢高面形状が，妬，@の関

数として

妬＝ /( ６，γ）（１０．１）

で与えられるものとすると，翼面の境界条件は

鹿児島大学工学部研究報告第２３号（1981）

が得られる．これが風車翼面上における境界条件であ

る．ただし，この式の”Ｉは，ピッチが２元〃の螺旋

面の法線で，Ｗ＊と直交する．

（10.9）右辺の大括弧内を具体的に書いたのが，（4.

6)，（4.7）である．（2.12）を使って，翼面に沿う積

分を，似'，で’の積分で表わすと

(１０．５）

ａ/･－Ｖ＋6の/6％
殉万一‘gγ＋6の/(γ06）

(１０．２）
１６の,，

ｅｌ一eO＝一而諏丁

。-倉!=-総一声器
としいてよいから，この二式を辺々加えると

。-｡．=-赤除÷器〕…，

である．ただし，で,，で２は，翼の前後縁ので座標と

(10.10）

(１０．９）

であるから（図９参照)，（10.3）の右辺は

である．これを使うと

_Ｌｃｏｓ鋤晶_sin｡｡我伽０

＝c･so｡(晶一蒜希） 僻'1::｡s'=割::γ叩〃I::〃
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する．これを使うと，（4.6)，（4.7）は，

禁|…,=雨鈴I::"にγγ師峨創二-L幽二塑哩(９１二剛ス＋ノル

×sin÷(州(で-藤‘)ｗいく)Ｍｗ！ス

鴇|…， 4露右扇I;:"I::γγ耐"急が(附会ﾙ+会抑(伽州伽
と書かれる．

これらを（10.9）に代入すると

．-倉‘=制:"I::γK(芋;川')〃
の形のγい，で）に関する積分方程式が得られる．これの核関数Ｋは

Ⅲ(剛;州)=-綜幕皇歩二Lgz三岨(叶処､(柵)'Ⅷ似雲)'ｗ'らⅧス＋ﾉル

-:黒雲;員"(〆+古)(附会)4‘伽K蝿伽

1５

(10.11）

(10.12）

(10.13）

(10.14）

であって，（1＋ﾉｕ２)Ｋは，似，〆に関して対称となる．この核関数は，プロペラの場合と全く同形である．風車で

は，プロペラの場合に対し，６/伽''６/伽ともに逆符号，この二つがかかって，正号となるからである．

核関数（10.14）は，そのままの形では，数値計算がむつかしいので，実際の計算には，速度ポテンシャル（3.7）

を法線方向に微分して求めた吹き上げ”を使うのがよい．プロペラの場合と全く同形なので3)，結果だけ記すと

K岬,似')－需宰云圃員而干I顧器篭誤認鵠洲‘,．

‐皿z2I呈土幽罵に-{膜十州噛-2"℃｡s('-2郷洲‘'，
tsin(ノー加元/ﾉ）

〃 (10.15）

である．この関数には，ノu＝似'に２位の極があるので，

(10.13）は発散積分となるが，揚力面理論でよく知ら

れているように,有限部分をとる．積分方程式(10.13）

は，すでに数値的に解かれていて'6)，計算プログラム

で，公表されたものもあるから，それを利用すれば，

γの分布形を求めることは容易である．その結果を積

分すれば，風車の抵抗係数，パワー係数を算出するこ

とができる．

１１揚力線の積分方程式

Ｍｕｎｋの定理Ⅲを使うと，揚力線の積分方程式は，

いとも簡単に導かれる．その呆気無さは，第９節の後

半でも見ることができる．（9.11）には，Ｍｕｎｋの定

理が，暗黙のうちに，使われているわけである．しか

し，本節では，それをしないで，揚力面理論から揚力

線の方程式を導くことを，少し丹念に行ってみる．こ

れにはそれなりの理由がある．舶用プロペラの最適設

計の揚力線理論では，（9.11）に対し，揚力面補正項

を添えたものが一般化している．その理論を理解し，

また翼の縦横比の大きい風車への対応策を考えておく

意味もあって，以下のような，複雑な計算を記載する

わけである．

先づ，揚力面の積分方程式の核関数（10.15）の形

を変えることから始める．

瀧鴬仙岬’
(１１．１）

である．そして
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os9p十siｎ
坐i誉i旦L品[-仙叩')+(伽Ｂ(ひB(ひ,〆)･R

念=品院吾瞬倫+記三両}］

ﾜ)(/２－ﾉｕＣＯｓＰ）

]’
であるから，（10.15）は

Ⅸ州〆)=-壷,/悪葛品[-畑仰州〆…'鯉+迦辿二幽型塗L］Ｂ(ひ，ノヒz')･尺

‐皿器土幽葛紬sin‘銅[告f綜紺蚕十即論}]‘‘
と書かれる．ただし，ひれ＝Ｕ－２ｿ卯冗/ﾉ，/m＝ノー2"z元/ノである．

沙，/の小さな値に対して

(１１．２）

(１１．３）

美１重鯛熱学｜
Ⅲ岬,〆)－余,/需晶辿号こどL麦,/需紙"鋤迦髪二堅L‘’

‐念,/需綿-州''州似'器鵠､'燕)ｗ‘℃｡s'"）
‐型芸こどL}-14皿呈芸幽晶I:…嘱塑些滞滞迦{志

＋師三両}-2鍔蒜糾i‘-と亜呈三二幽品鯛幽芳綜蓋型璽J{志

十師三面}｡’
と書くと，Ｋのり＝Ｏにおける特異性は，（11.5）の右辺第１項，第２項に取り出され，第３項以下には，それが

ない．ｅは正の小さい数で，これを有限にとったのは，積分方程式（10.13）で，発散積分の有限部分をとることと

同等である．

揚力面の積分方程式（10.13）の核関数として，（11.5）の形を採用すると，それは

嵐IF娠蒜I::古"+α‘+”
ただし，

α微=一念と需制:"I::γ(Ｍ州傾型旦皇蓋(器鍔｡s‘癖){志十万r7三両}ｄ‘

鍵一念等需制:"I::γγ叩〃

×[赤{葛-加州+(似'…'鰯十sin‘Ｗ一州'癖)-s抑-"'）Ｂ(zﾉ，ノα')･Ｒ〃

＋(Ｍ１:""｡{葛辿碧ilXとii器唾哩'(志十ｍ三両)-2譜ﾁﾃ糾"］

｝

(１１．６）

(１１．７）

(１１．８）



的＝α9＋2γ､α錘与（11.16）

である．γmα韮と零揚力角α０の関係は

２１７ｍαカー一α０ （11.17）

であるから，これらを，（11.12）に代入して，岳'の積

分を行うと
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のように表わされる．ここに，的＝ｅ－ｅｏである．

風車翼の縦横比が大きいときは，〃は他に比べて小

さ い 量となる

無次元量

さ＝(て－でo)/で，で＝(で２－で,)/２，で0＝(で,＋で2)/２

（１１．９）

を用いると，（11.6）は

α,-α噸-"=赤子と,☆｡§′（'川）

と書かれる．これよりγを求めると

のように表わされる．これらの式は，（11.7）から直

接導くこともできる．

（11.12）と（11.14)，または（11.15）を組み合わせ

たものが，風車揚力線の積分方程式である．（11.8）

の〃は，揚力線に対する揚力面補正を意味する項で，

翼の縦横比が大きいときは，省略してよい．

Ｉ

1７

畠

1０図

ホー÷I/蓋免,/蕗鐸贈
翼素の平均矢高線の高さｚを翼弦長２ｃで割った

ものを〃＝z/(2c)とする．矢高線形状が放物線型で，

その最大値をvmaz，基準線に対する迎角をα９とする

と，

-2麹I/蓋 (11.11）

となる．この式の両辺を，ｓでｓ，よりｓ２まで積分

すると，

(11.19）

となる．Ｃｚは揚力係数であるが，それに対し，２次

元薄翼理論によるものを使って

Ｑ=2元(a9-a0-af)

としたのが（11.18）である．直進翼のPrandtl揚力

(11.18）

であるから，２c＝で"'/I~二F~7Zi2と置くと

蒜=2‘Iill/器側-卿鵬-2帆
（11.12）

となる．（2.12）より，２ｃは翼素の翼弦長に該当する

ことがわかる．

Ｍｕｎｋの定理Ⅲより

α‘=-制…=-,,;*穀1…，（川3）

であるから，（4.7）または，（10.15）より

Ｆ/Ｗ*＝2元C(ａ９－ａｏ－ａｆ）

loW*Ｆ＝loW*2CCZ

が得られる．これは，直進翼のPrandtl揚力線の積

分方程式と同じ形である．河田17)，守屋18)，近藤19)の

プロペラ理論は，最終的には，この方程式の数値解法

を研究したものであった．

ところで，風車では，翼の一部が失速状態にあるも

のを計算する場合がある20)．Prandtl揚力線は，その

ような場合にも使えるので２１》，それを風車に利用して

みる．

翼素の揚力に，Kutta-Joukowskiの定理を適用す

ると，
“－‘芸濡I::Ｍ(附会)〃

×量醐脆(伽＜)Kj脆(伽>） （11.14）
ルー１

または，

α蝋=-菩二需葛に:Ｍ('+鋤〃

×に{繊十州,‘－２〃…}‘,図‘’
/ｓｉｎメ、

（11.15）
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線の理論では，実験係数陶を入れて,ＣＪ＝2旅(ａ９－ａｏ

－ａｆ）としている．それをさらに拡張し，（11.19）の

Ｃｚとして，翼型の実験結果を，失速後まで，そのま

ま使う．Ｃ‘を迎角αの関数とみなし，Ｃｌ(α)で表わ

すと，（11.18）は

Ｚ~，/Ｗ*＝CCZ(α９－αj）（11.20）

と書くことができる．この式のα９は，翼型の基準線

（風車では，翼弦を通るｇｏの方向）に対する迎角で，

それに対して，Ｃｚの実験値が示されているものとす

る．（11.20）の具体的計算法は，（11.15)によってαｉ

を計算し，ａ９－ａｆの迎角におけるＣｚを，翼型実験の

資料から読みとり，それを（11.20）に代入して，Ｚ~，

を求める．αｆおよび，螺旋面のピッチ２元〃に含まれ

るｚ０ａ，”ｔはＺ~，の関数であるから，計算は逐次近似

的に行う．

１２揚力線の束縛渦

揚力線理論の場合，自由渦はよいとして，束縛渦に

関する限り，他の翼の誘導速度は考慮しないことにな

っている．Ｍｕｎｋの定理Ⅲに準拠しているわけである

が，その点について，もう少し立ち入った考察を行っ

てみる．

先づ，対称に配置された，揚力線の束縛渦の誘導速

度を求める．Biot-Savartの法則によれば，強さｒ，

の渦糸の微小部分血による誘導速度伽は

伽=-器鼎 (１２．１）

’露(鶏”')=一念訓:F型､(斧加/‘)〃

，‘い,‘)=左訓F･(難一鑓')cos('－２'"泥/'）Ｒ3戸Ｊ

，〆総',')=孟葛I:r･(溺一難')sin('一伽/‘）Ｒ３

となる．これが，束縛渦の誘導速度である。ただし，

Ｒ＝1/蔵=両面千γ2＋γ'2-2γγ'COS(6-2"元/ﾉ）

で与えられる．ただし，Ｒ＝1/{(兆一"')2＋(ｙ－ｙ')２

＋(z-z')2}，γはＲをベクトルとして表わしたもので

ある．また，点（苑'，ｙ'，ｚ'）は血の位置，（苑，ｙ，

z）は任意点の座標とする．血が苑＝妬′の面の動径

上にあるとして，（12.1）を円柱座標の成分に分けて

書くと

伽璽=-器'sin('一"）

〃‘=緋(難-加患('一''）

咋器(雛-")sin('一''）’(１２．２）

である．

束縛渦が，図ｕのように対称に並んだ場合を考える．

(12.2）を半経方向に積分し，６'＝2獅冗/ノとして，各

翼のものを加え合せると

Ｚ

.Z）

エ

図 1１

１ (１２．３）

αγ'

"γ’

である．

汐鯵で，６＝０とすると

，雲(鶏,’0)=念'剛:r､.'si響羅/'"十念’剛:Ｆ型､(施慧伽!)〃=０ (１２．４）
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(１２．７）

となる．同様に

沙γ(妬，γ，Ｏ)＝Ｏ （１２．５）

である．また，（12.3）より

ｚﾉ‘(難，γ，β)|ガー"'＝０ （１２．６）

となる．つまり，揚力線の束縛渦の誘導速度は，翼の

位置では，各翼のそれらが消し合って０になる．結局，

束縛渦に関する限り，一つの翼の上では，それ自身の

誘導速度だけを取り上げればよい．これが，前節の場

力線理論成立の根底にあるわけである．

揚力線の束縛渦の誘導速度を計算したので，もう一

度，第３節，第４節の解析について考えてみる．のＩ

は，当然，自由渦だけで構成されるものであるが，のⅡ

には，束縛渦と自由渦の両方が含まれる．それの，吹

き上げとしての表われ方である（4.8）は，束縛渦の

性質そのものである．一方，（3.8)，（3.9）より，半

径方向誘導速度を求めると

(１２．８）
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となる．（12.5）によると，束縛渦の誘導速度の〃γは

０になるので，（12.7）は束縛渦のものではなく，自

由渦の誘導速度，特に，（12.8）を参照すると，自由

渦の始点の影響を表わしていることがわかる．したが

って，揚力線の，回転面における，自由渦の速度場は，

のＩだけで表わされるものではない．第６節のＭｕｎｋ

の定理Ⅲが，吹き上げに限定しているのは，上記の事

実に基づいている．

考察を再び（12.3）にもどす．ひ鯵が翼面の処で０

になること，〃‘が翼の前と後で反対称になることは，

食い違い角が０の翼列の流場に似ている．翼数が非常

多い軸流圧縮機等では，羽根車の２次元翼特性に，翼

列の資料を使うのは，こうした流場の性質を考慮して

のことである．しかし，プロペラや風車のように，翼

数の少いものでは，翼間干渉よりも，一つの翼の揚力

面としての３次元効果の方が，吹上げに及ぼす影響は

大きい．舶用プロペラの最適設計理論で，揚力面補正

を行っていることは，すでに述べたが，その理論では，

shockfreeentryが条件になるので，揚力面補正項の

計算がやり易い．しかし，現在では，揚力面理論によ

る，性能計算用のプログラムが完備してきているので，

それを使って，試行錯誤的に最適設計を行う方が，応

用範囲を広げることができて，よいように思う．風車

についても同じことが云えるわけで，翼の縦横比が大

きいとき，または，翼に効率向上のための附加物を付

けるような場合，それの設計および性能計算には，揚

力面理論を使うとよい．

あとがき

筆者の「プロペラの基礎理論」３編は，解説として

の要素が含まれ，しかも10年間にわたり，逐次書き継

がれたものであるから，重複や論理の不統一があった．

この風車理論では，上記プロペラ理論を転用した部分

は多いが，全編を統一して，研究論文の形に書き表わ

した．揚力線理論の思想で貫ぬかれているのは，風車

の性格からみて，当然のなりゆきだろう．線型理論の

枠内で解析を行うと，理論は極めて明快なものになる

が，計算と実験の食い違いが目立つのが欠点である．

定ピッチ非線型理論は，線型理論の明快さを保ちなが

ら，実用上でも，よい成果を得ている．実際の流体運

動に近付けるため，流体モデルに，さらに改変を加え

たら，おそらく，統一的理論を構成することが，むつ

かしくなるだろう．そういう意味で，本編は，一つの

寄りどころとしての役割を果すものと思う．

風車理論とプロペラ理論は，ほとんど同じようなも

のと考えてよい．重要事項を列記すると，

１．翼表面の圧力分布を求める揚力面の積分方程式

は，風車とプロペラで，全く同形である．

２．エネルギー損失極小の循環分布は，風車とプロ

ペラで全く同じ，Goldsteinの解が使える．

３．最適プロペラの設計に使われるKramer図表を，

風車に転用することはできない．

である．

本編で扱った，標準的作動状態でなく，例えば，流

れが斜めに流入する場合は，どう考えるか，といった

問題がある．その場合，性能は当然落ちることになる
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が，傾斜角の２次のorderでしか効かないので，それ

は問題としなくてよい．むしろ，斜めの流入は，風車

翼または回転軸に生じる起振力が，問題とされる可能

性がある．この種の課題に対して，舶用プロペラの非

定常理論が，そのまま使えることは，本文の解析を見

れば明らかである．
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