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１．序

任意次数の代数方程式及び，超越方程式の複素根を

求める解法の理論を与える．複素解析関数八z）は，

ある領域での値が他の領域での値まで決定する筈であ

るから，八z）の小領域での振舞から遠方の領域での

ル）の極の位置や，八z)＝αなるα点の位置を，直

接知ることが出来れば，理論的にも応用面でも重要な

価値を持つであろう．その手段を探すとなると，しか

しながら，２つの決定的な困難に出会う．その１つは

解析接続が一般には困難に導くことである。級数展開

には扱い易い係数が現れるとは限らない．例えば，積

分表示等の関数表示は関数の振舞を知るのを困難にし

てしまうのが普通である．鏡像の原理は特殊な場合で

しか実用的でない．これは逆関数を求めるという本質

的な困難さからくる．火z）の実部，虚部を数値的に解

析的延長させることは，ラプラス方程式の不適切境界

値問題であるという障害がある．

第２の困難は，次の様なものである．八z)が，
｡⑤

′(z)=星0・聡z” （１）

の形に与えられているとする．

火z)＝0,又はα,もしくは。。（２）

なる方程式について，たとえ，（１）の右辺の級数の収

束域もわかったり，更にその外側への解析接続も行わ

れたとしても，この方程式の有効な解法がない様にみ

えることである．強いて根を求めるとすれば，複素平

面を網目に区切って，偏角の原理で根の存在範囲を狭

めていくしかない．この方法によれば，調べたい領域

の径をＲ，根の位置の精度を士γで押えると，（R/が

程度の多数回にわたる周回積分の操作を必要としよう．

有限次数の方程式については，偏角の原理を積分な

しですませ，網目のとり方にも工夫の入った，レーマ

ー法がある．又，逐次近似の方法も多種行われている．

が，これらは，数100次までが計算機の機能の限度で

あろう．次第に誤差が集積されることとか，次数〃の

増大に伴って，計算時間がＯ("）より大きく増えてい

くことなどによる．根をある領域内に押える為の定理

の操作は恐らく，”1の様な増え方をしよう．

本報告では，先ず，非常に高次の方程式の根につい

ての考察を行う．次に，解析接続なしに任意次数の関

数の零点及び極の分布を定め得る一般性のある方法に

ついて，基本的なアイデアを示す．それは，理論的に

充分単純なものであるので，数値計算の用途にも利用

可能であり，又，そのときの精度の評価も可能である．

２．方程式の解について

〃次方程式の解法は，２次元に広がる複素平面の無

限個の点の中から，刀個の点を選ぶ操作であるが，”

の増大に伴って，その概念が変化するであろうことに

注意しなければならない．〃≦４の場合，根の公式は，

有限回の代数的演算を示す．根号を開くことまで入れ

ると，一般には無限回の操作になるが，精度に応じて，

これは有限回で打切られる．”≧５の方程式について

行われている方法は，〃個の根を一挙に，あるいは１

個又は２個ずつについて，無限回の操作を経て刀個
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の複素数値に到達する．実用上は，これは有限回で打

切られる．

さて，次数〃が大きく増大してくると，たとえ邦

個の解が何らかの方法で得られたとしても，もはや列

記された数値を読みとるだけでも大変な作業になって

くる．解の低次に於ける様な意味は薄れてくる．解を

要求している問の性格が変化してきているのである．

根のグループについての，一般的な性質，例えば，あ

る線の上にあるかどうかとか'ある領域に於る零点の

分布密度の様子等，こういう問にも解は答えるように

要求されてくるであろう．もちろん，重要な地点に於

ては，根の１つずつについての数値も要求されよう．

この情況に於て，更にもう１つ，低次の場合には存

在しなかった次の様な要請も現れる．即ち，施個の根

を全て求めてしまえば，その他の全複素平面には，零

点は存在しないという保証が得られない．それ故に，

零点の分布を知るには，零点の位置を要求された精度

で算出すると同時に，問題の領域内の他の全ての点上

には，零点のないことをも算定しなければならないの

である．低次に於ても，上の保証は不完全である．計

算機はその誤差以下の小さな./1(z）の値はゼロと判定

してしまう．次の節では以上の要請に答える様な解の

形について考察を進める．

３．解の形式について

与えられた問題の関数火z）として，〃次多項式，

及び，無限次数，ここでは，有限位数'０の超越整関

数までを考える．有理型関数まで広げたりすることに

困難はない．

さて，解法とは，火z）に対して，ある操作を施して，

/1(z）から，零点の位置以外の情報を，消去していき，

最後に，零点の位置情報のみを取出す作業である．

最も原始的には，問題の２次元領域内の全ての点で

（z)の値を計算し，八z)＝０なるｚの値のみ拾い集め，

他の情報は捨て去ることである．

この作業を行ってくれる，出来る限り簡単な演算子

は次の様なものであろう．零点をＺｒ＝工『＋iyγ,γ＝1,2,

3,…と記すと，

２海4Rej可(z)＝Ｚ６("一難γ)6(ｙ－ｙｧ）（３）
γ

左辺の演算は，各点で行わなければならないので，

先の原始的なものと，同程度であふ又，超関数であ

るので，数値計算には適さないが，その点は伽|/|，

の調和性を少し崩して，例えば,伽Ｍ＋α|の採用で，

ディラックの６関数は，少しなめらかになる．αは

精度位の小さな量である．

これらを，ｙについて２重積分してみる。

-2燕I2-dy'j二ｄｙ４Ｉ"ｗ)'=,要｡伽一難ｧ）
（４）

右辺は１つの実変数ｚのみの（超）関数であるに

もかかわらず，２次元平面内の，下半面のみではある

が，点分布の情報を荷負っている．左辺の計算には，

依然として問題は残るが，右辺の形は解として，次の

意味で完全に近いと考え得る．即ち，零点及び非零の

分布の情報を持つ，可能な限り単純な形式と言えよう．

上下両半面の解を示す様な変形は容易であるが，ここ

では要らない．さて，もし，右辺を直接，左辺を経ず

に，計算できるならば，その計算量は，１次元空間内

の各点についてであるので，先の(Ｒ/r)２に対して

Ｒ/γの程度ですむ訳である．

次の節では，なるべく右辺の形式に近いもの，そし

て，なるべく単純な演算によって得られるもの，とい

う２条件を，ある程度実現する１つの例を示す．

４．解法

微分演算は１回実行する毎に，関数から情報を１つ

ずつ消去してゆく作用があることに注意する。微分さ

れた関数を，積分によって復元しようとしても，情報

が１つ，積分定数の決定，がなければ不可能である．

整関数は，解析性なるものの強い現れとして，次の

因数分解がHadamardの定理によって定まる．

／(z)＝eQに)Ｐ(葱）（５）

但しＰ(z）はcanonicalproduct，

Ｐ②=１９[E(量,')，（６）

即,P)＝('一u)e遜十等十…寺等 （７）

ｐ≦,o,Ｑ(Z）は高々 ,o次の多項式である．

此）の対数の加回微分をつくる．ｍ＞,｡としてお

く．すると，これは（５）に依って，

－Ｒ、

７両=了而(‘"伽(認'=亭種竺戸（８）
零点のところに加位の極をもつ単純な分数の重ね合

わせに過ぎないことがわかる．Ｒは適当な定数である．

．この関数の，実軸に於る境界値をＦ､(z）と記すと，

Ｆ"(穂)=亭(溺蕨_舞柵‘ （９）
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関数Ｆ､(z）の簡単な形から，次のことは，ほとん

ど自明である．Ｅ卿(工）の絶対値｜Ｆ"､(z)｜は，点ｚか

らみて最も近い零点からの寄与が最大になる．他の全

ての零点からの寄与の合計が有限であることは，”＞

１０であることによる（９）の級数の収束性からわかる．

そして，その大きさは，加を大きくすることによって，

いくらでも小さく出来るのである．一方，最近接零点

からの寄与は，苑＝錘γの地点で最大値（R/yγ)"&を取

る．この値は，Ｒと加の大きさを適当にとることに

より，いくらでも大きくすることが出来る．こうして

lFm(z)｜は，ところどころ，即ち，ｊｒ＝zγの極めて近

いところで鋭いｐｅａｋを持たせることが出来る．この，

点ｚγを，ｚγの近似値としてよい．又，ｐｅａｋの値から

ｙγの近似値を得るが，後述の様に，更にRejmFm(z）

の形から，より高精度のｚｧ,ｙγの値を得るだろう．但

し，ここに現れるγは，全ての零点についてではない．

実軸からみて近いところにある零点群に限られる．近

いということの意味は，その零点から実軸までの距離

yγよりも，他の全ての零点と，実軸上の点苑γとの

間の距離の方が大きいとき，近いということになる．

言いかえると，実軸上の点必『から最も近い零点が

Ｚｒ＝z,｡＋iyγであるとき，この零は実軸から近いとい

うことにする．近くない零点については，近い零点の

つくる鋭く高いｐｅａｋに隠されてしまう．遠い零点は

同じ"とＲに対しては，鈍くて低いｐｅａｋしかつく

らない．この点は，関心のより大きい近方の零点を，

より高精度で，先に知りたいときは利点となる．遠い

ところにある多数の零点の影響を分離することもなく，

比較的小さな"の値でも近方の零点を決定し得る．

一且，近方の零点Ｚｒが求まれば，Ｆ､(z）から，近方

零点からの寄与の引算が可能になるので，次の段階と

して，より遠方の零点を決定できる．

数値計算の際は，｜Ｆ､(z)|であるいはＦ､(工)Ｆ”*(必）

で大体のｐｅａｋがわかったら，そのｐｅａｋ付近のみで，

RejmFm(z)の振舞を調べて，より高い精度が得られよ

う．RejmFm(z）はlFm(z)｜より激しく振動する関数

であり，そのｐｅａｋ付近の様子をみると，互に近い零

点同志の分離も，籾を大きくして充分になされている

とき，ｚ＝zｧ付近に於て，

Ｒ･仰癖(菱)皇R‘(i(難_砦ｗ‘

≦(妾)鯵('』(毛十')(芋)圏）
(10）

となる．よって計算がＺ桁の精度で行われるとすれ

ば，

’0-‘二匹'2;i生型(等雲些)‘
から，大体

“=諒蛎士寺･'0-‘
の程度にエアが定まり，実軸からの距離に比例して，

大きな郡が，精度の保持に必要であることがわかる．

根が９重根であるとき，その判定は例えば，異る碗

についてのｐｅａｋの比較から，９の値を求め得る．

もし，JR(z）が零点以外に極も持つときは，同時に極

の位置も決定される．極からの寄与は，符号が逆にた

るのみで，あとは零点についてと全く同様に扱える．

有限の点へ集積する零点や，真性特異点については

以上の議論は成立しない．異る現象が生じ，これは又

別な研究対象である．位数無限大の関数や，有限な地

点にある真性特異点については，性格のわかった関数

での割算とか，変数変換により，特異点を無限遠に追

い出す等の工夫が必要である．

５．結語

任意次数について解を得られると同等に重要と考え

られることは，零点の決定に関数Ｆ､(z）の実軸上の

値しか要らないという点である．関数/1(z）の表示が，

例えば，遠方では収束域からはずれるということがあ

っても，全く構わないのである．又，境界値としては

別に実軸でなくても構わないし，例えば円周上の値で

あっても，これまでの議論には，わずかの変更しか要

しないということは，狭さを要求されるｐｅａｋの巾の

範囲で円周は直線で近似可能なことから明らかであ

る．解析接続不要ということの利用例を１つ挙げると

Riemannのｚｅｔａ関数について，Rez＞1でのオイラー

積表示と，その対数の無限回積分が，０＜Ｒ‘z＜１に於

るいわゆる自明でない零点とを直接に結び付ける式を

導くことが可能である．

数値計算への利用をみると，（９）式までには全く近

似は含れていないし，又，あとの段階も，Ｅ脇(z)の値

を計算するだけ，ないしは，Ｆｍ(韮)の極値問題のプロ

グラミングのみで，特に困難はない筈である．計算量

からみると，実軸よりも，円周の方が長さ有限で，こ

の点は有利である．しかしながら，円周からみたとき

の近接零点群の個数は，一般に減少しよう
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（４）の形に更に近いものは

｜事("釜涼)蝿’（u）
である。”→ＣＯの極限では，定数倍を別にして（４）

に一致しよう．しかし，この形を実現する演算がみつ

かるかどうかはわからない．探すとすれば，（11）は

和の形であるから，線型演算であり，数値計算の便も

考えると，積分演算子はよくない．局所的な演算子の

範囲でなければならない．
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