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ThetransientresponsesofTimoshenkobeamsundertransverseimpactarecaluculatedinthispaper･

AnalysisｗａｓｃａｒｒｉｅｄｏｕｔｗｉｔｈａｉｄｏｆｔｈｅＬａｐｌａcetransfbrmationfbrtwotypesofloadingsappliedtosemi

infiniteandinfinitebeamsrespectively，Solutionswerederivedinfbrmofdefiniteintegralsfi･omcontour

inversionintegralofLaplacetransfbrmation・IntegrationswereperfbrmedbymeansofSimpson,smethod，
usinghighSpeedelectriccomputer・

Theresultsobtainedfi･omnumericalevaluationasfbllow：

（１）Theevaluationattheregion,で/α＜§＜で,isverydi缶cultexceptneartheimpactpoints．

（２）Attheregion,６＜で/α,thisevaluationiscarriedoutwithoutdiHicultytolargeで,andcanbeused
inpractical．

１．まえがき

横衝撃荷重をうける無限長はりや半無限長はりの弾

性域における過渡応答を求めるには，解析における基

礎式として，通常はりの横振動方程式を用いるが，こ

の方程式にはこれまでに２種類のものがある．その

一つは曲げモーメントのみによるたわみを考慮した

Bernoulli-Eulerの方程式であり，他はさらにはり断面

の回転'慣性とせん断変形を考慮したTimoshenko1）の

方程式である．これらのうち，前者は計算が比較的簡

単であるために広く用いられているが，波動がはりを

無限大の速さで伝わるという物理的矛盾を含んでいる．

これに対してTimoshenkoの方程式は，はりを伝わ

る波動の中で主な二つの波，すなわち曲げモーメント

波およびせん断波が有限の速度で伝ぱする波動方程式

でもあるので，非常に鋭い衝撃あるいは，はり断面の

寸法がその長さに比べて大きな場合の解析に適してい

るばかりでなく，弾性応力波の伝ぱを考察するために

最も適切な方程式であると考えられる．この理由から，

従来よりTimoshenkoの方程式を用いて，種々の衝

撃条件の下ではりの衝撃応答を解析した例は少くない．

たとえば，Leonard2）らは曲げモーメント波とせん断

波の伝ぱ速度が等しい特別な場合について解析を試み

たが，それに続いてDengler3）らやBoley4）らはこれ

ら二つの波の伝ぱ速度が異なる一般的な場合の応答解

析を行なっている．上述の研究では，いずれもラプラ

ス変換やフーリエ変換，またはその両者を併用して解

析を行なっているが，逆変換の結果得られる定積分の

数値計算に，高い計算精度が要求されるところからそ

の計算は非常に繁雑かつ困難なものとなり，諸報告に

見られる計算例も衝撃点の近傍の点について，また衝

撃後比較的短かい時間についてのみ行なわれているに

過ぎない．一方計算の実用化について，Fliigge5）ら，

JOneS6)により，停留位相法等を用いて実用的な解を

求める試みがなされてきたがいまだ充分に有効な手段

が見出されるまでに至らず，このためにTimoshenko

方程式に基づく解の計算は実用的でないとされてきた．

しかし初期の電子計算機やdeskcalculatorによる計

算の実用化を目標とした当時に比べ，電子計算機の性

能の格段に向上した現在では，この計算における労力，

繁雑さはいちじるしく軽減されたものと思われるが，

Fliiggeら以後Timoshenkoはりの応答について数値

計算を行なった報告はほとんど見当らず，前報7)で紹

介した小高・中原の報告8）においても，衝撃点におけ

る，曲げモーメントおよび荷重の計算例だけしか示さ
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れていない．

本研究はこの数値計算の可能限界を明らかにするこ

とを目的としたもので，断面一様の無限長はりの中央

点および半無限長はりの一端にそれぞれ二種類の荷重

条件を与え，ラプラス変換を用いて解析を行ない，主

としてモーメントについてその逆変換をシンプソン積

分により直接数値積分を行ない，その計算可能限界に

つき調査を行なったものである．

2 ． 理論解析

２．１基礎式

図１の如く座標軸を設定し，はり断面の曲げモーメ

ント皿せん断力Ｑ，曲げモーメントのみによるた

わみ角や，回転角速度のは矢印方向を正とすると

Ｍ１
9＋ｄｇ

９

図１はりの自由体図

雛二Il表郷:=0}運動方程式側
…(1a）

競禦。｝はりの力学的性質…('c）…(1.）
ここで，錘；衝撃点を原点としたはりの軸方向の座標，

ｙ；はりのたわみ，ｔ；時間，Ｅ,ＧＩＣ；はり材料の縦弾

性係数，横弾性係数，密度，１，Ａ；はりの断面２次モ

ーメント，面積，ひ；はりのたわみ速度，Ｋγ；曲率，

せん断ひずみ，ル'；断面の平均せん断応力と最大せん

断応力との比である．いま

の=6Ｗ6'，Ｋ＝－６Ｗ3"，γ=6y/伽一へ|'､
…(1e）

とすると，（1a）は（1.）と（1e）より

Ⅲ(62Ｗa"2)＋ﾙ'4G{(6)'/3")一､I'､｝
－，０１(aaW6t2)＝０…(2a）

(1b）は（1.）と（1e）より

１Ｍ(88γ/6t2)一ＡＭＧ{(62γ/伽8）

－(6Ｗ6難)}＝０ …(2b）

となる．そこで両式から､|'､を消去して

Ⅲ嘉十,4謀-(,I+Ⅲ赤)為
十,r赤器=０…(3)

を得る．本式は，はり断面の回転慣性とせん断変形を

考慮に入れたTimoshenkoの横振動方程式である．

いま，Boleyらと同様にすべての物理量を無次元化

する．

§＝”/r，γ＝γ/r，で＝C』’#/r，〃＝Ｍｒ/(EI)，

Ｑ＝Ｑ/(Ｅ４)，α2＝Ｅ/(ﾙ'G)＝(C砥/CQ)２…（４）

ただしγ；はり断面の回転半径，Ｑ‘,Ｃｂ；曲げモーメ

ント波およびせん断波の伝ぱ速度である．そのとき

(3)式は

窯十祭-('+α,)蒜十｡，窯=０
…（５）

となる．ここでｙを使って曲げモーメントＭ，せん

断力Ｑ,たわみ角V'､を表わすと

"㈱~胸'…'州}ⅢＱ(5,で)＝(1/α2){(6γ/殉一V'､｝

、''－－j伽噂
と書き表わすことができる．

つぎに，たわみγの時間でについてのラプラス変

換をﾀーj'．-峨で表わし,r=0で'=３，/aで=oな
る条件の下で（５）式をラプラス変換すると

窯-('+α２),圏謬十州αｗ=0…(7)
となり，（７）式の解はつぎのようになる．

γ＝ｃ,e-A16＋c2e-12f＋ｃ３ｅＡ１６＋C4eA2ｆ

ここで，５→ＣＯでタ→０という条件を用いるとＣｂ＝ｑ

＝０となり

グーC1e-A1f＋c2e-A2f …（８）

が得られる．ただし，Ｃ,,Ｃ２は境界条件によって定ま

る任意の′の関数,またα＝(α2＋1)/2,6＝(α2-1)/2，

ｽ,,ﾉ１２＝,/p(”干化や2-1)'/2である．

一方，（６）式に対応するラプラス変換表示は

蹴猟卿!｝…側や=－１雌
となる．そこで（８）式を(6)′式に代入すると次式が

得られる．
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瓶(6,Ｐ)＝Ｃ,(a8jp2-ｽ,8)e-A1f

＋Ｃ２(a2P2-ｽ22)e-A2§

Q(§,Ｐ)＝一C,(P2/ﾉI,)e-‘'１‘

－C2(jD2/ﾉ１８)e-』２６

や=c,{(a2P2-ﾉｗﾉ１１}e－１１‘
＋C2{(a2P2-ｽ22)/ｽ2}e-A26

Q(o,Ｐ)＝－Ｃ,(P2/ｽ,)一C2(Ｐｚ/ｽ2）

」…（９）

撃棒との弾性接触論を用いて求められているので，以

になるので,噂=0で？=0およびダーク‘とおくと(8)

:亘烹蕊｜Ⅲ
と表わすことができる．（10）式の７０はｐの関数で

あり，棒とはりとの接触条件から求められる．この接

触条件についてはすでに紹介した7)のでその詳細は割

愛して結果のみを述べる．

棒の衝突直前の重心速度をＵとし，弾性棒の断面

積をＡ'，棒材料の縦弾性係数をＥ'，棒を伝わる縦波

の速度をCmf′とすると図２から明らかなようにＡ'ぴ′

なる圧縮力は衝撃棒直下のはり部分の慣性力を無視す

Ｆ 一－・－

Ｉ匿三］

『

－－＝

郡

ｙ

図２接触条件（無限長Iまり）

エ

部

ると，はり断面に働くせん断力ＱＯとつり合わねばな

らないから

』'Ｅ'(ｙ－ｄｙｏ/伽)＋2Qo＝０…(13）

が得られる．上式を（４）式に従って無次元化し，６＝

０でγ＝γ０という条件の下でラプラス変換すると

（1/ｊα){〃/Ｐ－ｊＤｙ０(o,Ｐ)}＋Ｑｏ(o,ｐ)＝０…(14）

ここで〃＝ＷＱｒ,似＝2AEQ‘'/(Ａ'E'Ｑｆ）である．

（９）の第４式と（10）式からＱｏ(0,'）を求め，（14）

式に代入してタ０を求めると

γ0＝坐’/1＋a2P2＋ａ２Ｐ
Ｐ２,/rFZFｱ冒十a2P＋,α(ｽ,＋ｽ2）

…(15）

が得られ，さらに（９）の第１式に（15）式を代入し

て

～〃ノ１，e-A1f-ﾉI2e-A2f

M(５，P)=万(ｽ,-ｽ,){,/,+a2P2+a2p+似(ｽ,+ｽ2)｝
…(16）

なる式が求められる．上述の場合について〃(6,で）を

求めるには（16）式の逆変換を行なう必要がある．い

ま（16）式の逆変換の手順を示すとつぎのとおりであ

る．ここで

Ｍ(烏で)=('/肺)に二F(畠亦璽吻=s』+s，
とおく．ただし

Ｓ,=('/2寵；)j野Ｆ１(伽('薦ＷＰ

ｓ‘=('/肺)い(〃《"-ＷＰ
である．ここで定数ぴはｐの複素平面において，

Ｆ(§,’）の特異点のすべてが直線ｐ＝ぴの左側にある

ように選ばれている．また

ｌｉｍ（Pで一ｽ,5)＝(で－s)Ｐ
ＩｐＩ－…

ｌｉｍ（Pで一ｽ25)＝(で/α－６)αｊＤ
ＩｐＩ→“

であることから

Ｍ(５，で)＝０でく§（Ｑｒｔ＜”）

＝S，で/α＜§＜で（c○t＜”＜QrZ）

＝S,＋s２ちくで/α（難くcQz）

ここで前述のとおり，Cmr＝､/E/ＩＣ,Ｃｂ＝,/ﾙ'G/ＩＣはそれ

ぞれの曲げモーメント波およびせん断波の伝ぱ速度を

示す．上式は，衝撃によりはりに生じた擾乱がそれぞ

れＱ‘,Ｃｂ（Ｑ【＞Cb）なる伝ぱ速度をもつ二つの波と

なって伝ぱし，はり上の一点にはまず曲げモーメント

波が，ついでせん断波が到来し，その後のはりの応答

はこれら二つの波動の和であることがわかる．

さて，（16）式はス,,ス２なる多価関数を含むため，

′平面内に分岐点ｐ＝０（これはまた極でもある)，ｐ＝

士(1/6)，ｐ＝士(i/α）をもつ．そこで（16）式を一価

正則とするためにｐ平面上に図３に示すように分岐切

断を入れ，Ａ《ＡＢＢＡ′の径路に沿って積分し，半径



R→ＣＯとすると円弧に沿う線積分は０となり，また

図３の全平面上で留数の総和は０になるので

Ｉ"=-j:′
となる．そこで図３においてZ,1＋Ｌ２＋Ｌ５＋Ｌ４＋Ｌ８＋ム

十J4＋４＋J2＋Z，なる径路に沿って線積分を行ない，

(16）式を逆変数して曲げモーメント〃(5,で）を求め

ると

"け'三土:鴎汁側
ここ で

ｒ,=-÷I;'，'/("Ｊ
×[ゆ,/‘2.sinh(rで一雄)ＣＯＳ雌

十cosh(rで－｡,6)sｉｎ雌]Ｊｒ

必=2÷I;'"肉ﾉ(『'｡,'魁）
×[Z,@(の2)sinh雌cosrr

＋Ｒe(①2)cosh‘35sinrr]ｄｒ

Ｉｍ=-2÷I;'"’‘/(r'・恩'，）
×Ｚ,､(の2)sｉｎ(rで一'４６)｡ｒ…(18）
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2.3.1弾性棒がはりの一端に衝突した場合

このときは衝突点において曲げモーメントＭ(0,ｚ）

＝０であるから(6)’式において§＝０でダーク0,Ｍ(o，

')＝０とおけばよい．その結果ｃ,,Ｑはつぎのように

なる．

：:二竺総珊槻,)｝…(２１）
無限長はりの場合と同様にして棒とはりの接触条件は

図４から明らかなように

４'Ｅ'(y-dyo/dZ)/伽'＋Ｑｏ＝０…(22）

が得られる．上式を無次元化し，禅'＝ＡECH'/(Ａ'E’

Cmr）とおき，さらにラプラス変換を施して（14）式に

対応する式を作ると

（1/ﾉα'){〃/ｐ－ｊＤﾀ0(0,ｐ)}＋Ｑｏ(0,ｐ)＝０…(23）

を得る．（９）の第４式と（21）式よりＱｏ(0,Ｐ）を求

め，（23）式に代入してク0を求めると

以上が小高・中原による解析の概要である．

‘4＝,/ｒ(化2r2＋1＋α７．)'ﾉ２

2.2.2はりの中央にstepvelocityを与えた場合

このとき，はりの衝撃点は衝突後直ちに〃の速度

でｙの正方向に等速運動することになる．従って衝撃

点の条件は，§=0でγ0＝"で,また'１１'､=０である．こ

こで（８）式と(6)久式の第３式において，ど＝０で

ﾀ0=叩2,‘,’､=0とおきｃ,,Ｑを求めると

Ｑ=多仏等;云鵜,,）
ア（a2P2-ｽ,2恥

ｃ２＝一ァ(ｽ,－ｽ2)(ｽ,ｽ2＋a2P2）
が得られる．（９）式の第１式に上式を代入すると

ノ１，e-X'６－ス2e-A2f

M(畠')=÷(１，-Ｗ､『ｗ‘,)…(20）
となる．これは（16）式において似＝０とおいた式に

等しい．（20）式も極および分岐点は２．２．１の場合と

変らないので同じ図３の積分路にしたがって逆変換し

た結果も（19）式においてﾉα＝０とおいたものに等し

い．すなわち

〃(畠で)＝1,＋座（で/α＜§＜で）

Ｍ(§,で)＝Ｌ＋蝿（どくで/α）

となるが（19）式の中で第５，６式だけは

”,＝,/T千Z７百盲十ａ２ｒ

の,＝､/T=Zr寧十ｊａ２ｒ

を用いなければならない．

Ｂ
－
Ｂ

の,＝(,/１－a2r2＋”8)＋j(a2r＋”4）

の8＝(’８－秒4)の，

砂,＝,/1＋a2r2＋α27.＋2”，

－
２
－
２

釧
刈
酬

函
岬
両

一
打
一
打
一
〃

一
一
一
一
一
一

図３積分路
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…(19）
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厩

瀞
＝一Ｚ

¥Ⅲ
胃Ⅱ

図４接触条件（半無限長はり）

(ｽ'＋ｽ2)'/1＋ａ２Ｐ２～〃

γ0＝ア団『

が得られる．

ると

(ﾉ１，＋ﾉ１２),/1＋a2P2＋〆P(j､＋,/1＋a2P2）

…(24）

この（24）式を（９）の第１式に代入す

〃

Ｍ(6,j､)＝(ﾉ１，－ｽ2）

，/1＋a2P2(e-A1停一e~jI2§）

×{(ｽ,＋ﾉＷ丁干zF】5冨十"'叩+,/'＋a2P2)｝
…(25）

となる．上式もｐ平面において，分母における｛(ｽ，

Ｗ２＝‘2{2ゅ,,/1＋ａ２ｒ２

＋〆r(r＋,/1＋a2r2)｝

の8＝(｡s,/１－a2r2-〆r2）

十j(’4＋〆r),/１－ａ２ｒ２

の4＝(ゆ３－jd4)の３

２．３．２はりの一端にstepvelocitvを畠2.3.2はりの一端にstepvelocityを与えた場合

この問題はBoleyら4）も取扱っている．衝撃点にお

ける条件は，§＝０でγ0＝〃て,Ｍ＝０となるので２．２．２

における手順と同様の手順にしたがって，§＝０で

ﾀ0＝Ｗ'2かつ〃(0,')＝０とおき，（８）式と（９）の

第１式からＣ,,Ｑを求めると

ｃ,＝("/P2){(a2jo2-ｽ22)/(ﾉ１，２－ｽ22)｝

ｃ２＝("/jD2){(a2P2-ﾉ1,2)/(ﾉ１，２－ｽ22)｝

となる．（９）の第１式に上式を代入することにより

Ｍ(6,Ｐ)＝(e~』'‘－e-』2‘)/(ｽ,２－ｽ82）…(29）

が得られる．このときも２．２．２の場合と同様（25）式

において〆＝０とした式と一致する．（29）式も分岐

点，極および積分路は第３図に示したと同様であるか

ら逆変換した結果も（28）式において〆＝０とおいた

ものに等しい．すなわち

〃(§,で)＝喝十鴎（で/α＜5＜で）

〃(§,で)＝1s＋島（ぐくで/α）

となるが（28）式の中で第５，６式だけは

”2＝2岬,,/rFZr率

の3＝ゆ3,/T=万軍十軌ｲI~二万率

を用いなければならない．

さらに本計算では，同様の手順で６＝０におけるＱ，

すなわちＱ(０，で）を求めたのでその結果をつぎに示

しておく．

Ｑ(Ｍ=一等I:'｡c･苓諜寿諜『’‘』‘『
…(30）

これはど＝０における応答の１例として計算したも

のである．

3．数値計算

３．１数値計算法

解析の結果得られた解は（18）式，（27）式，（30）

式に示されるようにいずれも定積分の形で与えられる

ので数値積分により解を求めなければならない．しか

し，これらの定積分は，上限や下限において被積分関
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数の分母がＯとなり異常積分となる．たとえば（18）

の第１式の第１項（Ii，とする）はその上限,下限双方

において被積分関数の分母が０となるので，いま０か

ら１/６の間の適当な値βをとり

Ｉｉ,=I:+I;'．（0<β<'ﾉ６）…(３１）
のように２つの積分の和として書き表わすと，Ｉｉ’の

第一項および第二項はそれぞれ積分の下限と上限で

被積分関数の分母が０となる．そこで変数変換γ＝〃２

(したがって〃＝2邸血）を行うと（31）式の第一項は

‐押雨誇示:鵠州塞
×sin:鐸;津c°S(迦州血

3.2.1でく噂の場合

この場合は，（17）式，（26）式よりＩi＝Ｌ＝０およ

びIj＝島＝０，すなわちモーメント波もせん断波もは

り上の一点台に到来していない状態であるのでモーメ

ントの変化はおこらない．したがって〃＝０である．

3.2.2で/α＜§＜での場合

この場合は，はり上の一点§にモーメント波が到

来してきているが，せん断波はまだ到達していない時

間域を示している．Ｍの計算は無限長はりの計算に

は１，＋恥，半無限長はりの計算にはＬ＋1sを用いなけ

ればならない．実際に計算してみると，畠での小さな

値に対しては妥当と思われる値が得られるが５の増

大，したがってでの増加につれて，その計算波形の振

巾が急速に増大する傾向がある．たとえば無限長はり

の場合jα＝０で〃の最大値は６＝５および１０でそれ

ぞれ－７．３×10~４，－５．４×10-4程度であるがﾉα＝１５

および２０ではそれぞれ43×10-4,342×１０－４となる．

実験結果の示すところでは，この領域における曲げ

モーメントはわずかに変動するのみで，せん断波の到

来によってはじめて大きな曲げモーメントを発生する

ことになるので，§'での大きな値に対する〃の計算

値は実験値と比べて桁違いに大きく非現実的なものと

いわなければならない．この領域の計算値については，

×1０－４

０
０

０
１

Ｆ
Ｆ

’
一

て

ただし’1,2'＝(,/α2皿4＋1±“2)'／Ｗ２

となる．この積分記号内のｓｉｎｈ(u2で－”,'６)/(皿2で一

”１６）は〃→０で１となるからこの積分は下限で異常

とならない．また第二項は１/6-7．＝"２として変数変

換を行うと

÷I:F而圭両
４

×{,/'千Zr冒rr7FI坪十ａｓ(1/６－z‘2)＋2,αｲＩ７ＦＩ戸‘,"｝

×#2蕎泌愚sinh{('卜幽‘)『
－ｲI7F7郡,"副cCs(ｲT7F~面冨ゆ3"6)血

ただし

’1,2"＝{,/T平Ｚｒ冒可F=7沖±α(1/６－u8)}'/2/､/百

となり，第二項の積分の上限でも被積分関数の分母は

０とならず数値積分を行うことができる．また（18)，

(27)，（30）式における定積分の中には，沢ゆsinγで，

またはバカＣＯＳγでなる因数が含まれており，これら

はでの値が増大するにともない，はげしく振動するた

め，数値積分においては十分な分割数と高い計算精度

が必要になると思われる．本計算においてはこのこと

に留意して数値積分にはSimpson法を採用し，電子

計算機により倍精度で計算を行った．なお計算には

α＝２，したがってα＝2.5,6＝1.5なる数値を使用し

た．

､０

．０００５

３．２数値計算結果

この計算は，でく５，で/α＜6＜で，６＜で/αの三つの領

域について行なわれているので各領域における数値計

算結果について述べる．

４
２
０
２
４
６
８

－
一
一
一

Ｕ

×10-4

Ｉ

４
２
０
２
４
６
８

－
一
一
一

Ｕ
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』
吟
一

一
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×10-‘

３

似'＝０
－
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ロノ２

Ⅲ】一４０

２
０
８
６
４
２

１
１

⑳

５【).O０Ｃ

１

て

０ １ ０ ２ ０ ３ ０ ４ ０ ５ ０

図８衝撃点におけるＱ－で曲線（半無限長はり）
０ １００２０００３００４００

で

図６衝撃点における６－で曲線（無限長Iまり） 較する場合を考え，一応§＝80,またで＝400（これ

は高さ２ｃｍの軟鋼製角棒ではめ＝45ｃｍ，ｔ＝450妬に

相当する）を実用範囲の目安とし，まず無限長はりに

対してこの範囲内で§とでに対して曲げモーメント

の計算が可能であるかどうかについて調査を行なった．

そこで，まずどの一定値に対して，数値積分の計算

精度（以下単に精度という）を10-8に設定し，で＝α§

からで＝400まで種々のでの値について計算したとこ

ろ，無限長はりにおいては，２０以下の６に対して計

算はきわめて容易であるが§≧３０の場合の〃の計算

においてで＝400近くで極端に大きな計算値が突発的

に表われることがわかった．このような場合の計算値

を以後不安定値，これに対して妥当と思われる値を安

さらにつぎの機会に明らかにしたいと考えている．な

お，計算結果を図５および図７，図９の§＝５に対す

るｅ－て線図に示しておく．

３．２．３５くで/αの場合

この場合は，はり上の一点６にせん断波頭が到達

した時刻以降の時間域を示す．前述のようにはりの曲

げモーメントは，せん断波頭の到達後に大きな変化を

生じ，５点におけるモーメントの最大値はこの領域で

発生するので，この時間域の計算は重要である．この

ことから我々は計算を行なうにあたり，実験結果と比

×1０－４

８
６
４
２
０
２
４
６
８
〆
６
４
２
０
２
４
．
６

一
一
一
一
一
・
一
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Ｕ
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図７６＜で/αにおけるｅ－で曲線（無限長はり）
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０而弓/欝蒋:巽傷=至言：
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はり（軟鋼）22.1cm×22.1cm角

衝撃棒（軟鋼）21.9cm×21.9ｃｍ角

図１０実験値と理論値との比較

f＝8０

図９６＜で/αにおける６－で曲線（半無限長はり）

無限長はり（Ｖ＝241cm/s）

定値と称することにする．さて，このような不安定値

が発生した場合，さらに精度を１桁上げて計算を行な

うと，再び安定値が得られることがわかったので，

我々は計算の安定限界を知るためにつぎのような方法

を採用した．すなわちｊまずどの一定値に対して精

度を10-8に設定してで＝αどの値から４で＝２の刻みで

計算を行ない，計算値が不安定になると，そこで精度

を１０－４にあげ以後計算を続行し，再び不安定値が発

生するとさらに１０－５の精度で計算を行なった．精度

が10-6以上の計算には多大の時間を要するので，こ

れ以上の精度の計算は行なっていない．

このような数値計算によって得られた，各精度にお

いて安定値を得るでの最大値（以後でｓで表わす）を

表１に示す．この表には計算の難易度におよぼす似

の影響も調べるために三種類の似の値に対するでsの

値が示されている．ここで似＝０は無限長はりの中央

点にstepvelocityを与えた場合で'ある．表１を見る

と，たとえば５＝３０の場合の計算では１０－８の精度に

対してでｓは約390であり，そこでさらに精度を１０－４

にして計算を続行するとでｓは４００に達することがわ

かる．本計算ではでｓが400に達すると計算を打切っ

ているので400以上のでｓは表の中に存在しない．ま

た，６＝40,50,80の各点では１７の安定したでｓの値

には若干の差が見られるが大差はなく１０－８の精度で

約370程度である．この表から精度を上げて計算して

６
４
２
０
２
４
６
８
０

一
一
一
一
訓

⑳

:lLr全疋i饗 jＯ４０Ｃ
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368

368

372
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400

386

394

線図は半無限長はりの一端にstepvelocityを与えた

2.3.3の場合である．

つぎに計算値の妥当性を検討する目的で２．２．１およ

び２．３．１の場合について計算値と筆者らの一人が行な

った実験結果9）との比較を図10に示す．無限長はり，

半無限長はりいずれの場合についても，計算値と実験

値とは満足すべき一致を示し，特にでの増加とともに

その一致度は極めて良好である．このことから小高・

中原の理論によるTimoshenkoはりの数値解が妥当

なものであることがわかる．

表１

田中・冨地：横衝撃荷重を受けるTimoshenkoはりの過渡応答

376

374

374

睦

もでｓの値は大巾に増加することはない．精度を１桁

上げると計算時間が加速度的に増加するのでこのよう

な計算は実用的でないと思われる．したがって計算時

間から実用範囲を定めると，§が40以上の場合でｓは

約３７０としてよいであろう．また計算の結果を分析し

て見るとＬの第２項がこの領域のＭの計算に大きく

寄与しており不安定値もこの項から発生することがわ

かった．したがって必の第２項の計算法には単なる

Simpson積分の代りに適当な近似計算法を用いると

さらに大きなでｓの値が得られるかもしれない．

以上の計算の結果おのおのの５について得られた

計算値を縦軸にでを横軸にとり，描かれた線図を図６

と図７に示す．ただし縦軸にはＭの代りにはりの表

面ひずみｅ(＝,/３Ｍ）が目盛られている．ノα＝０の線図

は無限長はりの中央点にstepvelocityを与えた２．２．３

の場合である．

つぎに半無限長はりについての計算値について述べ

る．半無限長はりの場合，計算された波形は振巾の小

さな高調波が重畳した形で得られるが，この振動は精

度を上げて計算しても消失しない．また無限長はりの

場合と同じ§の値に対して１０－３の精度で計算を行な

ったところいずれもで＝400までは安定した計算値が

得られた．今回の計算ではこれ以上の計算を試みなか

ったが，充分我々の目標とした実用限界を満足してい

ることがわかった．この計算結果は，無限長はりの場

合と同様，縦軸に表面ひずみｅを横軸にでをとって

得られた線図，図８および図９に示されている．これ

らの線図は，〃＝0.0005を用いており，６＝５を除い

ていずれもせん断波の到来後の波形である．〆＝０の

４．結語

無限長はりの中央点および半無限長はりの一端にそ

れぞれ２通りの衝撃条件を与え，Timoshenkoの横振

動方程式にラプラス変換を適用して解析を行ない，

Simpson積分によりその数値解を求めた結果つぎの

結論を得た．

数値積分において安定した曲げモーメントの計算値

が得られる最大のｒをＴｓとすると

（１）§＜で/αの範囲では，無限長はりの場合６が

３０までは１０－８の計算精度でｒｓの値が４００以上の計

算が可能であり，５が４０以上になると同じ計算精度

でｒｓの値が370程度が得られる．また半無限長はり

の場合には，§の値が８０まではでｓの値が400以上で

あることがわかった．一般に，横衝撃をうけるはりの

一点における曲げモーメントはせん断波の到達後に最

大値に達するので上述の計算範囲から推してSimpson

積分法によるTimoshenko方程式の数値解は実用的

であるといってよいであろう．

（２）定積分Ｌの第２項の計算方法を改良すると

でｓの値はさらに増大するものと思われる．

（３）で/α＜5＜での範囲の計算では，号の小さな値

に対して妥当な曲げモーメントが得られるが，５が増

加するにつれて最大曲げモーメントの値は急速に増加

し，実験結果と照合してもその不一致は著しい．この

領域の数値計算には単なる数値積分に代る近似計算法

が必要であろう．

最後に本研究において，有益な御助言をいただいた

富武満教授に深く謝意を表します．また図面の作成

その他に御協力をいただいた本学大学院石原俊治君

にも厚く御礼申し上げます．なお，計算には本学の電

子計算機FACOM230-45Sを使用したことを付記して

おく．
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