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Ignoring the round-off error, the error in the charge simulation method is harmonic, i･e･, the

error is the solution of Laplace's equation. The utilization of the above fact is discussed under the

purpose of error estimation. Using the result of potential theory, several important properties of the

error are enumerated.

For example, ① the point at which the error is maximum appears on the boundary, ② the error

of the derivative of tlle SOlution along an arbitrary direction is also harmonics and ③ the error is

solenoidal and irrotational.

Numerical experiments are consistent witll above properties.

It is concluded that for the absolute error estimation the checking of the error only on the bound-

ary is necessary and su抗cient. It is pointed out that the easiness and certainty of the error estimations

should be emphasized in the charge simulation method.

1　まえがき

1969年Steinbigler氏1)により静電界の解析法とし

て提案された代用電荷法は非常に簡単な原理にもとづ

いており,わずかの手間で高い精度が得られ,比較的

に適用範囲も広い.有限要素法,差分法と比較して計

算磯の容量が少なくてすむ点と解析的な形で答が得ら

れるので結果の取扱いが便利である点などが長所であ

り,今後多方面2ト7)に使われることと思う.

しかし,この方法には代用電荷の誤差の少い位置の

決定という困難な問題があり,代用電荷法を使うすべ

ての人を悩ませている.これに関しては, Singer氏8)

等が経験的な指標を与えているが,ずいぶんおおまか

であり,種々の形状にあてはまるものではない.ほと

んどが,試行錯誤的に決定している.誤差評価に関し

ては,ほとんど研究がなされていず,大きな安全率を
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見込んで誤差を評価しているのが実状である.

Singer氏等が与えた指標を精密化して,代用電荷を

誤差が少く選べるようにするのも重要であるが,その

前に,誤差の性質について考察し,誤差評価の進め方

に関して何らかの基準となるものを探す必要がある.

そのための基準として著者等は, ｢代用電荷法の誤

差はラプラス方程式の解である｣という事実,即ち誤

差の調和性を利用することを考え,若干の考察と数値

実験を行った.

2　誤差の調和性について

図1に示す第一種の境界値問題を例にとって話を進

めよう. Steinbigler氏が扱った導体電極が存在する場

合の静電界の解析の問題は,ここで扱うのと同じであ

る.

一般に代用電荷法は領域D外の適当な位置Ai(Ri)に

適当な形状,個数ならびに電荷量の代用電荷Qiを境

界条件を満たすように配置し,その合成電位として任

意の点P(r)の電位を求めようとするものである.即
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従って代用電荷法によって求めた解Q(r)の誤差e(r)

は次の第一種境界値問題の解ということになる.

境界値問題1

X
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図1代用電荷法原理図

～

Q(r) - ∑ pi(Ri, r)Qi(Ri)
i-i

(1)

ここで, Pi(Ri,r)は電荷QiのP点に対する電位係

数で,電荷Qiの幾何学的形状のはか,その位置Riと

P点の位置rに依存する関数となる.

Q(r)は境界上のすべての点Sで境界条件Q(S) -I(S)

を満すことは不可能で代用電荷数に等しい数の境界上

の点sj (以後拘束点という)でのみ境界条件を満すよ

うにする.即ち
n

Q(sj) - ∑ pi(Ri, S,･)Qi(Ri)
も=1

--I(sJ･),(j - I, 2, ･･････n).

この問題に対する正しい解をF(r)とすると

(

V2g(r)-0, r∈D,

F(S)-I(S), S∈T,

(2)

(3)

が成立する.ここでV2は3次元のラプラシアンであ

る･代用電荷法による解は,代用電荷の存在する位置

を除いて調和であるから,領域か内で調和である.従

って

V2¢(r)-0, r∈D,　　　　　　　(4)

代用電荷法の誤差e(r)を次のように定義する.

e(r) - ¢(r)一g(r)･　　　　　　　　(5)

式(2),(3),(4),(5)より

(ev(es

2(r)-0　　, r∈D,

)-4(S)-I(S), S∈T,

が成立する.拘束点では誤差ゼロであるから

e(sj)-0 , (j-1,2,･･････n),

となる.

領域D内で調和で,境界r上でQ(S)-I(S)であ

るような関数e(r)を求めよ.

以上の説明は3次元として説明したが, 2次元の代

用電荷法でも誤差の調和性は成立する.

代用電荷法は境界の法線方向の導関数g(S)が与えら

れた第二種の境界値問題をも扱えるように拡張されて

いる7).この場合の誤差は次の第二種境界値問題の解

ということになる.

境界値問題2

領域D内で調和で,境界I'上で法線方向の導閑

数が警L=S

めよ.

一g(S)であるような関数e(r)を求

誤差の調和性は差分法や有限要素法では成立しな

い.この性質は,点電荷,円線電荷,有限長直線電荷

による解(これらは電荷の位置を除いて調和である)

の重ね合せとして表現する点に由来する.従って代用

電荷法だけでなく,調和関数の重ね合せとして解を表

わす方法9)であれば同様に調和性が成立する.

ここで述べた調和性は代数的に(九日誤差を無視し

て)のみ正しい.代用電荷Qiを決定する際,行列の

性質によっては大きな桁落ちがおこることがある.そ

の場合式(8)は成立しなくなるが,式(6), (7)は依然

として成立する.つまりe(r)の調和性は変わらない.

3　誤差の性質について

誤差が調和である,即ちラプラス方程式の解である

ということからポテンシャル論10)の成果を借りてい

くつかの誤差の性質が導き出せる.

平均値の定理より

性質A

誤差が恒等的に定数でないかぎり,誤差が極大

または極小となる点は領域Dの内部にはなく,そ

れは必ず境界r上にある.

換言すると誤差の絶対値Le(r)1が最大になる点は必

ず境界上にくる.

調和関数の微分可能性より
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誤差は領域か内で何回も微分可能であり,これ

によって得られた誤差の導関数がさらにまたラプ

ラス方程式を満足する.

これより

e3 - 83lxe(r) - 89134(r)一基g(r)　(9)

とするとeR(r)は調和である.即ち

V2eB(r)-0, reD,　　　　　　(10)

eB(S)-顔(r,-£F(r)L;B･ Se, (ll)

である.同じことが

ey(r) - 8%(r)

exa(r) -芸e(,･)

eEy(r) -孟プ(r)

についても成立する.つまり任意方向の電界成分の誤

差が調和である.

グリーンの公式より

性質C

此fgrade(r))2dV - N, e(r)等dS

e(r) - Nr (‡k(r)-e(r)孟(I))dS

式(12)の左辺は領域Dの体積で割れは代用電荷法の

誤差の巨視的な指標の一つとなる.又式(13)は額域内

の任意の点の誤差で微視的な誤差と言える.つまり性

質Cは巨視的誤差と微視的誤差がともに境界Il上の誤

差と誤差の法線方向の傾きだけから決定されることを

示す･一般に代用電荷法では, e(r)と孟e(r)の境即

上の値のどちらか一方しかわからないから,直接,釈

差評価に利用できるわけではない.

現在代用電荷法で扱う問題は,領域内に電荷が存在

しない場合である.従って発散の定理より

性質D

H, 8%)dS- o
境界上での電位の法線方向の傾きの誤差を全表面で

積分する即ち平均誤差を計算すると0である.第二

種の新値問題珊用電荷法ではk(r)の値を知るこ

とができるので直接この性質を確めることができる.

ポテンシャルの非回転的性質より領域内の任意の閉

曲線上Cで

性質E

が成立する.

性質Bにより電界の任意方向成分の誤差が調和であ

るから性質A, C, D, Eは電界の任意方向成分の誤差に

対しても成立することは言うまでもない.

以上は3次元の問題について述べた. 2次元の場合

には(12), (13), (14)式を少し変形しなければならな

い.それについては付録に示す.

4　数　値　例

4.1 3次元の代用電荷法

図2に示すような球対平板の解析例を扱った.球の

電位+1,平板の電位0,回転軸上に中心をもつ円線電

荷や点電荷など7個(実際は異符号等畳の電荷を平板

に閑し対称の位置にも配置しているが,未知数の数は

7である)の代用電荷の重ね合せによる解の誤差の等

高線を図3に示す.ここでCは代用電荷の位置を示す

パラメーターでCが小さいほど中心に集中して置いた

ことになる.実の値は電気影像法で計算した.

図中の-6, 7はそれぞれ誤差が-10~6,十10~7であ

ることを示す.即ち,底の10と指数の符号のマイナ

スとを省略して記入している.

図2　球対平板電極の問題
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図3　電位の誤差(〟-7, C-0.2)

代用電荷を平板に閑し反対称に配置したため平板電

極上は誤差0になっているが,球電極上では大きな誤

差があらわれている.球面上では拘束点で誤差が0に

たり,その間では大きく正負に振れているが,大きな

誤差は境界の近くだけであることがわかる.

図4では代用電荷数Ⅳを13にし, Cを0.3にした場

合の誤差の等高線である.球電極上の誤差は10~11程

度であり,境界から離れるとかなり広い範囲で10113よ

り小さい.等高線の高さは10のべき乗で選んでいる

のに等高線は尾根づたいに等間隔にあらわれている.

従って誤差の大きさは尾根づたいにみると指数閑数的

に減衰していると言える.つまり境界から離れると急
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図4　電位の誤差(〟-13, C-0.3)

速に小さくなると言える.

4.2　2次元の代用電荷法

図5に示す2次元矩形領域の境界値問題を例にと

る. 3辺で電位0で, 1辺で余弦波状の電位分布が与

えられている.境界からの距離D-1.8の点に26個

の対数ポテソシャル源を仮定して求めた解を図6に示

+=0 

転Os(昔Y) 鼎s｣���ｲ�

15.0｢× 

辛=o

図5　2次元矩形領域の問題
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0.0.50.40.30.20.10.030.040.030.020.01 I ��

す.この問題の解析解は変数分離により

g(3,y) - COS
(品y)

sin h塙.(15-I))

sink(i打)

である.

代用電荷法による解と式(16)との差の等高線を図

7,8に示す.図7はD-1.8で図8はD-1.0の場

合である.これら2枚の図では, 3次元の場合と同様

なことが言える.誤差最大の点は境界上にののみあら

われ,領域内の誤差は境界から離れるにつれて急速に

小さくなる.

図7と図8では全般的に前者の誤差が小さい.境界

上の誤差が小さければ,それだけ領域内部での誤差は

小さい.この点は図3,図4についても同じである.

4.3　電界の誤差

静電界の問題ではしばしは電位の導関数を必要とす

る.図9,図10には前節で扱った問題のD-1.8の

場合の解の導関数,即ち電界の3方向成分, y方向成

分の誤差を示す.

この場合,電界のエ方向成分EEは

E8 - ll.cos(芸y) ･

cos h(A(15-3))

sin h(i打)

となり,式(16)とくらべて7r/10ほど小さくなる.図

9,図10は図7の電位の誤差にくらべて全般に1桁弱



120　　　　　　　　　　　鹿児島大学工学部研究報告　第18号.(1976)

-g5.45-萱5656--53756_67 澱ﾖcscsu�chﾋ經cRﾓR�u�ﾓブ��su��

-5-66778887-898989888-776 

5677戸 

-5-86 
-6-7-8-999-97 

0.0　　　　　　　　　　　　　5.0　　　　　　　　　　　　10.0　　　　　　　　　　　15.0 X

図9　電界工方向成分の誤差(N-26, D-1.8)

45--555_4656By三6;_g7K758=i767…9-I:87_書987Y-;76魔6 ��

5 -67-7-7-887 

6O-6-9-101099887 

5.0　　　　　　　　　　　　　10.0

図10　電界y方向成分の誤差(N-26, D-1.8)

小さくなっている.これは絶対誤差だから起ったこと

で,相対誤差であればほとんど変りはない.境界から

離れるにつれて急速に誤差は小さくなる.

5　誤差評価について

これまで述べてきたことから誤差が極大になる点は

境界上にのみあらわれ,境界から離れるにつれて急速

に誤差が小さくなることがわかった.又境界上での誤

差が小さくなればそれに応じて領域内の誤差も小さく

なる.以上は誤差の調和性により保証されている.

結論として,代用電荷法の誤差評価には境界上の誤

差だけ調べていれば最大誤差を知ることができる.狗

束点の数より多くの境界上の点で誤差を調べ,大きい

ところがあればその近くの代用電荷の配置を変える

か,ふやして再計算し,所望の値より誤差が小さくな

るまで試行錯誤的にくりかえす.この際領域内部の誤

差を心配する必要はない.

Steinbigler 1)氏は向きあった棒対棒電極の問題で回

転軸上の電位を比較して精度の検討を行っている.

高電圧の問題では電界強度の一番強い場所が重要な

のだが,回転軸上(ここは領域内でも誤差の小さい所)

の誤差が小さくても全体的な誤差については安心でき

15.0　　Ⅹ

ない.

更にSteinbigler 1)氏は学位論文中で差分法で得た解

と比較して代用電荷法の有効性を確かめている.

これは最初としては必要なことであるが,差分法の

精度の範囲内でしか情報は得られない.代用電荷法は

他の方法(厳密解を除く)で得た解と比較せずとも与

えられた境界条件と比較することで絶対的な誤差の検

討ができる.

差分法や有限要素法での誤差は領域内のどこで最大

になるかは,一般には不明であり,又其の値もわから

ない場合が普通である.従って離散化の精粗,偏微分

方程式の近似度に応じて,おおまかな値を推定するこ

とになるが精密さにかける.

代用電荷法では境界に最大点があらわれることがわ

かっているので,得られた結果の境界上の値を計算し

てみるだけで真の値(境界条件)と比較でき,絶対誤

差を知ることができる.安全率,過大評価等が入り込

む余地がない.

3次元の問題なら境界面上だけ, 2次元の問題なら

境界線上だけで誤差を調べればよい点は大きな長所で

ある.

以上の誤差評価の容易さ,確実さは,今まで指適さ

れたことがないが大いに強調されるべきである.
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角度を変えて言えば,境界条件をできるだけ正確に

シミュL/-トするように代用電荷の数と配置を変えて

いくという簡明な操作のくりかえしで確実に真の値に

近ずいていくことであり,数値解法として非常にすぐ

れた方法と言える.

誤差の少い代用電荷の選定という困難な問題が解決

されると以上の特徴が一層はっきりしてくるものと思

ラ.

6　結　　　論

静電界の簡単な解法として注目されている代用電荷

法の誤差は代数的にはラプラス方程式の解である即ち

調和であることを指適し,それから導かれる誤差の性

質を列挙した.誤差の絶対値最大の点は境界上にのみ

現われること,誤差は非回転的であり無発散であるこ

と等を指適した.更に電位の任意方向の匂配即ち電界

の任意方向成分についても調和性があり,上に述べた

性質があることを指適した.

3次元, 2次元の境界値問題を例にとり誤差の等高

線を措いたが,境界から離れるにつれて誤差は急速に

小さくなることがわかった.

最大誤差を押えるためには境界上の誤差だけ調べれ

ばよい,即ち境界上での誤差が小さくなるよう代用電

荷の位置等を変更していけば正しい解に近ずいてい

く.従って代用電荷法は与えられた境界条件と比較す

るだけで(領域内の誤差を調べることなく)誤差の絶

対比較ができる.この誤差評価の容易さは代用電荷法

に言われている種々の長所に新しく加えられるべきで

あろう.
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付　　　録

二次元領域Dと境界線11の場合本文中の(12), (13),

(14)式は次のようになる10),

此(grade(r))2dS - fe(r)£e(r)ds･ (付-1)

e(r) - a, (log (‡)£e(r)-e(r)oi(.ogi) ds,

(付-2)

/rgTne(r)d5 - 0 ･　　(秤-3)

ここで2次元に対応してr-(X2+y2)I/2であり,

grade(r)もX方向とy方向の二成分しかない.




