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保存型有限要素法による熱伝導問題の陽的解法－１
自然座標による定式化

菊川浩 行

HeatConductionProblemsinSolidsbyExplicitConservativeFiniteElement

Method-I

NaturalCoordinateFormulations

HiroyukiKIKuKAwA＊

Abstract

Forthepurposetosolveheatconductionproblemsinsolidsbyexplicitfiniteelement

method，theconservationofheatquantityisseriouslyconsideredinsteadofadoptingusual

weightedresidualmethod・Onlysimplexelementsareinvestigatedandtheareacoordinates

(volumecoordinates）arefullyutilizedinthe2-dimensional（3-dimensional）case・Sincethe

equationofheatconductionisnotthestartingpoint，theobtainedfiniteelementequationsare

n6tthesameasthoseofthelumpedmassmatrixmethod・Ourexplicitmethodisappliedtothe

heatconductionproblemsintheinfinite（2-dimensional）ａｎｄｔｈｅｆｉｎｉｔｅ（3-dimensional）

cylinders・Thenumericalsolutionsagreealmostexactlytotheanalyticones．

ほとんどの有限要素法は，重みつき残差法特にガラーキン法を用いて定式化されている．

熱伝導問題を有限要素法で解く場合もガラーキン法が用いられているが')，ガラーキン法の
質量行列は零でない対角要素を持つので，陰的に解かねばならない．あまり詳しい計算をし

なければ陰的に解くことにもそれほどの不便は感じないが，詳しい計算をしたり，３次元的

計算を行う場合には大次元の連立１次方程式を解くことになるので，データの配列について

工夫したり，ユニット消去法を用いたりする必要が生じる2)．もし陽的に解くことができれ
ばそのような工夫をする必要がないのでプログラムが簡単になるし，また詳しい計算をして

連立１次方程式が大次元になればなるほど，陰的解法に比べて計算時間についても有利にな

る．

差分法では，微分を差分で置きかえるだけなので，陽的解法にするのは容易である．有限

要素法では普通，集中行列法を用いて質量行列を対角化して陽的に解いているが3)，集中行
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列法にはエネルギーが散逸するという欠陥があり4)，事実，集中行列法で熱伝導問題を解こ
うとすると発散してしまう．また，もう一つの陽的有限要素法である陽的重みつき残差法5）

を用いた場合には，発散は起こらないが熱伝導係数を数倍大きくしたような結果が得られ，

正しい解が得られないことが確かめられる．

最近バナツェーク6)は，重みつき残差法を用いずに，物理量の保存そのものから有限要素
法を定式化する方法（保存型有限要素法，CFEＭ）を提唱した．ＣＦＥＭは空間的には陽的

方法なので,‘時間微分について陽的方法を用いれば，問題を陽的に解くことができる．ここ

では，固体における熱伝導問題について，ＣＦＥＭを自然座標系で定式化し，無限及び有限

円柱の複合型熱伝導問題に適用する．また，得られた数値解を解析解と比較する．

簡単のために，要素としては２次元及び３次元のシンプレックス要素に限る．バナツェー

クはアイソパラメトリック要素についてＣＦＥＭを定式化し，シンプレックス要素の場合は

集中行列法と同じ結果になると述べているが，熱伝導の基礎方程式から出発し，かつガウス

の積分公式を用いた場合にそうなるのであって，基礎方程式から出発せず，直接熱量の保存

を考える場合には，シンプレックス要素の場合でも集中行列法と同じ結果にはならない．面

積座標や体積座標を利用すると，後者の場合，要素方程式が非常に簡単な形に表されること

が示される．

２次元熱伝導問題

２次元シンプレックス要素は３角形であり，その内部で温度Ｔ（gc1，釘２，ｔ）は〃,，幼の

１次関数で近似される．

Ｔ（〃,，〃2,ｔ)＝Ｌα(〃,，gc2）Ｔα(t）（１）

Ｌ・(肌",)=大(｡｡+６．期十帆） （２）

αα＝gClβgC2γ－gCMC2β’６α＝gC2β－gC2γ，Ｃａ＝鉛1γ－おlβ

α,β,γはサイクリック （３）

(1)～(3)式でギリシヤ添字は３角形の３つの頂点を表し，ギリシヤ添字が繰り返されたとき

は１～３の頂点についての和をとるものとする．Ｌα(α＝1～3)は面積座標と呼ばれる．Ａｅ

は考えている３角形要素の面積，（〃,α，伽）は３角形のα番目の頂点の座標，Ｔα(t)は頂

点αにおける時刻ｔでの温度を表す．

ＣＦＥＭでは領域内に補助領域を考えて，その内部における熱量の収支を考える．図１の

点線で囲まれた補助領域を考えよう．点線で表された境界ｒを通しては入ってくる熱量に

よって節点αにおける温度Ｔαが変化することを考慮すると次の式が得られる．

（皇A‘),c等=耀伽Ｍｒ （４）

(4)式でβは密度，Ｃは比熱，ｘは熱伝導率，〃はｒの法線ベクトルである．(4)式は，次の

ような要素方程式を６つの要素について重ね合わせたものと考えることができる．（図２）

誉,c等=雄ん,｡▽ＴＭＦ （５）
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Ｆｉｇ．１．Anexampleofasubdomain・ＰｉａｒｅｍｉｄｐｏｉｎｔｓｏｆｓｉｄｅｓａｎｄＧ‘ａｒｅｔｈｅｃｅｎ‐
tersofgravityofthetriangleelements．Ａ‘denotetheareasofsquareswhose
verticesarea，Ｐｊ，ＧＺａｎｄＰ‘+,、Thetemperatureofthesubdomainbounded
bydashedlinesisdeterminedbythequantityofenergyincomingoroutgoing
throughtheboundaryofdashedlines、

○〈

'９

Ｆｉｇ２・Apartofasubdomaininatriangularelementwhoseverticesarea，βａｎｄ
γ・J-handrbaretwopartsoftheboundaryofthesubdomain、Ifthetriangu‐
ｌａｒｅｌｅｍｅｎｔｉｓｏｎｅｏｆｔｈｅｂｏｕｎｄａｒｙｅｌｅｍｅｎｔｓｏｆｔｈｅｗｈｏｌｅｄｏｍａｉｎａｎｄｔｈｅｓｉｄｅ

αβｉｓａｐａｒｔｏｆｉｔｓｂｏｕｎｄａｒｙ，ｌ－ｔｂｅｃｏｍｅｓａｌｓｏａｐａｒｔｏｆｔｈｅｂｏｕｎdaryofthe
subdomain．

１７１
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法線ベクトル〃はI~12,Ｔｂで

”仰=(竺屍今,且蒜墜）

”(r,)=(些蒜9,些i惹菖） （６）

で与えることが確かめられる．(6)式で、α，’bは境界I~h，ｒｂの長さである．(1)，(2)，(6)式
を用いると(5)式は

寺‘c等=雁(夫些云竺g+犬些子g)T・

＋羅(夫皇』芋g+犬竺云些)T・

＝羅(夫‘‘+莞-2‘．+犬c個十箸~co)T・
＝－－Ｌ(6.6α＋cpcα)Tｐ

４Ａｅ

となる．(7)式の変形で，ｂα＋6β＋６γ＝Ｃａ＋Cβ＋Cγ＝０を使用した．

Fig.３．Two-dimensionalsimplexelementαβγinthecaseofboundaryelement．

(7)

もし，図２の要素が考えている領域の境界の要素の場合（図３)，、を通しては入ってく

る熱量も(5)式の右辺に加えねばならない．領域の境界上では，総括熱伝達率をα7)，外の媒
質の温度をＴａとすると

ｘ▽Ｔ･〃＋α(Ｔ－Ｔα)＝０ （８）

が満たされるのでI~ｔを通しては入ってくる熱量は

ｘﾙ℃▽Ｔ･Ｍｒ＝－αん(Ｔ－Ｔα)ｄＦ

＝-α'ん.T､L・"-T･‘｡｝
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=-α|T､TI芸,-１ ‘｡+T・圭T‘(,岩I！ lｃ－Ｔａ２ｃ｝

＝等l2To-To-竺聖｜ （９）

となる．但し、ｃは境界ｒｂの長さで，（瞬十Ｃ;);/２で与えられる．(9)式を導くとき，要素

内で温度は〃,，gc2の１次関数であることから，点Ｐ１での温度は(Tα＋Ｔβ)/２であること

を考慮し，面積座標に関する積分公式8）

ルLfL:｡r=(α器)!’ ⑩

を使用した．(7)式と(9)式が，２次元シンプレックス要素の場合の，固体における熱伝導の

CFEＭ要素方程式である．

ＣＦＥＭを用いた数値解の信頼性を確かめるため，無限円柱についての計算を実行した．

無限円柱の対称性により,円柱の半分についての計算を行えば充分である．２次元シンプレッ

クス要素による分割を図４に示す．無限円柱の初期温度を０℃とし，外気の温度Ｔαを30℃

’
篇

Ｆｉｇ．４．AdivisionofaninfinitecylinderwithradiusRbytriangularelements・Ｂｅ‐
ｃａｕｓｅｏｆｔｈｅｓｙｍｍｅｔｒｙｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ，ｏｎｌｙｈａｌｆｏｆｔｈｅｃｙｌｉｎｄｅｒｉｓｃｏｎ‐
sidered．
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と仮定した．物理定数としては，

IOC＝１（Cal/Cm２．℃）

ｘ＝2.5(cal/c､．ｈ･℃）

α＝3.75(cal/cm2･ﾉZ･℃）（１，
を採用する，時間微分については，陽的なオイラーの前進差分を用いる．計算が収束するた
めには，時間差分△Ｚはノイマンの収束条件

等Max{(云差T)恩,(太)圏|≦， ⑫

を満たさなければならない．⑫式は，△ｔの上限として約20秒を与えるが，安全性を見込ん
で△t＝１０秒を採用した．無限円柱の中心と表面についての結果を図５に示す．

ｓ
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Fig.５．Theresultsofthecalculation，Theradiusofthecylinderistakentｏｂｅ２（c､)．
Thecalculatedresultsagreealmostexactlytotheanalyticsolutions（＋）ｉｎＥｑ.(34)．

ＪＩｕｚｏ３０４０５０６０７０８０ｇｏＩｏｃ

TiIile(II1iI1Ute）

〃2９

３次元熱伝導問題

３次元シンプレツクス要素は４面体であり，その内部で温度Ｔ(〃,，鉛２，範３，
gc3の１次関数で近似される．

Ｔ(鉛,，範2,9c３，ｔ)＝Ｌα(範,，gc2，gc3)Tα(t）

ｊ）はjci，

⑬
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Ｌ・(川…)=六(｡｡+恥十仙十“）
圏αα＝Ａ１α，ｂα＝Ａ２α，ｃα＝Ａ３ａ，。α＝A4a

If'二懐鮒繍露見乞驚雷幽;Ifl繍蕊繍嫌：
考えている４面体の体積，Ｔα(Z)は頂点αにおける時刻＃での温度を表す．

⑮式でＡαβは行列

(蝉） ⑯

の余因子である．（16)式の（〃,α，gc2a，gc3α）は４面体要素のα番目の頂点の座標を表す．

５

す

〆
目

Fig.６．Apartofasubdomaininatetrahedralelementwhoseverticesarea，β，γ
and6.Pzaremidpointsofsides,Qthecentersofgravityoftrianglesur-
facesandGisthecenterofgravityofthetetrahedralelement・Thesquare
surfacesdefinedbySα＝□Ｐ,Ｃ１ＧＣ３，Ｓｂ＝□Ｃ１Ｐ２Ｃ２Ｇ，Ｓｃ＝□Ｃ２Ｐ３Ｃ３Ｇａｒｅ
ｔｈｒｅｅｐａｒｔｓｏftheboundarysurfacesofthesubdomain・Ifthetetrahedralele‐
mentisoneoftheboundaryelementsofthewholedomainand△αβγisapart
ofitsboundarysurfaces，Ｓｄ＝□αＰ１Ｃ,P2becomesalsoapartoftheboundary
surfacesofthesubdomain．
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芽,c等=雄…‘,ＴＭＳ

ｌ繍卜
::冒逗圭亙二Z垂二塁丁

,=|淵｜
＝些云斧叶些云fg鋤十坐云三2鋤十坐云f聖

６β－６αｃβ－ｃα－。β－．α

でなければならない．⑳式と〃f＋〃;＋〃:＝，より

６β－６ａｃβ一Ｃａ。β一．ａ
72,＝ Ａ”’722＝ ＡｎＡ”，〃3＝－

Ａ"＝{(bβ－６α)2＋(cβ－cα)2＋(｡β－ｄα)21も

が得られる．

剛

姻

倒
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一般に，３次元空間内の３点（範,。，JC2a，OC3α），（ａＣ１ｂ，〃２６，０C3b），（ｇＣ１ｃ，釘2c，gC3c）の作る

３角形の面積Ａは

Ａ=吉lAi+A:+A誰“

峠牒lA妄隈lAFl制㈱
で与えられることに注意すると，点Ｐ,,Ｃ,,Ｃ３の作る３角形の面積はＡ"/３６であり，点

Ｃ,,Ｇ,Ｃ３の作る３角形の面積はＡ"/７２であることが確かめられる．故に４角形Ｓαの面積

ＡαはＡα＝Ａ"/36十Ａ"/72＝Ａ"/２４である．

４角形Ｓαの法線ベクトルが剛式で与えられること，”式のＡｎは２４Aαであること，及

び(14)式を利用すると

〃TMS=(恭竺旦云竺十結云fg+芸;等三二２)T‘鯛
であることが確かめられる．同様にして

ムワTMS=(余些云Fg+詩妾云f曾十；寺竺云flg)T・

伽WdS=(金些云竺十耐寺害云＝+;寺竺云三豊)T〃㈱
が得られる．㈹，〈27)式と６α＋6β＋６γ＋ｂ‘＝Ｃａ＋Cβ＋Cγ＋C‘＝。α＋ｄβ＋ｄγ＋ｄ‘＝０を用

いると⑰式は最終的に次のように書ける．

￥pc等=一六(６．６．+coco+do｡｡)T。⑱
もし図６の４面体要素が，考えている領域の境界の要素で，３角形CMβγが境界面である

ときは，⑰式の右辺に次の項を付け加えなければならない．

xAd▽Ｔ･〃ｄＳ＝－αfd(Ｔ－Ｔａ)｡Ｓ

＝一alf‘T"L・dS-T.A‘｜

＝-α|(T・+上;工2+工旦土苓土型)7丁呈示芸

十(T･+工竺圭型+皿;±L)7丁皇浩一T・Aol

＝等l6To-2To-工竺圭止工皇去L-2皿;土Lｌ例
Ａ ‘=器(6:+c:+〃帥

倒，例式を導くのに，４面体要素内で温度はgC1,〃2,範3の１次関数であることから，点Ｐ,，

P2,Ｃｌでの温度はそれぞれ(Tα＋Ｔβ)/2,(Tα＋Ｔγ)/2,(Tα＋Ｔβ＋Ｔγ)/３で与えられること，

３角形ｑ８γの面積が(6:＋ｃ:十．3);/２で与えられること，及び積分公式7）



Fig.７．Adivisionofafinitecylinderbyhexahedralelements・Becauseｏｆｔｈｅ
ｓｙｍｍｅｔｒｙｏｆｔｈｅｐｒｏｂｌｅｍ，onlyaquarterofthecylinderisconsidered．
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Ｆｉｇ．８．Onehexahedralelementisfurtherdividedbyfivetetrahedralsubelemｅｎｔｓ
ｉｎｔｗｏｗａｙｓ．
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剛L:｡S=(:士淵112Ａ （31）

を用いた．鯛式と@9｝式が３次元シンプレックス要素を用いた場合の，固体における熱伝導の

CFEＭ要素方程式である．

３次元のＣＦＥＭ数値解の信頼性を確かめるため,有限円柱について数値計算を実行した．

有限円柱の対称性から計算はその４分の１について行った．領域をまず図７に示すように６

面体要素に分割し，次に図８に示すように１つの６面体要素を５つの４面体要素に２つの方

法で分割する．６面体要素方程式は，２つの方法で分割された５つの４面体要素方程式を重

ね合わせて平均をとったものである．このように２つの分割の方法について平均をとること

によって，数値計算の安定性が高まることがわかっている．（２つの方法について平均をと

ることは，２次元の場合に鋭角３角形のみを用いることと対応しているものと思われる.）

初期条件，外気の温度，物理定数，時間差分はすべて２次元の場合と同じように選んだ．結

果を図９に示す．図より，T32はＴ２,より，T34はＴ２2よりも早く温度が上昇することがわ

かる．また，T32はT33よりも少しだけ早く温度が上昇している．

菊川：熱伝導問題の陽的解法

Ｔｉｍｅ(miI1ute）

。．、１０２０３０４０５０６ ０ ７ ０ ８ ０ ｇ ｕ ０

Fig.９．Theresultsofcalculation・BothRandHinthefigurearetakentoｂｅ２（ｃ、）．
Thecalculatedresultsagreealmontexactlytotheanalyticsolutions（＋）ｉｎＥｑ.(38)．
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解析解

固体における２次元熱伝導問題の基礎方程式と境界条件は次のように与えられる．

，c筈一臆(器十器)=０ 例

施▽ Ｔ･〃＋α(Ｔ－Ｔα)＝０（境界上で）例

半径Ｒの無限円柱を考える．鯛，倒式を極座標で書きなおし，初期条件Ｔ(gc1,鉛2,0)＝Ｔ‘

を満足するという条件をおくと，方程式の解Ｔ(〃,,〃２，Ｚ)＝Ｔ(7.,ｔ)は次のように求められ
る．

Ｔａ－Ｔ(γ，ｚ)＝Ｆ(7.,ｔ）
Ｔａ－Ｔ&“

『Ｍ=急加､:撫総cR亀１J｡(端）
Ｘ

ｍＲ＝万Tマ

β"はＪＯ(β)＝mRJ,(β)のｎ番目の根鯛

β,,の値は〃＝1～７について文献９）に与えられている．数値解と比較するため’５分ごと

の解析解を，無限円柱の中心と表面について，図５に＋記号で示してある．図５より，解

析解と数値解はほとんど一致していることがわかる．

固体における３次元熱伝導問題の基礎方程式と境界条件は次のように与えられる．

，c等一雄(器十叢十祭)=０ 岡

ｘ▽Ｔ・〃＋α(Ｔ－Ｔα)＝０（境界上で）（37）

半径Ｒ，高さ２Ｈの有限円柱を考える．（36ﾘ，例式を円柱座標で書きなおし，初期条件Ｔ(範１，

鞄2,ｺC3,0)＝Ｔ‘を満足するという条件をおくと，方程式の解Ｔ("''０C２，ｔ)＝Ｔ(γ'Ｚ，ｔ)は次の

ように求められる．

Ｔａ－Ｔ(γ，z，t)＝Ｆ(γ，ｚ)G(ｚ，ｔ）
Ｔａ－Ｔ‘鯛

｡Ｍ=急筈窯辛潟藷男cos崎）
X

77zH＝万百

腕はｃｏｔ(γ)＝ｍ閲γの72番目の根 倒

腕の値は〃＝1～７について文献１０)に与えられている．数値解と比較するため，５分ごと

の解析解を，有限円柱の４つの点（Ｒ，Ｈ)，（Ｒ，Ｏ)，（０，Ｈ)，（０，０）について，図９に

＋記号で示してある．解析解と数値解とのずれは点（Ｒ，Ｈ）についてほんのわずか認めら

れるのみである．なお２次元，３次元の場合とも，鯛，倒式の7zについての和は、＝７ま

でで打ち切って解析解を求めた．
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要 約

重みつき残差法を用いずに,熱量の保存という条件を１つ１つの要素に課すことによって，

空間について陽的な有限要素法を，２次元，３次元の固体における熱伝導問題について構築

することができた．２次元問題についての要素方程式は(7)式と(9)式で与えられ，それらは

6α，ｃα(α＝1～3)のみを用いて書かれている．３次元問題についての要素方程式は例式と倒

式で与えられ，それらは６α，Ｃａ,。α(α＝1～4)のみを用いて書かれている．これらの式と，

時間微分についてオイラーの前進差分を採用した陽的有限要素法の数値解は，無限円柱，有

限円柱について，解析解とほとんど一致した．

有益な本を貸していただいたこと，いくつかの点について教授していただいたことについ

て御木英昌博士に感謝致します．
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