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1は じめ に て いる。 研 究 は、 毎週 月 曜 日の5・6時 間 目のサ

鹿 児 島県 立 錦江 湾 高等 学校 は文部 科 学省 の スー イエ ンス リサー チ とい う科 目で行 う。大 学 との連

パ ーサ イエ ンスハ イ ス クール(SSH)の 再 指 定 を 携 は月2回 を 目安 に教 育 学部 に行 き、磯 川幸 直 教

受 け、平 成25年 度 で9年 目を迎 えた 。 授 の ご指 導 の も と に、TA2名 の協 力 を得 な が ら

SSH事 業 とは,文 部科 学 省が 理科 ・数 学教 育 を 研 究 を行 った。 生徒 の実態 と して、 数学 に対 す る

重点 的 に行 う高等 学 校 を指定 し、大 学 や研 究 機 関 知 識 ・技 能 とい う観 点 で は、 決 して 高 い とは いえ

等 と の密接 な 連携 の もと に将 来 の 国際 的 な科 学技 な いが、研 究 には 熱心 に取 り組 む。

術 系人 材 の育 成 に資 す る こ とを 目的 と して 行 って

い るカ リキ ュ ラム開発 の ため の事業 で ある。3研 究 テー マの設 定

錦江 湾 高 校 で は 、平 成22年 度 か ら理 科 や数 学 今 回研 究 テー マ を設 定す る にあた っ て、次 の3

の課 題研 究 に体 育 科 と家 庭科 も参加 し、 スポ ー ツ つの ことを意識 した。

や栄 養学 的 な分野 にも研究 対象 を広 げて い る。 ① 研 究対 象(内 容)が 学 習指 導 要領 の基 礎 基

SSHで は、高校 で学ぶ 知識 を活用す る と同時 に、 本 を基 に した発 展 的な 内容 であ る こ と。

大学 との新 しい知 識 を 吸収 で きる と い う点 で 、大 ② 高校数学 と大学数学 の境 界 レベルであ ること。

き な メ リッ トが あ る.と ころが そ の分 、趣 旨に適 ③ 未知 の 内容 で、 生徒 が 興 味 ・関心 を持 って

合す るテー マ 選 びや 学習 指導 要 領 の範 疇 を超 え た 主 体 的 、能 動 的 に取 り組 み創 造 的研 究 といえ

知識 につ いて 、 ど こまで 学習 す る か、 どのよ うに る内容 で あ る こと。

取 り扱 うか な どと いっ た課題 もあ る。 生徒 の 実態 これ らを 目標 に多 くの 出版 物 を閲 覧 し研究 テ ー

を把 握 し、そ れ に あっ たテ ーマ を設 定 す る こ とが マ を模 索 してみ たが,ど れ もよ く知 られ た内容 で、

重要 にな る。 新 しい トピ ック とは言 え ない もの ばか りであ った。

このよ うな 課題 を解 決 す るた め に は、高 校 と大 そ こで 教育 学部 の磯川 幸直 教授 に相談 した ところ、

学 が有 機 的 に連携 す る こ とが望 ま れ る。連 携 す る 多 面体 の展 開 図の個 数 には未 知 の部 分 が ある こと

ことで研究が深 ま り、内容 に厚みが生 じることか ら、 を教 えていただいた。 生徒 に とって も身近な話題で、

SSHの 意義 もさ らに高 ま る と思 われ る。 この報告 取 り組みやすい内容な ので 「多 面体 の展開図の研究」

書 は、SSHに お ける数学 科 の高大連携 の在 り方 を、 をテ ーマ にす る こと に した 。

研 究 を通 して 模索 す る もので ある。

4研 究 の実践 報告 書

2SSHの 実 際 と生徒 の実 態 「多面 体 の展 開図 の研究 」

平成25年 度 のSSHは 、 理 数科2年 生 を14班 数 学 班(家 村 泰 成 、岩 坪 敬 志 、 大 隣沙 帆 、 原 田

に分 け、そ のうちの11班 が鹿児 島大学 と連携 した。 詩歩 、東 和佳、岩元悟大 、福 留滉 平、加藤ゆめ ほ)

数学 班 は男 子4名 、 女子4名 の計8名 で構 成 され
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0は じめ に

展欝 欝 糊 鞘 潔 鷺 驚 図4正六面体(立方体)薗
と付 い て いな い 場合 の2通 りに 分 けて 考 察 す る 。

一 つ の ラベ ル 付 き展 開 図 にお いて 、 ラベル を置換 名称 頂点の個数 ラベル付き展開図の

した結果 、別 の ラベ ル付 き展 開図 にな る とき 、 こ 個数

の二 つ の ラベ ル付 き 展 開図 を 同一視 す る ことに し 二重三角錐575

よ う。 ラベ ル 無 しの 展 開図 の個 数 と は、す べ て の 五角錐6121

ラベル 付 き展 開 図 を この同 一視 に よ って分 類 した 切頂四角錐7224

ときの個 数 の ことで ある。 正六面体(立 方体)8384

さて 正多面体 は、正 四面体、正 六面体(立 方体)、

正 八面体 、正 十二 面体 、正二 十 面体 の5種 類 が存 ラベ ル付 き展 開図 の個 数 を求 め るた め には 、 グ ラ

在 す る。 ラベ ル 無 しの展 開 図 の個 数 につ いて は 、 フ理論 の 「行 列 」・「木 」定理 を用 いる。 は じめに、

正四面体 、正 六面体(立 方体)、 正 八面体 について 、 この定 理 につ いて述 べ る。

そ れぞ れ2個 、11個 、11個 存 在 す る ことは 、 よ

く知 られ て い る。(あ る小 学校 の教 科 書 に は 、立1.2グ ラフ と木

方体 の展 開図 が11個 、 記載 されて い る。)正 十ニ グ ラフ とは 、 い くつ か の頂 点 と、 二つ の頂 点 を

面体 、正 二 十面 体 につ いて はHipperheimer(1979結 ぶ い くつ か の辺 か らで き る 図形 の こ とで あ る。

年)が 初 めて ラベ ル 付 き展 開 図の個 数 とラベ ル無 グ ラ フでは 、 どの二 つ の頂 点 が辺 で 結 ばれ て いる

しの個 数 を求 め た。 この論文 の第1章 で は、 六面 か とい う情 報 だ けを考 え る ので 、辺 は ゴム の よ う

体 の ラベル 付 き個 数 につ いて述 べ る。 この個 数 を に 自 由に形 状 を変 えて 書 いて もよ い。 グ ラフ は平

求め るために、 グラフ理 論で知 られ ている 「行列 」・ 面上 の 図形 だ けで な く正 四面 体や 正 六面 体 な ど任

「木(tree)」 の 定 理 と 数 式 処 理 ソ フ トウ ェ ア 意 の凸多 面 体 も表す こ とがで き る。 図5、 図6は

Maximaを 利 用 した 。第2章 で は 、正 四 面体 と立 そ れぞ れ正 四面 体 、正 六面体 の グ ラフで あ る。

方体 と正八 面体 の展 開 図 をす べ て列 挙 す る。 第3グ ラ フで 表 さ れ た 凸多 面 体 に お いて 、 頂 点 、辺 、

章 では 、n角 錐 の ラベ ル付 き展 開 図 の個 数 を求 め,面 の個 数 をそれ ぞ れV、E,Fと す る と、 オイ ラー

そ れ を漸化 式 で表 した。 第4章 で は,角 錐 と角柱 の公式 と呼 ばれ るV-E+F=2と い う関係が 成 り立 つ。

の展 開 図の個 数 を グラ フ化 した。 例 えば 、図5に お いて 頂点 の個 数 は4、 辺 の個 数

は6、 面 の個数 は4と な り、4-6+4=2と なる 。

1六 面 体 の ラ ベ ル 付 き 展 開 図 の 個 数

1.1新 しく発 見 した結 果

六 面体 は 全部 で4種 類存 在 す る。 図1は 、二

重 三 角錐 、 図2は 五角 錐 、 図4は 正 六面 体(立

方 体)と 呼 ばれ る 。 図3は(数 学 のテキ ス トに

名 称 が見 当 た らな いた め)切 頂 四角錐 と呼 ぶ こ

と にす る。 各六 面体 の ラベル 付 き展 開 図の個 数

は表 のよ う にな る。 グラフにお いて頂点vlか ら頂点vnを 結ぶ{vl、v2}、

{v2、v3}、 … 、{vn-1、vn}の よ うな 辺 のつ なが りを

図1二 重 三角 錐 図2五 角 錐 図3切 頂 四角 錐 道 と い い、vlを 始 点 、vnを 終 点 とい う。 始 点 と

今 小 晒ll繋 鰹縮蕪轟
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はす べ て連 結 で あ る。連 結 な グ ラフが 、ル ー プ を その頂点から出ている辺の本数

もた な い とき 、そ の グ ラ フは木(tree)で あ る とMのi行j列 成 分=:均

い う。 図5、 図6を 見 れ ば分 か る よ う に、凸 多面 一1:i≠jか つ頂点ViとVjが

体 のグ ラ フは木 では ない。 辺で結ばれているとき

任 意 の木 にお いて 、次 の式o:i≠jか つ頂点ViとVj

辺 の個 数=頂 点 の個数 一1が 辺で結ばれていないとき

が成 り立つ。 この式は凸多面体 の展 開図を作 る際に、

凸 多 面体 を切 り開 く辺 の数(cut数)を 表す ので

あ る。

木 の例 を立 方体 で 説 明す る。立 方体 の頂点 は8個

あ り、辺 の数 は12本 あ る。 上記 の式 か ら7本 の

辺 を選 び 、8個 の頂 点す べ て を図7の よ う に辺で

結 んだ もので あ る。 なお 図 の○ は頂 点 を表 す 。一 例 えば、図8の 正四面体 のグラフを行 列で表す と、

般 に木 の頂 点 の数 は 凸多 面体 のす べて の頂 点 の個3 -1-1-1

数 よ り少 な くて もよ いが 、 この場合 のよ う に8個M=1 -13-1-1

の頂点全部 を結ぶ木 の ことを とくに、全域木 という。 -1-13-1

-1-1-13

327〒-

8n;、 拍 この グ ラフ の表現 行 列 の細 子 行 　uの行列 式 の

/ノ11値 とグ ラ フの 「木 」 の個 数 の間 には 、次 の定 理 が
ノ

12成 り立 つ ことが知 られ てい る・

「行 列 」・「木(tree)」 定 理

凸多 面体 の展 開 図 にお いて 、切 断す る辺 は全 域木 多 面体 の グラ フを表現 す る行 列Mに 対 して 、

に な らな けれ ば な らな い。 つ ま り、次 の条 件 を みMの どの余 因子行 列 の

た さな けれ ばな らな い。 値 もグ ラフGの 全 域 木 の個 数(こ れ を複 雑度

とい う)に 等 しい。

・ グ ラフは木 で あ る。(す な わち サイ クル を

もたな い)こ の定 理 か ら凸多 面 体 の ラベル 付 き展 開 図 の個

・ 切断 す る辺 の数 は 、 「(頂点数 一1)」 本 で 数 を求 め るた め には、 行列 の余 因子 行列 の行 列 式

あ る。 の値 を求 め れ ばよ い こ とが分 か る。 た だ し、そ の

計 算 量 は膨 大 に な る の で 、 数 式 ソ フ トウ エ ア

凸多 面体 の ラベ ル 付 き展 開 図の個 数 は この よ うMaximaを 用 いて 計算 した 。

に グ ラ フか ら得 られ る木 の個 数 と一致 す るの で あ 以上 の ことか ら凸 多面 体 の ラベル 付 き展 開 図 の個

る が、 これ を求 め るの は実 際 には難 しい。 そ こで 数 を求 め る手順 を整理す る 。

次 の方法 を考 え る。 手順1凸 多 面体 の グ ラフ を書 く。

手順2そ の グラ フを行列 で表 す 。

1.3「 行 列 ・木(tree)」 定 理 手 川頁3数 式 ソ フ トウ ェ アMaximaで 余 因子 の

グ ラ フは行 列で 表す こ とが で きる。 グラ フGに 対 行 列 式 を求 め る。得 られ た数 値が ラベル 付 き展 開

して、次 のP行 ×P列 の行列Mを つ くる。 図の個 数 を表す の で ある。
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●OO

2正 多面体 の ラベル 無 し展 開図 の列挙

2.1正 四面体

正 四面体 の展 開 図は2種 類 あ る。

蕊 瓢 ⑦》 塵
OOOzO3

咽コ[中 咄 ⑩ ⑪
●o

用コ 坤 臣コ 噺 臨___
多面体をその双対多面体という。° ⑧匙 ㌔

灘 臨 ∵1難
う し を 辺 で 結 ぶ 。

1011

円 羽[臨
/華一

2.3正 八面 体 この構 成 か ら、 もとの多 面体 とそ の双 対多 面 体

正 八 面 体 の ラベ ル 無 しの 展 開 図 は11種 類 あ る 。 の辺 は 同 じ本数 で あ るが 、頂 点 の個 数 と面 の個 数

以下 の展 開 図は2.2の ① ～⑪ の正六 面体(立 方体)は 入 れ替 わ る こ とが分 か る。 立方 体 と正 八 面体 は

の展 開 図 と対 応 して いる。 互 いに双対 多面 体 にな って い る。

① ② ③ この こ とか ら立 方体 のグ ラ フ を利 用 して 、正 八 面

体 の展 開 図 を求 め る方法 を具体例 で述 べ る。

例 ① 立 方体 の頂 点 にAか らHま で ラベ ル をつ

け る。

②12本 の辺 か ら7本 の辺 を切 る。

例 え ばAB、BC、DG、AH、HG、BE、
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EFを 切 る こ と にす る 。 プ ロ グ ラ ム は 以 下 の 通 りで あ る 。

Pyramid(n):=block([M,i],

ADM
:zeromatrix(n,n),

ForI:1whilei<=do(M[i,i]:3),

B

HtCM[1・2]・-1・M[1・ ・]・-1・

/'M[n,1]:-1,M[n,n-1]:-1,

For1:2whilei<=n‐1do(M[i,i‐1]:

EF-1,M[i,i+1]:-1),

return(determinant(M))

立 方 体 の グ ラ フ の 各 面 に正 八 面 体 の 頂 点 を① か);

ら⑥ ま で 書 く 。 グ ラ フ の 外 に あ る ⑥ は 正 八 面 体 のMakelist(pyramid(i),i,3,10);

残 り の 頂 点 を 表 す 。 各 頂 点 を 結 ぶ 線 は 正 八 面 体 の この プ ロ グ ラ ム か ら、 次 の 結 果 が 得 られ る 。

辺 を 表 す の で あ る が 、 正 八 面 体 の 展 開 図 を 作 る たn3456

め に切 断 す る辺 は立 方 体 の 展 開 図 の 切 断 辺AB、BC、 個1645121320

DG、AH、HG、BE、EFと 交 わ っ て い な い 線 で 数

あ る 。 そ れ を 点 線 で 表 す こ と に す る 。 こ の 場 合 辺n78910

① ⑤ 、 ① ② 、 ④ ⑤ 、 ⑤ ⑥ 、 ③ ⑥ の5本 で あ る 。 こ 個8412205577615125

の 点 線 で 正 八 面 体 を 切 り開 く と 図9の 展 開 図 が 得 数

られ る 。

11112113114

!1、39・601103・680271,441710・645

HlG;151617°'°

2D/1・8604964・870・84512・752・041…

、、
,"

＼ 一 .一一一 一¢' .

ノ 次 にn角 錐 の フベ ル 付 き 展 開 図 の 個 数 をanと し・
ノ

_7数 列 を{an}の 一 般 項 を 求 め る。

E」Fま ず 、 こ の 数 列 の 第 ・階 差 数 列 を 、{bn-an-

an -1}第2階 差 数 列 を{cn=bn-bn-1}、 第3階

差 数 列 を{do=cn-cn-1}と す る と 、bn+1=do

① と い う 関 係 式 が 成 り立 つ 。 こ の こ と か ら次 の 漸 化

'式 が 得 ら れ る 。
8

2覧 ＼ ④

an-4an -1-4an+,+an-3

/3.2黄 金比 登場

この漸化 式 を解 くた め に、特 性方 程 式 を作 りそ の

⑥ 解 を求 め た
。

3次 方 程 式 亡3-4亡2+4亡 一1ニ0を 解 く と

蒲 灘 繍 き展開図の個数 ・携 蒋一幽
n角 錐 の ラベ ル 付 き展 開 図 の個 数 を数 式 ソ

フ トウ エアMaximaで 調 べ た。 が得 られ る。す る と 汚+1と い う数 は黄 金 比 と呼
2
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ばれ る有 名 な数 であ る。

n角 錐 の個 数 をan,n角 柱 の個 数 をbnと し、 さ ら

・一+1
2と お き 、・,T,,τ一・ か ら にanとbnの 常用 対数 を表 に表 した.

角錐の展開図の個数 角柱の展開図の個数
anニx・1n+γ(τ2)n+z(τ 一2)nと お く。

さ ら に 亡=τ2と お い て 、3元 連 立 方 程 式 を作 る 。nanbnL°gin8nL°1°bn
311617511.20411998311.87506126

　 　　 ヨ　　 　コ　　ヨ　　　　　　 　コ 　ヨヨ　　　

z512118°52.°82785373.2564772°
x+yt3+

r3=16632081002.5051499783.90848501

.x'+t4+z-457841352872.9247959964.54761473y
t4-822051505283.3434085945.17761729

.x'+t5+?-12195776632°253.7616271855.8° °73425yis‐101512526208604.1796953836.41844382

　 ヨ　　 　 　むフ　　ヨヨ 　ゼ　フフむ　　 ヨ フのヨ フ　　　　

こ こ で 再 びMaximaで 、 次 の プ ロ グ ラ ム を 用 い て2103604304805.015694gg7.6452170

ヨ 　フ　　 　 　フフ む　　　ヨ 　　ヨヨ　ア　　　フ を　 　ヨ　　　

x,y,zを 求 め た 。471065711093645 .851652705.853636g

乃 ・x+γ ・ ・^・+Zt^3-・6;1186°49648708452846259375113305436166.2696287416.68760431.454274470.0542507

乃 ・x+Y・ ・^・+Zt^4-45・712752°144929°497777'1°55797°.6525272

f3・x+γ ・亡^5+Z

t^5-121;さ ら に1・gl・anと1・gl・bnの 値 を グ ラ フ1こ 表 す と

∫1:solve([f1=0,ア2=0,f3=次 の よ う に な っ た 。

o],[x,y,z]);

・、・∫・[・],[・ 一/sgrt(51
2)+1)^2]・:二

∫3・ratsimp(∫2);R

ほ 　　　まま
結 果 はx=-2,y=1,z=1と な る 。+町

1

し た が っ てan=-2+(τ2)n+(τ 一2)nと な る 。 ユ

数列{an}が 黄金比で構成されているという事a
la3dSFizR41n11171ヨ1」:1【5

実 は 驚 くべ き 結 果 で あ る 。 黄 金 比 が 数 学 の 根 底 に

潜 み 、 何 か し ら の 影 響 を 与 え て い る か の よ う で 宇

宙 の 法 則 の よ う な 神 秘 性 を 感 じる 。 と も に 直 線 状 の グ ラ フ に な る こ とが 分 か っ た 。
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濱田 ・磯 川 ・米山:ス ーパーサイエ ンスハイスクール(SSH)事 業 における数学科 の高大連携 の在 り方

また 、筆 者 も生徒 と一 緒 に研 究 をす る 中で,学

校 の授 業 だ けで は知 る こ とので き な い生徒 の 能 力

の 高 さや 、感 性 の豊 か さ に気 付 か され 、 生徒 の未

知 な る可能 性 に驚 か され た 。通 常学 力は 、テ ス ト

の点 数で 評価 されが ちで あ るが、SSHの 研 究 はそ

れ とは対 照的 にテス トでは評価で きな い、所 謂 「見

え ない学 力」 の育成 に貢 献す る と実 感 した。 また 、

コ ン ピュー タ ソ フ トな どの1青報 機器 の活 用 につ い

て も情 報教 育 の育 成 に繋 が り、 教科 の横 断的 な学

習 がで き るの で あ る。今 回 、生 徒 と と もに研 究す

る ことで 、 自分 自身 も教 師 として成 長 で きた こと

を喜 んで い る。

本 研 究 を行 うに あた り、 ご教 示 ・ご助言 をい た

だ いた 鹿児 島 大学 教 育学 部教 授 の磯 川 幸直 先 生 に

厚 く御礼 申し上 げ ます 。
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