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Itwaspresentedinthefirstreportｔｈａｔｓｏｍｅｏｆｔｈｅｅｎｄｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｆreeflexural

vibrationofuniformbarsshouldbeobtainedbythetheoreticalanalysis・

Thissecondreportdescribesanalyticaltechniquesforobtainingthefrequencyequations

byuseoftheresultsinthepreviouswork・

Followingsuchanalyticaltechniques，thefrequencyequationsandvibrationmodeshapes

forcantileverandsimplysupportedbeamsarepresented･Ｉｔｉｓａｌｓｏｓｈｏｗｎｔｈａｔｓｏｍｅｍｏｄｉ‐

fiedexpressionsofmodeshapesforthesebeamscanbeobtained．

1．緒

一様断面ばりが横方向に自由振動を行なう際，端末

に生ずる支点反力や固着モーメントなどの支点抗力と，

両端におけるたわみやたわみ角などの端末変位の相互

間には，ある特定の関係が成立している．この関係式

を第１報においては振動端末条件と呼び，固着端，支

持端および自由端の各種支持状態にあるはりについて，

それぞれの振動端末条件を求めた')．

そこで得られた結果によると，これらの振動端末条

件には振動モードが関係する．振動モードは各固有振

動数によって異なるわけであり，固有振動数は通常，

振動方程式の解として得られたたわみ式において，そ

の中に含まれる積分定数を境界条件で決定することに

よって求められる．

このため従来は第１報で述べたとおり，両端固着ば

り，両端支持ばり，片持ばりといった実用的な分類に

従って，個々の場合のたわみ式を求め，これにそれぞ

れ該当する境界条件を適用して，それらの振動数方程

式を得るという方法が採用されている2)．しかも，こ

の従来の方法によれば，振動中のたわみ量を確定する

ためには初期条件を使用して，たわみ式の中に含まれ

る積分定数の値を決定する必要がある．このため，振

動変位に対する理論結果と実験結果を直接比較したい

場合には，初期条件の設定を明確にしてはじめて，そ

れらに対する比較が可能となる．

本報告書は両端支持ばりと片持ばりについて，第１

報で得られた（16）式と（17）式の振動次数方程式を

使用してそれらに対する固有振動数を求める一般的な

計算手法を述べたものである．そしてまた，自由振動

中のたわみを支点抗力や端末変位で具体的に表わし，

これを初期条件の設定なしに実験結果とも直接，比較

ができるようにしたものである．このような計算手法

を採用すると，たわみ曲線を表わす振動モードの表現

式としては，多様な表現法の存在することがわかる．

なお本報告書においては，在来の振動数方程式を別

途な表現式に変形し，それを使用して振動モードと端

末条件との対応関係を，より明確にした結果について

も述べている．

2．振動次数方程式と振動モード

長さノ，曲げ剛性ＥＩウ単位長さあたりの質量１ozの
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一様断面ばりが，横方向に自由たわみ振動を行なう際，

図１に示すごとく左端Ａ点を座標原点とし，はりの軸

線に沿って右端Ｂ点の方向に尤軸を取る．そしてまた

鉛直下方に”軸を取れば，はりのたわみは”で表わ

される．ここでは以下の説明に便利なように，第１報

で得られた結果のなかから，本報告で必要とする個所

のみを，要約して示しておくことにする')．

く，実際にはりの固有振動数を求める場合には，（１）

式のうちのいずれか１個と（２）式のうちのいずれか

１個，都合２個の式で〃を決定すればよい．この場

合，振動問題の性質上，〃＞ｏとすべきであり，この

ため〃に対しては常に

ｃｏｓｈ〃＞１，ｓｉｎｈ〃＞０……(3)

の関係が満足されていなくてはならない．

なおここで，の”をはりの固有円振動数とすれば，

第１報の（５）式によりの”↓よ

の"＝ｽ癌21/EI7joZ，（"＝1,2,3,……）……(4)

で表わされ，本式の右辺のス稲は（１）式および（２）

式を満足する値である．このように（１）式と（２）

式から得られる〃は振動数や振動次数といった固有

値を決定するので，本報告書では便宜上〃のことを

振動固有数と呼んでおる．

次に振動時のたわみ”(苑,ｵ）は第１報の（３）式に

より

、｡

”(jr,ｵ)＝辺？泥(兎)･sin(の混ｵ＋α,諺）……(5)
鯨＝１

となるが，本式で関数９，"(苑）は，第１報の（10)式に

よれば，〃の下付添字を省略するとき

’(蕊)=2壷‘{剛伽｡shﾙr+cCs入"）
＋(ＥⅨ2)6A(sinhｽ苑十sｉｎ入尤)＋ﾉＷＡ(cosM尤

一ＣＯＳﾙじ)－Ｒ４(sinhルr-sin〃)｝……(5'）

で表わされる．（5')式は正規関数と呼ばれているが，

具体的には各振動モードに対するたわみ曲線を表わす．

したがって，本報告では以後これを振動モード曲線と

呼ぶことにする．

この第２報においては，両端支持ばりと片持ばりの

自由振動について，その振動数方程式を（１）式と

（２）式により求め，かつ，それに対応する振動たわ

み形を（5'）式で求めてみる．
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3．両端支持ばり

いま図１のように，はりの両端における変位を６４，

６Ｂと６４，６Ｂで表わし，また支持反力をＲ4,ＲＥと

し，支持モーメントをＭ4,ＭＢで表わすとき，固有

振動数を求める振動次数方程式は，第１報の（16）式

と（17）式により

董撒E撚勝亜…"１
蝋鋪雛講Ⅷ１

……(1)

茎鱗翰i鵜i¥畑Ｍ１
茎識I螺撫;Ⅷ１

……(2)

となる．（１）式は第１報の（16）式であり，（２）式

が第１報の（17)式である．ここで，端末変位６，６と

端末抗力Ｒ,Ｍは，それぞれに該当する点における最

大振幅を表わすものとする．

振動次数を決定する〃は，上記（１）式と（２）式

で表わされる４個のすべての式を，同時に満足するも

のでなくてはならない．ただし，第１報で述べたごと

両端支持ばりの場合には

６A＝6B＝０，Ｍ4＝ＭB＝０……(6)

の境界条件があらかじめ与えられている．

この条件を（5'）式に代入すると，振動モード曲線

?(妬）として

’(難)=2歳‘{(〃)'４(si伽十s肋）
一Ｒａ(sinhルr-sinルｒ)｝……(7)



富・有冨：一様ばりの横振動時における端末条件（第２報） 2３

を得る．しかも第１報の（32）式および（33）式によ

れば，この両端支持ばりに対しては，振動次数のいか

んにかかわらず

６４２＝6B2，およびR42＝ＲＢ２ ……(8)

の端末条件が成立している1)．また，第１報の(29)式

と（31）式によると，この場合

室工鰍:;二:｝…(8)
の関係も同時に成立する')．

３．１振動数方程式

従来の境界値問題に対する解法によれば，（６）式

の境界条件を（７）式に適用して，はりの振動数方程

式を求める，といった計算手法が採用されている2)．

しかしながら本報告書においては，（１）式と（２）式

へ適切な境界条件を適用して，該当するはりの振動数

方程式を求める，という一貫した計算手法について述

べる．

まず，（６）式の条件を（１）式に適用すると

［(ＥＩｽ2)６A＋Ｒ４]zcosスノ

ー〔剛ﾙR飢剛…，｝［(Ｅ肌2)64＋Ｒ４]2Sｉｎ〃＝Ｏ

、……(9)

となり，また（６）式の条件を（２）式に適用すれば

［(ＥⅨ2)64-Ｒ４]2cosh〃

‐〔剛…Ⅲ剛ⅢR』！［(Ｅﾉｽ2)64-ＲＡ]2sinMノー０

……(9'）

を得るが，この（９）式と（９')式が両端支持ばりに

対する振動次数方程式を表わす．

ところが第１報の（27）式によれば（Ｅｎ２)６A＋Ｒ４

＝０であることがわかっている')．この関係を考慮す

ると，（９）式の第２式より

ｓｉｎ〃＝０ ……(10）

が得られる．本式を第１報では，境界値問題に対する

従来の解法手順に従って求め，それをそこでは（24）

式として示しておいた')．

（10）式が両端支持ばりに対する振動数方程式とし

て，古くから採用されてきた最もなじみ深い形の方程

式である2)．そして振動数を求める場合には，この

（10）式の形が便利であると考える．しかし，振動数

とそれに対する端末条件との対応関係を考えるときに

は，（10）式の形は不便であり，その場合には（10)式

を変形して，それを以下に示すような別の表現式にし

ておくと都合がよい．

すなわち（10）式の振動数方程式は（９）式の第２

式を使用して得たものであった．そこで今度は，（９）

式の第１式を使用してみる．そのためにいま，（8')式

の関係を（９）式の第１式に代入すれば

４(Ｅ肌2)21A2cosｽﾉー 4(ＥＩｽ2)２６B6Ａ……(11）

が得られる．これに（８）式のうちの最初の関係，つ

まり@B＝±６Ａの関係を代入すると，上式は

ＣＯＳ〃＝－１，もしくはＣＯＳ〃＝１……(12）

となり，これは（10）式と矛盾しない．したがって，

この（12）式が（10）式を変形した別の表現式であり，

（12）式は（10）式のかわりに振動数方程式として採

用できることになる．

なお，（12）式は当然ではあるが次のように，（10）

式のみを使用しても求められる．すなわち，（10）式

を２乗して１から引くと

１－sin2〃＝１，．．.cos2〃＝１

となるが，これはＣＯＳ〃＝±１であり，（12）式と一

致する．

この場合，（10）式もしくは（12）式の振動数方程式

は，（９）式の２個のみを使用して得られた．このよ

うに，固有振動数を求めるためには，（９）式と（9'）

式で示される４個の方程式のうち，適切な２個を選び

出して，これら２個の方程式を満足する〃を求める

とよい．こうして得られた振動固有数〃の値は必然

的に，残りの未使用であった（9'）式も同時にすべて

満足するようになる．

つまり，（8'）式の第１の関係（ＥＩｽ2)６４－ＲＡ＝０に

よれば，（9')式の両式は恒等的に成立している．ゆえ

に，（10）式から得られる〃の値は，（９）式および

(9'）式の４個の式すべてを満足していることがわかる．

したがって，両端支持ばりの場合，（10）式がその振

動数方程式であるとの確認が得られる．

（10）式もしくは（12）式によると，振動固有数の

値として

ノI,ノー元，ス2ノー2元，ス3ノー3元，ス4ノー4元,……

．｡.え漉ノー"元，（"＝1,2,3,．…．．）

が得られるので，固有円振動数の”は（４）式より

の鰯=ﾉＷ署=零,/署……('3）
のように求められる．

ところで,振動数方程式としては，（12）式が使用で

きることを前に述べておいた．そこでいま，振動次数

を”で表わすと，（12）式のうちでＣＯＳス流ノー－１は，〃
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が奇数値を採るときの振動数を決定し,一方のＣＯＳﾉ１，Ｊ

＝１は”が偶数値を採るとき，その振動数を決定す

ることがわかる．なぜならば，ＣＯＳス凡ノー－１からは，

ｽﾕﾉ＝元，ス3ノー3元，ス5ノー5元,……として，〃＝１，３，５，…

の振動次数が得られ，ＣＯＳｽ郷J＝１からは，ス2ノー2元，

ﾉＩＪ＝4元，といった〃＝2,4,6,……の振動次数が得ら

れるためである．

（12）式の振動数方程式はまた

ＣＯＳｽ,@J＝(－１)"，（"＝1,2,3,...…）……(14）

で置き換えられ，これは（12）式の２個の関係を１個

の式でｂまとめて表現したものとなる．

3.2端末条件と振動数方程式の対応

振動数方程式を上の（14）式の形で表わすと，振動

次数と端末条件との対応性が，以下のように明確にで

きる．すなわち前述のように，（８）式の端末条件の

うちからβB＝－６４の関係を取り上げ，これを（11）

式に代入すれば

COSｽ"ノー－１，（"＝1,3,5,……）……(15）

として（12）式の第１式を得るが，これは振動次数が

奇数値を取る場合の振動数方程式を表わす．次に'Ｂ

＝ぬの関係を（11）式に代入すると，（11）式は

ＣＯＳﾉ1,J＝１，（"＝2,4,6,……）……(15'）

となるが，これは（12）式の第２式を表わし，これか

ら偶数次の振動数が得られる．

さて，（15）式の振動数方程式は６B＝－６Ａの端末

条件から得られたものであった．したがって，OB＝

－６４の端末条件は，ＣＯＳ入憾ノー－１から得られる振動

数に対応するものであり，このときの振動次数”は前

記のように，奇数値を取ることがわかる．また，同じ

端末条件６B＝－６Ａを，（8'）式に代入すれば

Ｒ４＝(E肌2)ぬ，ＲＢ＝(ＥＩｽ2)６４……(16）

となり，これからＲＡ＝ＲＢの関係を得る．ところが

(15）式によれば，いま使用したOB＝－６４は奇数次

の振動に対応する端末条件であった．この結果，振動

数がＣＯＳｽ,J＝－１の振動数方程式から得られる奇数

次の振動に対応して，Ｒ４＝ＲＢおよび６４＝－６Ｂの

端末条件が成立するという結論が得られる．

つまり，両端支持ばりが奇数次の振動数をもって，

振動をしている場合には

ＣＯＳ入憾ノー-1,("＝1,3,5,……）｜

Ｉ……('7）Ｒ４＝ＲＢ，６４＝－６Ｂ

の振動数方程式と端末条件とが，同時に成立していな

ければならない．

全く同様にして振動中の両端支持ばりが，ＣＯＳｽ,J＝

１の振動数方程式から得られる振動数をもつとき，そ

の振動は偶数次の振動を表わし，端末条件としては

RA＝一ＲＥおよび６４＝6Ｂが成立する，という結論

が得られる．すなわち，両端支持ばりが偶数次の振動

をしている場合には

．｡w='ルー2M，……)）…側Ｒ４＝一ＲＢ，６４＝βＢ

の振動数方程式と端末条件とが，お互いに対応する．

このような振動数に対応して，そのときの端末条件

をまとめて表示するためには，（８）式を

ＲＡ(")＝(－１)泥十'ＲＢ(")，および

６４(癌)＝(－１)"βB("),("＝1,2,3,..．）……(19）

のように表現すればよい．ただし，ＲＡ(施）などは，そ

れらが振動次数〃に対応することを明示するために用

いた表現である．

次に（19）式と同様な表現法によれば，（8'）式は

Ｒ４(郷)＝(EIｽ,､2)6A(擁)，（"＝1,2,3,.．…･）１

Ｒａ(認,=-(肌約０画(認),("=1,2,3,……)ノ
……(20）

のように表わされる．そこでいま本式の右辺の６A("）

と６B(")を，（19）式の第２式を使ってβB(魂)と６４("）

でそれぞれ置き換えてみると，上の（20）式は

I恥~《~'w寵拠……)…伽
｜R…=(－１州駕駕…)…(22）
となり，一端に生ずる支点反力Ｒを他端の傾斜角６

で表わすこともできる．もちろん，これらの式に対応

する固有振動数は（14）式もしくは（10）式により求

められる．（21）式と（22）式は前記の（16）式を書き

換えたものにすぎない．

３．３振動モード曲線

以上のようにして，振動次数と端末条件との対応関

係が得られるが，振動モードは各固有振動数によって

異なる．そこで次に各振動次数に対応する振動モード

を求めてみることにする．

この両端支持ばりの振動モード曲線？(苑）は，（７）

式により

や(鰯)=器{sinM難+ｓＭ
－－星一(sinM臆一sinｽ難)｝……(23）
（ＥＩｽ2)６４
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で表わされる．本式によるとその形を確定するために

は，左端のＡ点における抗力ＲＡとたわみ角６４の

比Ｒ４/(ＥＩｽ２．６４）の値を決定すればよいことがわか

る．ところが，このＲ４/(ＥＩｽ2.64）の値は(9'）式の

第１式により，次のように簡単に求められる．

すなわち，これまでのところでは，（９）式と（9'）

式の振動次数方程式のうちで，（９）式のみは使用済

みであるが，（9')式は未使用のまま残しておいた．そ

こで次にこの（9'）式を使用する．この場合，（３）

式の関係が存在するので，（9'）式からは

Ｒ４－(ＥＩｽ2)６４＝０……(24）

が得られる．本式は前に（8'）式として示しておいた

ものにほかならない．

したがって，上記の（24）式により端末抗力ＲＡと

端末傾斜角６Ａの比を求めると

ＲＡ/(Ｅ1712.6A)＝１……(25）

を得る．この（25）式の値を（23）式に代入すれば，

スをス混と書いて振動のモード曲線が

’穂(錫)=等sinｽ減鰯=’禁'sin竿“
（"＝1,2,3,.．…･）……(26）

のように，その中に端末傾斜角を含む形で決定できる．

本式でわかるごとく，（10）式で示したｓｉｎ〃＝Ｏの

振動数方程式は［"]＝[や]＝０の境界条件から得られ
幕＝Ｚ翼＝Ｚ

たものであることを知る．

このように，両端支持ばりに対しては，それの振動

モード曲線が（26）式の形で得られた．しかし，この

ままの形では端末条件との対応関係がいささか不明確

になっている．よって，この点を明確にするために，

いま（26）式で苑＝喜十ﾉ/２と置いて，座標原点を径間

の中央点に移してみると

，鍵(昔)=’禁'(sin等cos竿喜十cos等

＄in竿曾）……(26'）
が得られる．ここでもし，〃が奇数値を取るものとす

れば，ＣＯＳ("元/2)＝Ｏとなり，この結果上式は

，鰯(曾)=竺器塾sin等cos竿嘗
（"＝1,3,5,……）……(27）

となる．ところが本式で，誉＝一sとおいてみても，

９，冗(昔）の値は変らない．したがってこのとき，振動の

たわみ形は径間の中央点に対して，左右対称の形にな

ることがわかる．そして，この奇数次の振動に対して

Iま，振動数方程式と端末条件が（17）式で表わされる．

つまり，（27）式で表わされる振動モードに対して

は，（１７）式の端末条件が対応していることになる．

このことは（27）式の？(さ）を喜で微分して，たわ

み角”/婚とせん断力ＥＩ(‘ｊ３Ｗ婚3）を求め，これ

らに喜＝一J/２とど＝J/２の境界位置を代入すると，

(17）式の端末条件が得られる，という事実により容

易に確認できる．

さらにまた，（26'）式でれが偶数値を採るものとす

れば，ｓin(〃元/2)＝０となり，（26'）式の？(ど）は

や蝿(誉)=’禁'cos等sin竿嘗
（"＝2,4,6,……）……(28）

となる．本式でど＝一嘗とおくと，甲流(ど）の絶対値は

変らないで，その符号のみが変る．よってこのときの

振動たわみ形は，径間の中央点に対して左右非対称の

形になる，ということがわかる．そしてさらに，この

場合には（18）式で示した振動数方程式と端末条件が

成立している．

つまり，（28）式の振動モードは（18）式の端末条件

に対応することになる．このことも前の（27）式のと

きと同様に，（28）式を微分してたわみ角とせん断力

を求め，これらにど＝一ﾉ/２とど＝ﾉ/２の境界位置を

代入すれば，容易に確認することができる．

次に振動中のたわみ”は，（26）式を（５）式に代

入すればよいので

”=量辿型sin竿鰯.sin(の鰯＃+α,､）…(29）郡＝１”元

となり，たわみ”は端末におけるたわみ角６A("）で

表わされる．この６A(”は初期条件で決まる性格のも

のであるが，支持端のごく近傍で，そこの点のたわみ

角を計測するなどして，実験的に求めてもよい．

なおつぎに，（25）式より得られる６A(")＝ＲＡ(")／

(Ｅ』ｽ初の関係を使えば，（26）式は

い)=両織再sin竿“……(30）
のようになり，その形をＲ４(”で表現してもよい．し

たがって，（29）式の６A(”もＲ４(流)で置き換えられ

る．

以上述べてきたように，端末条件を最初に求めてお

けば，振動時のたわみ形が端末変位６４("）もしくは端

末抗力Ｒ４(鋤で具体的に表現される．ここで６A(鋤

やＲ４(鋤は実験的に求めることもできる．このため，

振動モードに対する理論曲線を実験により求めようと
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するとき，理論結果と実験結果の比較が直接可能とな

り，便利であると考える．

４．片持ばり

片持ばりをＡ端自由，Ｂ端固着とすれば

Ｍ４＝０，ＲＡ＝０，６B＝０，６B＝０……(31）

の境界条件があらかじめ与えられていることになる．

さらにこの場合は，第１報の（56）式と（57）式によ

って，はりの端末条件として

／岬=(肌2)岬……(32）
（ＲB2＝(ＥＩｽ2)2６４２……(33）

の関係が常に成立している')．また，この片持ばりに

対する振動モード曲線？(妬）は，（5'）式に（31）式の

条件を代入すれば

州=赤{剛伽｡Sm"+cos心）
＋(Ｅ肌2)64(sinh肱十sｉｎルピ)｝……(34）

で表わされる．

４．１振動数方程式

前の両端支持ばりと同様に，（34）式を使用する従

来法とは別途に，ここでも（’）式と（２）式を使用

して振動数方程式を求めることにする．片持ばりに対

する振動次数方程式は，（’）式に（3'）式の条件を適

用すると

剛伽+Ｍｃ.｡〃｜

側Ⅷ意;ｉｗ川|…閲＝ｽ(－６４Ｍ万十64ＲＢ）

となり，また（31）式の条件を（２）式に適用すれば

(二:::蝋が
を得る．したがって，64,64,ＭＢ,ＲＥをこれら４個

の式から消去してみると，振動数方程式が得られるは

ずである．しかし，ここでは計算手数をはぶく意味か

ら，次のような簡便法を取ることにした．

すなわち前に述べたように，振動数方程式は上記４

個の式のうち，適切な２個の式を使用して得られるわ

けであるから，いま（35）式の第１式と（35')式の第

’式とをえらび出し，これら２個の式を辺々かけ算し

てみると

（Ｅ肌2)2(ﾉ14644-644)ＣＯＳ〃･cosh〃

＝一(ｽ4642MB2-642RB2）

を得る．これに（32）式と（33）式の端末条件を代入

して，ＭＥとＲＢを消去すると

（ＥＩｽ2)2(え4644-644)ＣＯＳ〃･cosh〃

＝一(Ｅ肌2)2(ｽ4644-644）

．．.(え2642＋６４２)(ｽ2642-642)(ＣＯＳ〃･cosh〃

＋1)＝０

となる．この場合，Ａ端が自由の片持ばりを考えてい

るので，６４＝０，６Ａ＝０であり，この結果ス2642＋642

＝Oとすべきことがわかる．しかもこのとき，第１報

の（51）式によればス2642-642＝０の関係が存在す

る')．このため上式から

ＣＯＳ〃･cosh〃＝－１……(36）

が得られるが，本式が片持ばりに対する振動数方程式

として，従来から採用されている最もなじみ深い表現

式である2)．第１報ではこれを従来の境界値問題に対

する解法手順に従い，（34）式を使用して求め，それ

をそこでは（50）式として示しておいた')．

ここで（36）式をいま

。｡s"=c誌"<０……(37）
と書いてみると，ＣＯＳ〃の値は

－１＜ＣＯＳ〃＜０……(38）

の範囲にあることがわかる．なぜならば，（３）式に

よるとcosh〃＞１であり，（36）式ではＣＯＳ〃＜Ｏと

しなければならないからである．この（38）式はそれ

を満足する〃の値が，第２象限と第３象限に存在す

べきことを示す．したがって，第２象限に存在する最

初の〃の値で，１次振動が表わされ，次の第３象限

に存在する〃の値からは，２次の振動が得られる．

そして，そのすぐあとにつづく第２象限の〃からは

３次振動が得られ，その次の第３象限の〃の値から

は４次の振動が得られる．

このようにして，前の両端支持ばりの場合と同様に，

ここでも振動次数を”で表わすことにすると，第２象

限のス"Jからは奇数次の振動数が得られ，また第３象

限のス癌Jからは偶数次の振動数が得られるということ

がわかる．この奇数次と偶数次の振動数に対応して，

それぞれの振動数を算定する振動数方程式を得るため

には，（36）式の振動数方程式を変形して，次のよう

に別の形の表現式にしておけばよい．

すなわち，（36）式を書き換えて得た（37）式におい

て，その両辺を２乗して１から引いてみると
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ooshw,Ⅲ，"=:器慧
１

１－cos2ｽ塊ノー１－

となり，これから

ｓｉｎス"ノーtanM"/，もしくは

ｓｉｎス"ノーーtanhｽ流ノ……(39）

の関係を得る．ただし，本式から得られるス”Jの値は

（38）式の条件のために，第２象限と第３象限に存在

しなければならない．よって，この（39）式の第１式

から奇数次の振動数が得られ，第２式からは偶数次の

振動数が得られる．何となれば，すぐ前に述べたよう

に，（39）式の第１式を満足するス"ノの値は第２象限

に存在し，それは奇数次振動を示すことになり，また

その第２式を満足するス"Jの値は第３象限に存在し，

それが偶数次振動を示すことになるためである．

全く同様にして，（36）式を今度は

。｡sｗ=で雨一
と書いて両辺を２乗し，そのあと両辺から１を引くと

ooshw-1=而圭7i;5r－１，
棚肌爾'=駕器
となる．したがって，これから

ｔａｎｽ鹿ノー－sinh入混ﾉ，もしくは

ｔａｎス"ノーsinM"ノ……(40）

の関係を得る．本式の第１式を満足する〃は第２象

限に存在するため，この第１式は奇数次の振動を表わ

す振動数方程式であることがわかる．またその第２式

を満足する〃は第３象限に存在し，それは偶数次の

振動に対する振動数方程式を表わす．

以上述べたように，片持ばりの振動数方程式として

は（36）式のかわりに，（39）式もしくは（40）式を採

用してもよいことがわかった．振動数方程式をこのよ

うな（39）式と（40）式の形で表現しておけば，振動

次数と端末条件の対応関係が明確になり，かつ振動次

数とそのときの端末条件に対応する振動モードも明確

に指定できるようになる．

４．２振動固有数ﾉＭと端末変位の比的/(入6A）

との関係

（32）式と（33）式によれば，端末条件はまた

（器)，=(器)，……(4'）
で表わされる．本式を第１報では（58）式として示し

ておいた')．この（41）式は両辺に１/ｽ２を乗じて

ＯＡ２－ＲＢ２……(4''）
‐両ＩＦ一入2ＭＢ２

と表わしてもよい．

（41）式つまり（41'）式の端末条件によれば，端末

変位の比は，端末抗力の比に等しい．この結果，端末

変位の比６A/(ｽ64）と振動固有数〃との対応関係が

わかれば，端末条件と振動次数の対応関係が明確にで

きるはずである．そこで以下に，〃に対する６４/(ｽ64）

の表現法について考えてゆく．

前に（35）式の第１式と（35')式の第１式の２個の

式を使用すると，振動数方程式が得られることを述べ

ておいた．それゆえに，これら両式の残りの２個の式

は，これまでのところでは未使用であるということが

わかる．しかし，（35）式と（35'）式のうちで，これ

ら未使用であった２個の式は，次のように，各振動数

に対応する端末変位の比６４/(ﾉ16Ａ）の値を求めるた

めに使用できる．

すなわち，（35）式の第２式と（35'）式の第２式が

これまでのところ未使用であったが，これら両式によ

れば

（入2642＋βA2)sｉｎ〃＝(入2642-642)sinh〃

の関係が存在する．これを書き換えると

642(sinh〃＋sｉｎ〃)＝入2642(sinMノーsｉｎ〃）

、６４２－ｓｉｎｈ〃一sｉｎ〃 ……(42）
．、ス2642ｓｉｎｈ〃十sｉｎ〃

となり，本式から６４/(ｽ6A）の値としては正負の２つ

のものが得られる．ところが，第１報で（48）式とし

て示しておいた

急=-器釜辛器(<0）……(43）
の表現式，および第１報で（49）式として示しておい

た

農=-筈瑞手謡(<0）……(43'）
の表現式を参照にすれば，６４/㈹4）は負の値を採ら

なければならない')．よって，（42）式から得られる

６４/(ｽ6A）の値は

急=－，/淵鐘器……(44）
として求められる．ただし，上記の（43）式と（43'）

式および（44）式は奇数次，偶数次の振動数を問わず，

すべての振動次数に対して成立する．

ここで（44）式を前記の（43）式および（43'）式と

比べてみると，その表現式が異なった形をしている．
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けれども，これら（43）式と（43'）式および（44）式

の３者は実質的には同じものであり，それは次のよう

にして簡単に証明することができる．

従来の境界値問題に対する解法手順に従えば，（34）

式から境界条件を使用して（43）式と（43')式が得ら

れ，この２者を組み合わせると，（36）式の振動数方

程式が求められることがわかっている2)．このことに

ついては前もって，第１報で示しておいた')．しかし，

ここでは（34)式を使用することなしに，（43)式の右

辺と（44）式の右辺を等しくおいて，振動数方程式を

求めてみる．そうすれば

:謡辛器=,/器器手謡
．．､cosh〃＋ＣＯＳﾉIノー1/sinh2〃－sin2〃

を得る．ところがこれの両辺を２乗してみると

２(ＣＯＳ〃･cosh〃＋1)＝０……(45）

となり，（36）式と同じ結果が得られる．これはまた，

(43）式と（43'）式の両辺を，それぞれかけ合わせて

みると（42）式が得られ，この（42）式は（44）式を

表わす，ということによっても容易に確認できる．こ

のことは（43）式と（43')式の２個の式を総合すれば，

それらは（44）式の１個の式で表現できるということ

を意味しており，この結果，（43）式と（43'）式は

(44）式の１個で置き換えてもよいことがわかる．

全く同様にして，（43'）式と（44）式とを組み合わ

せてみても，（45）式と同じ結果を得る．したがって，

（36）式が成立するとき，（43）式と（43'）式および

（44）式の３者は全く等価なものになってしまう．つ

まり，端末変位の比６４/(ﾉ164）の値としては

６４－ｃｏｓｈ〃＋ＣＯＳ〃ｓｉｎｈ〃－sｉｎ〃
ｽ6４ｓｉｎｈ〃＋sｉｎ〃ｃｏｓｈ〃＋ＣＯＳ〃

＝-,/:淵手謡……(46）
のように多様な表現が可能となる．

４．３端末条件と振動数方程式の対応

端末変位の比６４/(入64）は（46）式によって，振動

固有数〃で表わされたが，この（46）式の形のまま

では振動次数と端末条件との対応関係が，いささか不

明確である．したがって，これらの対応関係を，さら

に明確にすることを次に考えてみる．

そのためには，（32）式と（33)式の端末条件を，次

のように別々にわけて仕分けし，それぞれに対する端

末変位の比６４/(ｽ64）を求めてゆけばよい．すなわち，

（32）式と（33）式をいま

jlfB＝－(EⅨ2)64,あるいは〃B＝(EⅨ2)６４Ｉ

ＲＢ＝(E脚)６４，あるいはＲＢ＝－(EIｽ2)６４ノ

……(47）

のように区分しておき，これらの端末条件それぞれに

対応する振動数方程式を，（35）式と（35'）式によっ

て求めてみる．

このようにすれば，Ｍb＝－(、ｽ2)6ＡとjZB＝

(Ｅﾉｽ2)６４のそれぞれに対して

ＲＢ=±(EI7I2)ぬ

の複号のうちのいずれの符号をもつ関係式が，同時に

成立しなければならないか，といったＭＥとＲＢの

対応関係も明らかにできるはずである．そしてさらに，

これらＭＥとＲＢの対応関係に対しては，それぞれ

の振動数を決定する振動数方程式が別途に得られるは

ずであり，その形も（36）式の表現とは異なったもの

になるとの見通しが得られる．それゆえに以下では，

それぞれの端末条件に対応する振動数方程式を，（35）

式と（35'）式によって求める方針を取る．

この場合，（35）式と（35'）式を少し変形しておく

と，あとの計算には都合がよい．それでまず，（35'）

式の第１式と（35）式の第１式を辺々差し引くと

（ＥＩｽ2){(cosh〃一ＣＯＳｽﾉ)ﾉ12642-(cosh〃

＋ＣＯＳ〃)642}＝2ﾉ1264ＭＢ……(48）

が得られ，また（35）式の第１式と（35')式の第１式

を，辺々加え合わせてみると

（ＥＩｽ2){(cosh〃＋ＣＯＳ〃)ｽ2642-(cosh〃

－ＣＯＳ〃)６４２}＝－２０ＡＲＢ……(48'）

となる．次に（35）式の第２式と（35')式の第２式か

らは

急=-,/≦器手謡
として，（44）式が得られることを前に述べておいた．

よって，端末条件と振動モードの対応性を求めるた

めには，（35）式と（35'）式の４個の式のかわりに，

いま求めた（48）式，（48'）式および（44）式の３式

を使用してもよいことがわかる．これら（48）式，

(48'）式および（44）式の３者を使って，端末条件と

〃の対応関係を示すと以下のようになる．

［ｉ］JME＝－(EI7I2)６４のとき

（48）式にＭＥ＝－(Ｅ"12)６４の関係を代入すると

（ＥＩｽ2){(cosMノーCOS〃)ｽ2642-(cosh〃

＋ＣＯＳ〃)642}＝－２(ＥＩｽ2)ﾉ12642
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、ＯＡ２－ｃｏｓｈ〃一COS〃＋２ ……(49）
・・ス2642ｃｏｓｈ〃＋COS〃

のような関係が求まる．そこで本式の右辺で，その分

母と分子にＣＯＳ〃を乗じてみる．ただし，（38）式に

よると，－１＜ＣＯＳ〃＜Ｏの条件が存在したので,ＣＯＳ〃

美０であることがわかっている．このため，ＣＯＳ〃を

分母と分子に乗ずることは何等支障がない．このよう

にして，上の642/(ｽ2642）の値は

此２－cosh〃COS〃一cos2〃＋2COS〃…(50）
ス2642 ｃｏｓｈ〃ＣＯＳ〃＋cos2〃

となるが，ここで（36）式の振動数方程式から得られ

るcosMJ･ＣＯＳ〃＝－１の関係を使用すれば，上式は

６４２－（１－ＣＯＳ〃)２ ……(51）
入2642l-cos2〃

のように書き換えられる．ここでまた，すぐ前に述べ

たように，（38）式によって１－COSスノーＯの関係が成

立しているため，この１－ＣＯＳ〃の項を（51）式の右

辺で，その分母と分子からおとすと

６Ａ２－１－ｃｏｓ〃 ……(52）
ス2642１＋ＣＯＳ〃

が得られる．本式からは正負２個の値を得るが，（43）

式もしくは（43'）式によれば，６A/(ｽ64)＜Ｏでなく

てはならない．したがって，この場合６４/(ｽ64)値の

は

急=-,/;手謡(<0）……(53）
とすべきである．

あるいはまた，（36）式の振動数方程式により，

ＣＯＳ〃＝－１/cosh〃を求めて，これを上の(53)式の

右辺に代入すると，この（53）式は

岩=-,/器謡鍔…側
のようにも表現できる．この結果

ＭB＝一(Ｅ肌2)6Ａ．….．(54）

の端末条件が成立するとき，端末変位の比６４/(入64）

は

急=-,/器謡岩=-,/+手篭莞
……(55）

で表わされることがわかる．本式は（53）式と（53'）

式をまとめて示したものにすぎない．

この（55）式を満足する振動固有数〃は，これら

２個の６４/(ｽ64）の値を（44）式と等しくおいて，振

動数方程式を作ることによって求められる．すなわち，

(44）式は（35）式と（35'）式から得られたものであ

り，かっこの（44）式はすべての振動次数に対して成

立する関係であった．それで，（44）式の右辺を（53'）

式の右辺に等しくおけば，振動数方程式が

，/器綜器=,/器偶
．．.sｉｎｽﾉｰ一tanh〃……(56）

の形が得られるが，これは（39）式の第２式と一致す

る．ところが，（39）式の第２式を満足する〃の値

は，前にも述べたごとく第３象限に存在し，そのとき

の振動数は偶数次に相当するものであった．

よって，（54）式の端末条件は振動数が偶数次の値

を採るときに成立することがわかる．このように振動

次数が偶数次に当たることを明示するためには，〃を

振動次数として（56）式を

ｓｉｎｽ"I＝－tanM"ﾉ，（"＝2,4,6,…）……(56'）

のように表現しておくほうがよい．

なお，この場合（53）式と（53')式を等しく置いた

のでは，次式のように

，/器謡岩=,/鵠:釜
．．､2(coshｽﾉ･ＣＯＳ〃＋1)＝０

として，（36）式の形をした一般性のある振動数方程

式が得られるだけである．さらにこのとき，（46）式

の関係によれば，（44）式は（43）式ないし（43'）式

に等しいわけであるから，（55）式の値を（43）式も

しくは（43'）式に等しく置いても，（56）式の振動数

方程式が得られる．しかし，その場合には（55）式が

（36）式の振動数方程式を使用して得られたにもかか

わらず，（55）式を（43）式もしくは（43'）式と等し

く置いたあとの計算過程で，さらに（36）式の在来形

の振動数方程式を再度使用しないと，（56）式が得ら

れない．このように（43）式あるいは(43')式を（55）

式と組み合わせるとき，計算手数がそれだけ余計にか

かるのは，（43）式と（43'）式の値が（35）式および

(35'）式の振動次数方程式とは，直接的な対応関係を

もたないことに，その原因があるものと考える．

次に全く同様にして，（44）式の右辺と（53）式の

右辺を等しくおくと

，/器尭手識=1/f手器；
．..tａｎ入"ノーsinM"ﾉ，（n＝2,4,6,…）……(57）

となり，これは（40）式の第２式と一致する．この

（40）式の第２式はやはり，偶数次の振動数のときに

成立する関係であった．よって，（57）式ではこれを
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明示するために，入のところをあらかじめス”で表現

しておいた．この（57）式を求めるために，（53）式

を（43）式もしくは（43')式と組み合わせてもよい．

しかし，その場合も計算の途中で再度（36）式を使用

する必要があり，具合が悪い．

［ii］ＭB＝(ＥⅨ2)６４のとき

（48）式にＭＥ＝(ＥＩｽ2)６４を代入すると

（ＥⅨ2){(cosh〃一COS〃－２)入2642

-(cosh〃＋ＣＯＳ〃)642}＝０

．６Ａ２－ｃｏｓｈ〃一ＣＯＳ〃－２
……(58）

・・ス2６４２ｃｏｓｈ〃＋ＣＯＳ〃

の関係が求まる．前に述べたように，この振動問題の

場合には（３）式が成立し，それによればcosh〃＞１

でなくてはならなかった．これからわかるように，

(58）式の右辺でその分母と分子に，それぞれcosh〃

(美O）を乗ずることは，何ら差し支えがない．このよ

うな計算を実行した結果へ，さらに（36）式の振動数

方程式から得られるところのＣＯＳ〃＝－１/cosh〃の

関係，つまり（37)式の関係を使用すると，（58）式は

６４２－(cosh〃－１)２
……(59）

‐7両Zす一cosh2〃－１

となる．しかし本式の右辺で》cosh〃－１(＝O）の項

はおちるため，この（59）式は

６４２－cosh〃－１
……(60）

７両画す－cosh〃＋１

の形で表わされる．

あるいはまた，（36）式の振動数方程式，つまり

cosh〃＝－１/ＣＯＳ〃の関係を用いると，上の（60）式

は

６４２－１＋ＣＯＳ〃
……(61）

ノl26421-cos〃

のようにも表現できる．（60）式と（61）式に対して

も，（43）式もしくは（43'）式の関係からわかるごと

く，６A/(ﾉ164)＜ｏとすべきである．よって，この場合

の端末条件

ＭB＝(Ｅ肌2)6４……(62）

に対応して，（60）式と（61）式の６４/(入64）の値は

急=－１/慧掃=-,/芸謡
……(63）

の形を取らなければならない．

ここで，（63）式の第１の関係式を（44）式の右辺

に等しくおくと

，/器諾編=,/器綜器

．．.sｉｎｽ"ノーtanM"J，（"＝1,3,5,…）……(64）

となり，また（63）式の第２の関係式と（44）式から

は

，/砦::釜=,/:淵手謡
．．.tａｎｽ"ノー－sinM"ﾉ，（"＝1,3,5,…）

……(65）

を得る．（64)式は（39）式の第１式と一致しており，

また（65）式は（40）式の第１式と一致し，これらは

いずれも振動次数としては，奇数値を取る場合の振動

数方程式であった．よって，（62)式の端末条件と(63）

式の端末変位の比は，奇数次の振動のときに成立する．

この奇数次振動を明示するために，（64）式と（65）式

では，ノｌをノI”の形であらかじめ表現しておいた．

なお，この場合も（63)式を（43）式もしくは(43'）

式と組み合わせて，（64）式と（65）式を求めてもよ

い．しかし，そこではやはり計算の途中で再度（36）

式を使用する必要があり，それだけ余計な計算手数が

必要となることは，（56'）式および（57）式の場合と

同様である．つまり，（63）式は（36）式の振動数方

程式を使用して得たものであったが，この（63）式を

(43）式もしくは（43'）式と組み合わせたときには，

再度（36）式を使用する必要が生じ，その分だけ計算

手数がかかるため具合が悪い．

［iii］ＲＢ＝(ＥＩｽ2)６４のとき

（48'）式にＲＢ＝(ＥＩｽ2)６４を代入すれば

（ＥＩｽ2){(cosMJ＋ＣＯＳ〃)ｽ2642

-(cosMノーＣＯＳ〃－２)642}＝０

．６４２－ｃｏｓｈ〃＋ＣＯＳ〃
……(66）

．・ﾉl2642coshスノーCOSスノー２

が得られ，この式の右辺をいままでと全く同じ手順に

従って，（36）式の振動数方程式から得られるＣＯＳ〃

＝－１/cosh〃の関係を用いて，ｃｏｓｈ〃の項のみで表

わすと，上の（66）式は

一生Ｌ＝ｃｏｓｈＷ－１ ……(67）
入2６４２（cosh〃－１)２

となる．ここでまた，（３）式によればcosMJ-1＝０

の条件が存在するため，上式の右辺でその分子と分母

からｃｏｓｈ〃－１の項をおとし，さらに６４/(ｽ64)＜Ｏ

の関係を用いると，（67）式より

６４－
入６４

が得られる．

＝－１/ＣＯＳ〃

j/器諾浩い…(68）
あるいは再度，（36）式によってｃｏｓｈ〃

を求め，これを上式の右辺に代入すると，
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この（68）式に対しては

急=-,/芸窯尭……(63）
という形の表現も可能である．よって，ＲＢ＝(Ｅ肌2）

ぬの端末条件が成立するとき，端末変位の比６A／

(ｽ6A）は

患一,/器諾浩=-,/+王謡
……(69）

で表わされることがわかる．

さて，この（69）式と前の（55）式とを比較してみ

ると両者は全く一致している．前記の（55）式は偶数

次の振動のときに満足され，そのとき（54）式の端末

条件が成立した．したがってここで，次の結論が得ら

れる．すなわち

〃B＝一(ＥＩｽ2)64,ならびにＲＢ＝(Ｅ肌2)6Ａ

……(70）

の端末条件は同時に成立していなければならず，かつ

そのときの端末変位の比は（69）式，つまり（55）式

で表わされる．そして，この（70）式の端末条件に対

応してシ振動数方程式としては，（56')式および（57）

式が成立する．（56'）式は（39）式の第２式であり，

また（57）式は（40）式の第２式に外ならない．

以上の振動次数が偶数値を採るときに，同時に成立

する関係式をとりまとめ，見やすくそろえて書くと

給示=-,/器器主+=-,/+手器:謡
sin入"ノー一tanM"J，もしくは

ｔａｎス流ノーsinhス純ノ

ＭB(”＝一(Ｅ』ｽ"2)64(鋤，ならびに

ＲＢ(")＝(ＥⅨ,､2)６４(泥）

（"＝2,4,6,……）

……(70'）

のようになる．

［iV］ＲＢ＝一(ＥⅨ2)６４のとき

（48'）式にＲＢ＝一(Ｅ肌2)６４の関係を代入すれば

（ＥＩｽ2){(cosh〃＋COS〃)ｽ2642

一(coshﾉﾘー ＣＯＳ〃＋2)６４２}＝０

．６Ａ２－ ｃｏｓｈ〃＋ＣＯＳ〃

．、ノl26A2cosh〃一COS〃＋２

となる．いままで全く同様にして，（36）式から

ＣＯＳ〃＝－１/cosMZを求め，これを上式の右辺に代入

すると

βA2-cosh2〃－１、O42-cosh〃－１

入2642（cosh〃＋1)２，．．入2642ｃｏｓｈ〃＋１

……(71）

が得られる．次に今度は，（36）式をcosh〃＝－１／

ＣＯＳ〃と書いて，これを上の（71）式の右辺に使用す

ると，この（71）式は

６４２－１＋COS〃
……(71'）

ス２６４２１－ＣＯＳ〃

で表わされる．前にも述べたように，この片持ばりの

場合には，（43）式もしくは（43')式により６A/(ｽ6A）

＜Ｏの関係がわかっているので，（71）式と（71'）式

は

岩=-,/器綜一,/芸識
……(72）

としなければならない．

さて，この（72）式と前記の（63）式とを比較して

みると，両者は完全に一致している．そして（63）式

はＭＥ＝(EI7(2)６４の端末条件から得られたものであ

り，かつそれは奇数次の振動のときに成立する条件で

あった．したがってここで，次の結論が得られる．す

なわち，奇数次の振動のとき

Ｍb＝(ＥＩｽ2)64,ならびにＲＢ＝一(ＥＩｽ2)６４

……(73）

の端末条件は同時に成立し，かつ，そのときの端末変

位の比は，（72）式つまり（63）式で表わされる．そ

して，この（73）式の端末条件に対応して，振動数方

程式としては，（64）式および（65）式が成立する．

(64）式は（39）式の第１式であり，（65）式は（40）

式の第１式のことである．

これらをとりまとめ，奇数次の振動のとき成立する

関係式を，見やすくそろえて書けば

i講蕊f=１
……(73'）

のようになる．

4.4振動モード曲線

ここでは，端末条件と振動モードの対応について考

える．振動モードは振動固有数〃によって異なるわ

けであるが，片持ばりの場合,振動のモード曲線？(苑）
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lま，（34）式を少し書き換えて

，(鰯)=÷{cosM躯十cos〃

＋患(sinh船sin州……(74）
となる．本式によると，ある振動固有数〃に対応す

る振動モードは，６４/(ｽ64）の値できまる．しかも，

６４/(ﾉ164）の値としては，（46）式のように多様な表現

形が存在する．この結果，振動モードの表現式として

は，多様な表現が可能であることを知る．

しかしながら，ここでは端末条件との対応を考えて

いるので，振動モード曲線９０(妬）を求める目的で，

(46）式の６４/(ｽ64）の値を（74）式に使用するわけ

にはいかない．なぜならば，この（46）式の場合には，

端末条件との対応関係が明示されていないからである．

一方，この（46）式に対して，（55)式と（69)式，も

しくは（63）式と（72）式で表わされる６４/(ﾉ164）の

値は，それらが（70）式と（73）式の端末条件に対応

することが明示されている．したがって，これら対応

関係が明確になっている（69）式と（72）式の値を，

(74）式に代入すれば，それぞれに対応する振動のモ

ード曲線が得られるはずである．

まず，偶数次の振動を表わす（55）式と（69）式の

６４/(ｽ64）の値を使用してみる．このような振動次数

が偶数値を取る場合，片持ばりの振動モードを表わす

9｡"(苑）は，（74）式の６４/(ｽ64）のところへ，（55）

式の第１の関係式，つまり（69）式の第１の関係式の

値を代入すればよいので，それは

“認(難)=且昔璽L{cosM紬c岬

‐,/器謡砦(sinh柵sin恥鰯)｝
（n＝2,4,6,……）……(75）

となる．あるいはまた，それらの第２の関係式の値を

使用して

?"(妬)＝ {cosw+cCsえ露”２

６４(魂）

一,/;手織;(sinM蝿叶s…｝
（"＝2,4,6,.．…･）．｡…･(75'）

の形で表わしてもよい．（75）式と（75')式によれば，

?"(妬）は自由端のたわみで決まることがわかる．

（75）式と（75'）式の？"(苑）は全く同じ振動たわみ

形を表わすが，これらの式のス"ノの値は（39）式と

(40）式の第２式から得られる．そしてこれら（75)式

と（75')式に対応して，同時に成立すべき関係式を，

とりまとめて示したものが（70'）式である．

次に振動次数が奇数値を採るときのモード曲線

甲冗("）は，（74）式の６４/(ｽ64）のところに，（63）式

の第１の関係式つまり（72）式の第１の関係式の値を

代入すると

，雁(蕊)=且苦坐{coshｽ忽溺十cos入鰯”

-,/淵芸幸十(sinM洞叶s…｝
（"＝1,3,5,……）．．…･(76）

となり，またそれらの第２の関係式の値を,６４/(ﾉ164）

のところに使用すると

，鰯(覇)=竿{coshﾉI洲cos“

-,/+主謡蒙(sinM羅叶sinｽ鎚難)｝
（"＝1,3,5,……）……(76'）

の形で表わすこともできる．これらの式の〃の値は

（39）式と（40）式の第１式から得られ，そのときの

端末条件としては（73）式の関係が成立する．（73'）

式は（76）式もしくは（76')式に対応して，同時に成

立すべき関係式を，とりまとめて示したものである．

4.5片持ばりのまとめ

以上，片持ばりに対する振動次数と，それに対応す

る端末条件を明確にする意味でｂ振動次数が偶数値を

取る場合と，奇数値を取る場合について，別々に考察

してきた．ここでは振動次数〃を使用して，これまで

に得られた結果をまとめて表現しておくことにする．

まず，（39）式と（40）式の振動数方程式をまとめ

ると，ＣＯＳ〃･cosh〃＝－１の在来表現式の代りに

sinえ冗ノー(－１)"+1tanM,J，もしくは

ｔａｎﾉ1,3J＝(－１)”sinM鰯ノ……(77）

が振動数方程式として採用できる．ただし，〃＝1,2,

3,……とする．

次に，（70)式と（73)式をまとめると，片持ばりの

端末条件は，（32)式および(33）式の代りに，次の式

で表わしてもよい．すなわち，〃＝1,2,3,……とした

場合

ＭＥ(”＝(－１)"+'(Ｅｌｽ,９２)64(")，および

ＲＢ(鋤＝(－１)"(Ｅ肌,f)ぬ(”……(78）

のように表わすことができる．

また，振動のモード曲線？(苑）をまとめると，（75）
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けば，固有振動数と６４を測定して，振動中のたわみ

を検定するときに便利である．

なおこの場合，？(妬）の中の６Ａは，（74）式を

，(霧)=器{sinhﾉ,叶ｓＭ

斗筈(c･仙十cos州……(84）
と書いてみてもわかるように，これまでの６４/(ｽ64）

の逆数値を採用すれば，？(苑）はいずれも０４で置き

換えて表現できることもちろんである．

４．６片持ばりの振動数算定

最後に，（77）式を使用して振動数を求めた場合に

ついて，具体的に実行した計算例を述べておく．この

片持ばりにおいては，従来（36）式の振動数方程式が

使用されてきた2)．しかし，ここでは（77）式を使用

した場合について，その振動数を求めてみたい．その

ためには次のようにすればよい．

式と（76）式より

９，"(苑)＝６４(，､）
２ {cosM"態十cCsｽ"”

|Ｗﾊｸ！

すなわち，（36）式は（77）式で置き換えることがで

きた.そこで(77)式のうち，sinｽ”ノー(－１)"+1tanｈ入"ノ

の関係を使用して，振動固有数ス"Jを求めてみる．い

まス"ノを横軸に取り，ｙ,＝sinｽ流ノとｙ２＝士tanM"Ｚ

とを縦軸に取って示すと図２のようになる．図にはｙ，

を一点鎖線で，ｙ２を実線で示してあるが，〃＝１の基

本振動数はｙ，とｙ２の最初の交点を求めると直ちに

得られる．次に”≧２の高次振動数に対しては，次の

ような近似計算が可能となる．つまり入泌Jの値が増大

してゆき，ス"J≧2～３となれば，ｙ２＝±tanM"ノの値

は士１に漸近する．この事実は振動次数〃が〃≧２

,/i呈器祭器鵠(sinM鰯州inﾊ聡難)｝
……(79）

図２

が得られ，（75'）式および（76'）式からは

州=竿{coshｽ鰯"+cosｽ総”

(卸＝2）

一,/岩吉募綴;‘(sinM癖鯨十ｓｉ１Ｍ｝
……(80）

が求まる．ただし，〃＝1,2,3,……とする．

このようにして，片持ばりにおいては，振動のモー

ド曲線が（79）式と（80）式の両式で表わされるが，

ここで（74）式の６４/(え６４）の値として，（43）式の

右辺を使用すると

，(懸)=今{c･仙十c､sﾙ‘

‐(吾器圭器;)(si伽+s伽)｝
……(81）

が得られる．ただし，本式は振動次数〃が奇数次，偶

数次を問わず，すべての〃に対して成立するので，そ

こではス”をスと簡略化してある．また（74）式で

6A/(え64）のところに，（43'）式の右辺を使用すると

噸(難)=_筈{coⅧ+cos′l”

‐(器芳幸誤莞)(sinhﾙr+s肋)｝
……(82）

となり，さらにまた，（74）式で６４/(ｽ6A）のところ

へ（44）式の関係を使用すれば

‘｡(難)=今{c･仙十cosﾙ‘

０
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０
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ｌ
ｕ
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Ⅱ
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ｙ（"＝1） (卸＝3）

‐,/謡綜器(si伽+s肋)｝
……(83）

を得る．（81）式，（82）式および（83）式は，すべて

の振動次数に対して適用できるが，これらのうち(81）

式と（82）式は従来からも，類似表現式が採用されて

いる2)．しかし，ここで示した式はそれらがいずれも

自由端のたわみ６４で表現されており，この点が従来

とは幾分違った表現法であると考える．このように，

振動のたわみ形を，自由端のたわみ６４で表現してお

一

('2-4）

入冗ノ
1.875

(卸-1）

Ⅷ
０
６
１
０
０
１
１
、
、
、
１１ ■Ｊ刀曲錘 ノ

－１
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の値になれば，振動数方程式を近似的にｓｉｎｽ"ノー±１，

すなわち

ＣＯＳｽ"ノー０……(85）

で表わしてもよいことを意味している．

同じことは（36）式の振動数方程式ＣＯＳス"ノー－１／

coshｽ"ノについてもいえるわけであり，ス流ﾉ≧２に対

してはｃｏｓＭ"Jが非常に大きくなるため，（36)式は

COSｽ"ノーＯで近似してもよい．したがって，この片持

ばりに対する振動固有数ス”Jの値は，（85）式より

〃=竿燕,("=2,3,4,……）……(86）
で表わされることになる．

ところでこの場合，ｙ２＝tanM"ﾉ，もしくはｙ２＝

一tanh〃の曲線とｙ,＝sinﾉI"ノの曲線との交点は，

(86）式の近似値の両側にごく接近して，２個存在す

るわけである．しかしながら（38）式によれば，－１

＜ＣＯＳ〃＜Ｏの条件があるので，この関係を満足する

交点は１個に限定され，振動固有数ス"ﾉの値は確定す

る．この確定された〃の値を，ここでは（86）式で

近似したという結果になる．

このように（77）式を使用した場合には，－１＜

ＣＯＳｽ潟J＜０の条件を考慮する必要のあることが，（36）

式のＣＯＳｽ秘Ｉ･coshｽ"ノー－１を振動数方程式に採用した

場合に比べて，不便な点であるように思われる．しか

し，（86)式の近似値を使用すれば，実質的には－１＜

ＣＯＳｽ"！＜Ｏの条件が不必要となり，この結果（86）式

の値を使用する限り，（77）式の振動数方程式を採用

しても，実用性はそこなわれないものと考える．

よってこの片持ばりについては，（86）式の〃に

対する近似値を使用すれば，２次以上の振動数に対す

る固有円振動数の癖は，（４）式から

妙剰=′Ｗ筈雲(2"誌)=ﾘ/署
（"＝2,3,4,.．…･）……(87）

のように簡単な式で与えられる．なお，（77）式の第

２式を振動数方程式として採用する場合には，両辺の

逆数を取って，図式計算を実施すればよい．

次に，（86）式の値を（80)式に代入すれば，ＣＯＳｽ”ノ

ー０となるため，モード曲線？(苑）は近似的に

甲羅(躯)=堂舎型L{coshｽ総鶏十cCsｽ羅蒋-(sinh“
＋sinｽ鋤}，（"＝2,3,4,……）……(88）

のように表現できる．

５．結論

本報告書では，長さノ，曲げ剛性ＥＺ単位長さあ

たり１ｏｚの質量をもつ，一様な両端支持ばりと片持ば

りが自由横振動をするとき，その振動数方程式の在来

形が，（１）式および（２）式を使用すれば，一般的に

求められることを述べた．そしてまた，これらの在来

形の振動数方程式の表現法を変更して，別な形の表現

式に変形した場合，振動モードと端末条件との対応関

係が，より明確にできることを述べた．

なお，本報告書では（１）式と（２）式を利用すれ

ば，振動のたわみ形を表わすモード曲線9,(苑）の表示

としては，多様な表現法の存在することを述べている．

いま，はりの左端をＡ点とし，右端をＢ点として，

左端Ａを座標原点に取り，尤軸をはりの軸線方向に取

る．このとき,Ａ点のたわみと傾斜角の最大振幅を６Ａ

と６Ａで表わし，またそのときの支持モーメントと支

持反力の最大振幅を，〃且とＲ４で表わすとき，両端

支持ばりと片持ばりの振動数方程式と，各振動数に対

応するたわみ形？("）は次のようになる．ただし，〃

＝1,2,3,……は振動モードを決定する振動次数とし，

またス総＝41/ICJの洞2/(ＥＩ）とする．ここでの”は〃次

の固有円振動数である．

（１）両端支持ばりの場合,振動数方程式はsi"ｽ"ノ

ーＯの在来形の代りに

ＣＯＳｽ"ノー(－１)，‘

の形で表わされる．また，各振動次数〃に対応する端

末条件としては

Ｒ４(”＝(－１)"+lRB(魂)，および

６４(魂)＝(－１)"6B(”

の関係が成立する．ただし，ＲＡ(,z)，０４("）などは，こ

れらの端末抗力や端末変位の最大振幅が，振動次数〃

に対応する値を示す．

（２）両端支持ばりに対する振動モード曲線？(苑）

は

。(")=響sin脇=響sin竿“
で表わされる．ただし，６４("）は〃次の振動に対する

端末点Ａの傾斜角振幅の最大値とする．また，？(苑）

は

，(瀬)=緒論sin竿”
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のように支点反力Ｒ４(”で表現することもできる．

（３）片持ばりの場合，振動数方程式はCOS〃・

cosMJ＝－１の在来形の代りに．

ｓｉｎｽ"ノー(－１)祁十'tanM"Z，もしくは

ｔａｎ入漉ノー(－１)”sinM流ノ

の形で表わされる．また，各振動次数〃に対応する端

末条件としては

ＭB(")＝(－１)"+'(ＥＩｽ沌2)64(")，および

ＲＢ(”＝(－１)"(ＥＩｽ約６４("）

の関係が満足されていなければならない．ただし，

ＭＥ(")，６A("）などは，振動次数〃に対応する端末抗

力と端末変位の最大振幅を示す．

（４）Ａ端自由，Ｂ端固着の片持ばりに対する振動

モード曲線や(苑）は

９｡(難)=立者璽L{ｃｏｓＭ"態十cosｽ総簸

十給訂(s肌聡聡+s…｝
で表わされるが，ここでぬ(")/(ｽ"64(鋤）の値は

－７綜了=,/:器差手器

ｃｏｓｈス冗ﾉ＋ＣＯＳス,､Ｊ－ｓｉｎｈス汎J-sinス滝ノ
ー

sinhス兎ﾉ十sｉｎス”ノ ｃｏｓｈス冗ｊ＋ＣＯＳス泥ノ

＝,/'岸謡論‘=,/c器謡f浩十悪‘
のように，多様な表現が可能である．また，６４(")／

(ｽ"64(")）の逆数値を使用すれば，振動モード曲線

甲(妬）は

，(")=帯{sinM縦叶sinえ蝿“

＋4i会等L(cosM紬cos側
のように，自由端のたわみ角６４(")で表わすこともで

きる．
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