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序文

この修士論文では, 1の原始 n乗根におけるシューア多項式の値について考察し, 次の

結果を与えた.

定理 I. 自然数 nが 2以外の素因数を高々 2個しかもたない (∗)とき, 任意の分割 λに対

して, sλ(ω1, . . . , ωϕ(n)) ∈ {1, 0,−1}である. ここで, sλ はシューア多項式, ϕ(n)はオイ

ラー関数, ω1, . . . , ωϕ(n) は 1の原始 n乗根すべてである.

nの条件 (∗)は比較的ゆるく, たとえば 105未満の自然数 nはこれを満たす. また, 分

割 λには条件がない. 非常に多くの自然数 nと分割 λに対してこの値が 3つにしかなら

ないというのは面白い現象である.

実はこの定理は, 2系列の特別な分割に対してはすでに知られている結果である.

1 つは λ = (1, 1, . . . , 1) という分割の場合である. この場合は対応するシューア多項

式は基本対称式である. 1 の原始 n 乗根たちの基本対称式は要するに n 次の円分多項式

Φn(x)の係数である. つまり, この場合は, 定理 Iは「nが (∗)の条件を満たすとき, Φn(x)

の係数には 1, 0,−1しか現れない」と言い換えられる. これは有名な事実であり, 100年

以上前に, A. Migottiが [Mi]で証明を与えている.

もう 1つは λ = (k)という分割の場合である. この場合は対応するシューア多項式は完

全斉次対称式である. 1の原始 n乗根たちの完全斉次対称式は要するに n次の円分多項式

の逆数 Φn(x)
−1 の係数である. つまり, この場合は, 定理 Iは「nが (∗)の条件を満たす

とき, Φn(x)
−1 の係数には 1, 0,−1しか現れない」と言い換えられる. これは比較的最近

の 2009年に P. Moree [Mo]が与えた結果にあたる.

定理 Iは, これらの既知の結果を一般の分割に拡張したものといえる. つまり, 基本対称

式と完全斉次対称式の場合の結果を一般のシューア多項式に拡張したことになる.

証明について述べる. 定理 Iは線型代数の定理に帰着させて証明する. 鍵となるのはベ

クトル空間 V の部分集合 X についての次の性質である (この条件を満たすとき, X は V

において性質 (C)をもつという).

(C) V の基底となる S ⊂ X に対して S に対応する行列式の値は (符号を除いて) S に

よらず一定となる.
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定理 Iはこの性質 (C)に関する次の 3つの定理に帰着させて証明する. まず, 定理 Iを

定理 IIに帰着させ, さらに定理 IIは定理 IIIに帰着させる. そして定理 IIIは定理 IVと

いうより一般的な形で証明するのである.

定理 II. nが (∗)の条件を満たすとき, 1の n乗根全体の集合 Zn は Q(ζn)において性質

(C)をもつ (ただし, ζn は 1の原始 n乗根とする).

定理 III. (1) 素数 pに対し, Zp は Q(ζp)において性質 (C)をもつ.

(2) 異なる奇素数 p, q に対し, Zp ⊗Zq = {a⊗ b | a ∈ Zp, b ∈ Zq}は Q(ζp)⊗Q(ζq)に

おいて性質 (C)をもつ.

定理 IV. (1) ベクトル空間 V の基本零和系 X は V において性質 (C)をもつ.

(2) X,Y をそれぞれベクトル空間 V,W の基本零和系とすると, X ⊗ Y = {x⊗ y | x ∈
X, y ∈ Y }は V ⊗W において性質 (C)をもつ.

ここで, m次元ベクトル空間 V のm+ 1点集合で, V を張り, 和が 0となるものを基本

零和系とよんでいる.

まず, 定理 Iは以下のようにして定理 IIに帰着される. k = 0, 1, . . .に対し, 次数 ϕ(n)

の数ベクトル uk を

uk =

 ωk
1
...

ωk
ϕ(n)


と定め, uk+n = uk であることに注意して, Ωn = {u0, . . . , un−1} とおく. 問題の値

sλ(ω1, . . . , ωϕ(n))は

sλ(ω1, . . . , ωϕ(n)) =
det(uλ1+ϕ(n)−1, uλ2+ϕ(n)−2, . . . , uλϕ(n)+0)

det(uϕ(n)−1, uϕ(n)−2, . . . , u0)

とかける (ただし, λ = (λ1, . . . , λϕ(n))である). 右辺は Ωn の元を列とする行列式の比だ

が, 分母は λに依存せず, 分子のみが λによって Ωn の元の選び方が変わっている. よっ

て, 定理 Iは「Ωn の元を列とする行列式の値が, Ωn の元の選び方によらず, 符号を除いて

一定または 0である」つまり「Ωn が性質 (C)をもつ」と言い換えられる. さらに, Ωn の

張るベクトル空間は自然に Q(ζn)と同一視できるが, この同一視で Ωn は Zn と対応する.

よって, 定理 Iは定理 IIのように「Zn が性質 (C)をもつ」と言い換えられるのである.

次に定理 II は以下のようにして定理 III に帰着される. 鍵となるのは, n が n =

pl11 · · · plkk と素因数分解されるとき, Q(ζn)は Q(ζp1)⊗ · · · ⊗Q(ζpk
)の直和と自然に同型
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になることである. このとき, Zn の像は

Zp1
⊗ · · · ⊗ Zpk

= {z1 ⊗ · · · ⊗ zk | zi ∈ Zpi
}

の和集合となる. この事実と, 性質 (C)がベクトル空間の直和を取る操作などで保たれる

ことを合わせると, 定理 II は n = p, pq の場合に帰着できる. つまり, 定理 III のように

Zp と Zp ⊗ Zq が性質 (C)をもつことを示せばよい.

そしてこの定理 IIIは定理 IVの特別なケースとみなせる. 実際 Zp は Q(ζp)の基本零

和系である.

結局, 定理 IV を示せばよいことになったわけだが, (1) の証明は非常に易しい. (2) の

証明は (1)と比べると難しいが, グラフ理論を用いて証明できる. 具体的には, X ⊗ Y の

部分集合を二部グラフと同一視し, 二部グラフにある種の同値関係を定めることで証明す

る. これは, グラフの葉に対し, 葉を端点とする辺を, 同じ葉を端点とする別の辺に取り換

える操作で得られるものを同値とする同値関係である. 例えば, 次の二つのグラフは同値

になる.

y′

yx

y′

yx

実際, 左のグラフにおいて葉 xに注目して, 辺 xyを xy′ に取り換えたものが右のグラフで

ある. この同値関係に関して二部グラフの木はすべて互いに同値になる (定理 3.2.11) の

だが, これは定理 IV (2)の言い換えである. このグラフ理論の定理の形で, 定理 IV (2)は

証明される.

注意. 3つの基本零和系のテンソル積は性質 (C)を満たすとは限らない (2次元, 4次元, 6

次元ベクトル空間の基本零和系のテンソル積が反例となる). 定理 IV (2)から, 性質 (C)

はベクトル空間のテンソル積を取る操作でも保たれそうな気がするが, そうではない.

定理 Iの証明に至った経緯を述べる. 修士 1年で, 円分体と円分多項式について学んで

いた. そのとき読んだ論文, R. Thangadurai [T]で, 「nが (∗)の条件を満たすとき, n次

円分多項式の係数が 1, 0,−1のいずれか」であることを知った. また, nを大きくすると,

いずれはすべての整数が円分多項式の係数に現れることも知った. 円分多項式の係数は,
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1の原始 n乗根における基本対称式の値だから, 完全斉次対称式でも同様の性質はないか

と考え, 研究を始めた. しかし, これはすでに P. Moree [Mo]で与えられた結果があるこ

とを知った. そこでシューア多項式ではどうかと考え, いくつか計算して見ると, やはり

1, 0,−1しか出てこなかったため, 本格的に証明しようとした.

はじめは, 基本対称式と完全斉次対称式の結果から, ヤコビ・トゥルーディー公式を用い

てシューア多項式の結果を導こうとした. しかし, これはうまくはいかなかった (n = pや

n = pl のときはうまくいったが, n = pq のときに計算が難しくなった). そこで, シュー

ア多項式の定義に戻ったところ, うまくいった. 証明にグラフ理論を用いることになった

のは面白い.
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1 準備

この章では, 定理 I の主張で出てきた概念を説明し, さらに円分体の基本的性質につい

て述べる. 1.1節ではシューア多項式を定義し, 基本対称式, 完全斉次対称式との関係を述

べる. 1.2節では 1の原始 n乗根とその個数を表すオイラー関数を導入し, その性質をま

とめる. 1.3節では, 円分体の Q上のベクトル空間としての次元と, Q上の自己同型写像
について述べる.

1.1 シューア多項式

この節では I. G. Macdonald [Ma]をもとに, シューア多項式を定義し, 基本対称式, 完

全斉次対称式との関係を述べる.

シューア多項式は分割に対して定義される対称多項式だから, まず分割を定義する.

定義 1.1.1. 非負整数の組 λ = (λ1, . . . , λl)が λ1 ≥ · · · ≥ λl を満たすとき, λを分割とい

い, 0でない λi の個数を λの深さという.

注意 1.1.2. 途中から 0 が並ぶ分割 (λ1, . . . , λl, 0, . . . , 0) は分割 (λ1, . . . , λl) と同一視

する.

分割 λに対し, 交代式 aλ(x1, . . . , xl)を定義する.

定義 1.1.3. 深さ l以下の分割 λ = (λ1, . . . , λl)に対し, 交代式 aλ(x1, . . . , xl)を

aλ(x1, . . . , xl) = det(x
λj

i )1≤i,j≤l = det

xλ1
1 · · · xλl

1
...

. . .
...

xλ1

l · · · xλl

l


と定める.

例えば, δ = (l− 1, l− 2, . . . , 1, 0)に対し, 交代式 aδ(x1, . . . , xl)はヴァンデルモンド行

列式である. この交代式でシューア多項式を定義する.

定義 1.1.4. 深さ l以下の分割 λ = (λ1, . . . , λl)に対して,

sλ(x1, . . . , xl) =
aλ+δ(x1, . . . , xl)

aδ(x1, . . . , xl)

1



を λに対応するシューア多項式という. ここで, λ+δ = (λ1+ l−1, λ2+ l−2, . . . , λl+0)

とする.

右辺の分母はヴァンデルモンド行列式で, 分子は交代式だからこの分数は割り切れる.

したがって sλ(x1, . . . , xl)は対称多項式である.

基本対称式, 完全斉次対称式はシューア多項式の一例である. これを述べるためにまず,

基本対称式, 完全斉次対称式の定義を思い出しておく.

定義 1.1.5. (1) 整数 k (0 ≤ k ≤ l)に対し

ek(x1, . . . , xl) =
∑

1≤i1<···<ik≤l

xi1 · · ·xik

を k 次基本対称式という.

(2) 整数 k ≥ 0に対し

hk(x1, . . . , xl) =
∑

1≤i1≤···≤ik≤l

xi1 · · ·xik

を k 次完全斉次対称式という.

k 次基本対称式, k 次完全斉次対称式はそれぞれ分割 (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k 個

), (k) に対応するシュー

ア多項式と一致する.

例 1.1.6. (1) 非負整数 k に対して λ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k 個

)のとき,

sλ(x1, . . . , xl) = ek(x1, . . . , xl).

(2) 非負整数 k に対して λ = (k)のとき,

sλ(x1, . . . , xl) = hk(x1, . . . , xl).

1.2 1の原始 n乗根とオイラー関数

この節では雪江明彦 [Y] をもとに, 1 の原始 n 乗根についてまとめる. 1 の原始 n 乗

根の個数は n と互いに素な n 未満の自然数の個数に一致する. この個数をオイラー関数

ϕ(n)という. このオイラー関数の性質についてもあわせてまとめる. 以下, nを自然数と

する.
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定義 1.2.1. n乗して初めて 1になる複素数を 1の原始 n乗根という.

例 1.2.2. 小さい nについて 1の原始 n乗根の例を見せる.

n = 1のとき, 1の n乗根は 1のみであり, これは 1の原始 1乗根である. n = 2のとき,

1の 2乗根は 1,−1の 2つだが, 原始 2乗根は −1のみである. n = 3のとき, 1の 3乗根

は 3つあるが, そのうち原始 3乗根は −1+
√
−3

2 , −1−
√
−3

2 である. n = 4のとき, 1の 4乗

根は 4つあるが, そのうち原始 4乗根は
√
−1,−

√
−1のみである.

一般に 1の n乗根は e
2πi
n k とかける. これが 1の原始 n乗根であるかどうかは k と n

が互いに素であるかどうかで判定できる.

命題 1.2.3. 次は同値.

(1) e
2πi
n k は 1の原始 n乗根.

(2) k, nは互いに素.

この命題より, 1 の原始 n 乗根の個数は n と互いに素な n 未満の自然数の個数に一致

する. この個数を ϕ(n)と定め, オイラー関数という. つまり, オイラー関数は次で定めら

れる.

定義 1.2.4. 自然数 nに対し, ϕ(n)を

ϕ(n) =

{
1, n = 1,

|(Z/nZ)×|, n > 1

と定め, オイラー関数という.

次の命題は中国剰余定理からすぐにわかる.

命題 1.2.5. m,nが互いに素ならば ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

最後に ϕ(n)の例を見せる.

例 1.2.6. ϕ(1) = 1, ϕ(2) = 1, ϕ(4) = 2.

一般に pが素数なら, k > 0に対し, ϕ(pk) = pk−1(p− 1)である.

1.3 円分体 Q(ζn)

1の原始 n乗根 ζn を Qに添加した体 Q(ζn)は円分体とよばれる. この節では, [Y]を

もとに Q(ζn)が Q上の ϕ(n)次元ベクトル空間になることを述べる. また, Q(ζn)の Q上
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の同型写像について述べる. これらは 4.3節と 4.4節で必要となる.

次元について述べるうえで, 円分多項式が鍵となる. よって, まずは円分多項式を定義

する.

定義 1.3.1. 自然数 nに対し, 多項式

Φn(x) = (x− ω1) · · · (x− ωϕ(n))

を n次の円分多項式という. ここで, ω1, . . . , ωϕ(n) は 1の原始 n乗根すべてである.

いくつか例を見せる.

例 1.3.2.

Φ1(x) = x− 1,

Φ2(x) = x+ 1,

Φ3(x) = x2 + x+ 1,

Φ4(x) = x2 + 1,

Φ5(x) = x4 + x3 + x2 + x+ 1,

Φ15(x) = x8 − x7 + x5 − x4 + x3 − x+ 1,

Φ100(x) = x40 − x30 + x20 − x10 + 1.

一般に, 素数 pに対し Φp(x) = xp−1 + · · ·+ x+ 1である. これは,

xp − 1 = (x− 1)(xp−1 + · · ·+ x+ 1)

と 1の p乗根は 1を除いてすべて原始 p乗根であることからわかる.

Q 上のベクトル空間 Q(ζn) の次元について述べる. 鍵となるのは次の 2 つの定理で

ある.

定理 1.3.3. L/K を代数拡大, f(x)を α ∈ Lの最小多項式で, deg f(x) = mとする. こ

のとき, K(α)はK 上m次元ベクトル空間である.

定理 1.3.4 ([Y]命題 4.7.11). 円分多項式 Φn(x)は ζn の Q上の最小多項式である.

これらの定理を合わせると, 円分体 Q(ζn)は Q上 ϕ(n)次元ベクトル空間であることが

わかる.

定理 1.3.3は [Y]命題 3.1.23をこの節の内容に合わせて書き換えたもので, 証明は必要

な命題は多いが難しくはない. 定理 1.3.4の証明は定理 1.3.3よりは難しく, Φn(x)が整数
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係数であることが鍵である. Φn(x)が整数係数であることはガロアの基本定理を用いて証

明される.

次に Q(ζn)の Q上の体としての自己同型写像を考える.

定理 1.3.5. i = 1, 2, . . . , ϕ(n)に対し, Q上の体の同型写像 fi : Q(ζn) → Q(ζn)で

fi(ζn) = ωi

となるものが存在する.

これは定理 1.3.4と次の命題からわかる.

命題 1.3.6 ([Y]命題 3.1.32 (2)). L/K を代数拡大, α ∈ Lの K 上の最小多項式を f(x)

とする. β ∈ Lが f(β) = 0を満たすとき, K 上の体の同型写像K(α) → K(β)で αが β

に対応するものが存在する.

この命題の証明は易しい.
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2 先行研究

序文で述べた通り, 定理 I はシューア多項式が基本対称式, 完全斉次対称式の場合につ

いてはすでに知られていることである. この章ではこの先行研究をまとめる. これらの先

行研究は, 円分多項式の性質に言い換えられるため, まず 2.1 節で円分多項式の性質をま

とめる. 2.2節, 2.3節でそれぞれ基本対称式, 完全斉次対称式の場合についてまとめる.

2.1 円分多項式

シューア多項式が基本対称式, 完全斉次対称式の場合は, 円分多項式の性質を用いる. こ

の節では, R. Thangadurai [T]をもとに, その性質をまとめる.

シューア多項式が基本対称式の場合は, 定理 I は円分多項式の係数の話に言い換えら

れる. まず, その説明をする. 以下, 円分多項式の k 次の係数を an(k) とする. つまり,

Φn(x) =
∑ϕ(n)

k=0 an(k)x
k とする. ω1, . . . , ωϕ(n) を k 次の基本対称式に代入すると,

ek(ω1, . . . , ωϕ(n)) =
∑

1≤i1<···<ik≤ϕ(n)

ωi1 · · ·ωik

となる. これは円分多項式 Φn(x)の ϕ(n)− k 次の係数に一致している. つまり,

ek(ω1, . . . , ωϕ(n)) = an(ϕ(n)− k)

である. したがって, シューア多項式が基本対称式の場合は定理 Iは円分多項式の係数の

話に言い換えられる.

次の定理より, 3次以上のすべての円分多項式は nが相異なる奇素数の積のものでかく

ことができる.

定理 2.1.1. (1) n = pl11 · · · plkk (p1, . . . , pk は相異なる素数 ) を n の素因数分解, N =

p1 · · · pk とする. このとき, Φn(x) = ΦN (x
n
N ).

(2) n ≥ 3を奇数とする. このとき, Φ2n(x) = Φn(−x).

この定理から円分多項式の係数について次がわかる.

系 2.1.2. (1) an(k) =

aN ( k
N ), N | k,

0, その他.

(2) n ≥ 3が奇数なら a2n(k) = (−1)kan(k).
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(1) より, Φn(x) の係数は n が平方因子をもたないときに帰着される. また (2) より,

n ≥ 3が奇数なら, Φ2n(x)の係数は, Φn(x)の係数に帰着される. これを合わせると, 円

分多項式の係数は nが相異なる奇素数の積の場合の Φn(x)の係数に帰着される.

以下, 定理 2.1.1を示すために必要な命題や関数を用意する. まず, xn − 1は円分多項式

の積でかける. つまり, 次が成り立つ.

命題 2.1.3. xn − 1 =
∏

d|n Φd(x).

証明. 自然数 aに対し 1の原始 a乗根全体の集合を Aa とする. 以下, ζa を 1の原始 a乗

根とする.

まず, xn−1が
∏

d|n Φd(x)を割ることを示す. つまり, k = 0, . . . , n−1に対し, ζkn ∈ Ad

となる nの約数 dが存在することを示す. gcd(k, n) = aとする. すると n = ad, k = ad′

(d, d′ は互いに素)とかける. ζkn ∈ Ad を示す. いま,

ζkn = ζad
′

ad = ζd
′

d

である. ここで, d, d′ は互いに素なので, 命題 1.2.3 より, ζd
′

d ∈ Ad である. よって,

ζkn ∈ Ad である.

次に
∏

d|n Φd(x)が xn− 1を割ることを示す. 1の原始 d乗根は, 1の n乗根なので, 各

d | nに対し Φd(x)は xn − 1を割る. よって, nの異なる約数 a, bに対し, Φa(x)と Φb(x)

が共通根を持たないことを示せばよい. つまり, a, bが異なるとき, Aa ∩Ab = ∅を示せば
よい. a < bとし, Aa ∩ Ab ̸= ∅とする. ζ ∈ Aa ∩ Ab をとる. ζ は原始 b乗根より, k < b

なら ζk ̸= 1である. ところが ζ は 1の原始 a乗根より ζa = 1である. a < bよりこれは

矛盾である.

次にメビウス関数を導入する.

定義 2.1.4. 次で定義される関数 µ : N → Zをメビウス関数という.

µ(n) =


1, n = 1,

(−1)k, n = p1 · · · pk (p1, . . . , pkは相異なる素数),

0, その他.

メビウス関数には次の性質がある.

命題 2.1.5. (1) m,nが互いに素なら µ(mn) = µ(m)µ(n).

(2)
∑
d|n

µ(d) =

1, n = 1,

0, n ̸= 1.
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証明. (1) 定義より明らか.

(2) n = 1のとき, ∑
d|1

µ(d) = µ(1) = 1.

n ̸= 1のとき, 特に n = p1 · · · pk (p1, . . . , pkは相異なる素数)のときを考えたらよい. こ

のとき,

∑
d|n

µ(d) =
k∑

i=0
1≤l1<...<li≤k

µ(pl1 · · · pli)

=
k∑

i=0

(
k

i

)
(−1)i

= (1− 1)k

= 0

である.

円分多項式はメビウス関数を用いて xd − 1 (dは nの約数)の積でかくことができる.

命題 2.1.6. Φn(x)はメビウス関数を用いて

Φn(x) =
∏
d|n

(x
n
d − 1)µ(d) =

∏
d|n

(xd − 1)µ(
n
d )

とかける.

証明には次の補題を用いる.

補題 2.1.7. 自然数 nに対し, N上の関数 f, g が

f(n) =
∏
d|n

g(d)

を満たすとき,

g(n) =
∏
d|n

f(
n

d
)µ(d)

が成り立つ.
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証明.
∏

d|n f(
n
d )

µ(d) を変形すると,

∏
d|n

f(
n

d
)µ(d) =

∏
d|n

∏
m|nd

g(m)

µ(d)

=
∏
m|n

∏
d| n

m

g(m)µ(d)


=
∏
m|n

g(m)
∑

d| n
m

µ(d)

= g(n)

である. 第 4の等号では, 命題 2.1.5 (2)を用いた.

命題 2.1.6の証明. 補題 2.1.7 において, g(n) = Φn(x) かつ f(n) = xn − 1 とすればよ

い.

命題 2.1.6を用いて定理 2.1.1を示す.

定理 2.1.1の証明. (1) Φn(x)を変形すると,

Φn(x) =
∏
d|n

(x
n
d − 1)µ(d)

=
∏
d|N

(x
n
d − 1)µ(d)

=
∏
d|N

((x
n
N )

N
d − 1)µ(d)

= ΦN (x
n
N )

である. 第 2の等号は µの定義よりわかる (dが平方因子をもつとき, µ(d) = 0である).

(2) Φ2n(x)を変形すると,

Φ2n(x) =
∏

d|(2n)

(xd − 1)µ(
2n
d )

=
∏
d|n

(xd − 1)µ(
2n
d )(x2d − 1)µ(

2n
2d )

=
∏
d|n

(xd − 1)µ(
2n
d )
(
(xd − 1)(xd + 1)

)µ(n
d )

=
∏
d|n

(xd − 1)µ(
2n
d )+µ(n

d )(xd + 1)µ(
n
d )
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=
∏
d|n

(xd + 1)µ(
n
d )

=
∏
d|n

(−xd − 1)µ(
n
d )

=
∏
d|n

((−x)d − 1)µ(
n
d )

= Φn(−x)

である. 第 5の等号は 2と n
d が互いに素であるから µ( 2nd ) = −µ(nd )よりわかる. 第 6の

等号は dの取り方が偶数個であることよりわかる. 第 7の等号は dが奇数であることより

わかる.

2.2 基本対称式の場合

前節の議論から, 基本対称式に ω1, . . . , ωϕ(n) を代入した値は, Φn(x)の係数と言い換え

られた. よって, シューア多項式が基本対称式の場合は, 定理 I は次の定理に言い換えら

れる.

定理 2.2.1. nが 2以外の素因数を高々 2つしか持たないとき, Φn(x)の係数は 1, 0,−1

のいずれかである.

系 2.1.2 より, n = p, pq の場合に Φn(x) の係数が 1, 0,−1 であることを示せばよい.

n = pのときは, 例 1.3.2よりすでにわかっている. よって, n = pq の場合, つまり次を示

せばよい.

定理 2.2.2. Φpq(x)の係数は 1, 0,−1のいずれかである.

これは A. Migotti [Mi]が初めて証明したが, その後もいくつかの証明が与えられてい

る. この論文では, T. Y. Lamと K. H. Leung [LL]の手法で証明する.

n = pq のとき, ϕ(n) = (p− 1)(q − 1)である. このとき, ϕ(n) = sp+ tq を満たす整数

s, tが存在する. より強く, 次が成り立つ.

命題 2.2.3. p, q を異なる素数とする. sp + tq = (p − 1)(q − 1) を満たす整数 s, t で

0 ≤ s ≤ q − 2かつ 0 ≤ t ≤ p− 2であるものがただ一組存在する.

これを示すために次の補題を示す.
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補題 2.2.4. 互いに素な自然数 p, q と, 整数 r に対し, 不定方程式

px+ qy = r

は整数解をもつ. その一組を (x0, y0)とすると一般解は (x, y) = (x0+qt, y0−pt) (t ∈ Z)
で与えられる.

証明. ユークリッド互除法より, 解をもつことは明らか. (x, y)を解とすると,

px+ qy = r, px0 + qy0 = r

より,
p(x− x0) = q(y0 − y)

である. p, q は互いに素だから x− x0 = qt (t ∈ Z)とかける. これをに代入すると,

pqt = q(y0 − y)

すなわち y = y0 − ptである.

これを用いて, 命題 2.2.3を示す.

命題 2.2.3の証明. 補題 2.2.4より不定方程式 px+ qy = (p− 1)(q− 1)の一般解は一組の

解 (x0, y0)と整数 tを用いて (x0 + qt, y0 − pt)とかける. ここで 0 ≤ x0 + qt′ ≤ q − 1と

なる t′ がただ 1つとれる. すると (x0 − qt′, y0 + pt′)が求めるものである. 以下これを示

す. いま,
p(x0 + qt′) + q(y0 − pq) = (p− 1)(q − 1)

より,

y + pt′ =
1

q
((p− 1)(q − 1)− p(x0 − qt′))

≥ 1

q
((p− 1)(q − 1)− p(q − 1)) (∵ x0 + qt′ ≤ q − 1)

=
1

q
(1− q)

=
1

q
− 1

> −1

である. y0 + pt′ ∈ Zより, y0 + pt′ ≥ 0. よって 0 ≤ x0 + qt′ ≤ q − 1かつ 0 ≤ y0 + pt′

である.
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あとは, y0 + pt′ ≤ p − 2 と x0 − qt′ ≤ q − 2 を示せばよい. 特に y0 + pt′ ≤ p − 2

を示す (x0 − qt′ ≤ q − 2 も同様にして証明できる). まず, y0 + pt′ ≤ p − 1 を示す.

y0 + pt′ > p− 1とすると,

x− qt′ =
1

q
((p− 1)(q − 1)− (y0 + pt′)q)

≥ 1

q
((p− 1)(q − 1)− pq)

< 0

となり矛盾する. よって, y0 + pt′ ≤ p− 1. ここで, y0 + pt′ = p− 1とすると,

0 = p(x0 − qt′) + q(p− 1) = p(x0 + q − qt′)− q

すなわち q = p(x0 + q − qt′) である. q は素数であるからこれは矛盾である. よって,

y0 + pt′ ≤ p− 2.

定理 2.2.2を証明するために, 補題を 1つ用意する.

補題 2.2.5. ϕ(pq) = rp+ sq (0 ≤ r ≤ q − 2, 0 ≤ s ≤ p− 2)となる s, tをとると,

Φn(x) =

(
r∑

i=0

xip

) s∑
j=0

xjq

−

(
q−1∑

i=r+1

xip

) p−1∑
j=s+1

xjq

x−pq

とかける.

証明. ζ を 1の原始 pq 乗根とする. このとき, ζq は 1の原始 p乗根, ζp は 1の原始 q 乗

根なので, Φp(ζ
q) = Φq(ζ

p) = 0である. Φp(ζ
q) = 0,Φq(ζ

p) = 0を式変形すると,

r∑
i=0

(ζp)i = −
q−1∑

i=r+1

(ζp)i,
s∑

j=0

(ζq)j = −
p−1∑

j=s+1

(ζq)j

である. これらを辺々掛け合わせて左辺にまとめると,(
r∑

i=0

(ζp)i

) s∑
j=0

(ζq)j

−

(
q−1∑

i=r+1

(ζp)i

) p−1∑
j=s+1

(ζq)j

 = 0 (2.2.1)

である. ここで,

f(x) =

(
r∑

i=0

(xp)i

) s∑
j=0

(xq)j

 , g(x) =

(
q−1∑

i=r+1

(xp)i

) p−1∑
j=s+1

(xq)j

x−pq
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とおく. このとき, g(x)の最低次数は

p(r + 1) + q(s+ 1)− pq = rp+ sq + p+ q − pq = (p− 1)(q − 1) + p+ q − pq = 1

である. f(x)− g(x) = Φpq(x)を示せばよい. f(x)− g(x)が Φn(x)で割り切れることと,

deg(f(x)− g(x)) = degΦn(x)を示せばよい.

(2.2.1)より ζ が 1の原始 n乗根なら f(ζ)− g(ζ) = 0である. よって f(x)− g(x)は 1

の原始 n乗根すべてを根にもつ. つまり, f(x)− g(x)は Φpq で割り切れる.

deg(f(x)− g(x)) = degΦpq(x)を示す.

deg f(x) = rp+ sq = (p− 1)(q − 1),

deg g(x) = p(q − 1) + q(p− 1)− pq

= pq − p− q

< (p− 1)(q − 1)

より, deg(f(x)− g(x)) = (p− 1)(q − 1) = degΦpq(x)である.

これを用いて, 定理 2.2.2を示す.

定理 2.2.2の証明. 補題 2.2.5より,

f(x) =

(
r∑

i=0

(xp)i

) s∑
j=0

(xq)j

 , g(x) =

(
q−1∑

i=r+1

(xp)i

) p−1∑
j=s+1

(xq)j

x−pq

を用いて Φn(x) = f(x) − g(x) とかける. まず, f(x), g(x) の係数がすべて 1 であるこ

とを示す. f(x) について示す. pi + qj = pi′ + qj′ (0 ≤ i, i′ ≤ r かつ 0 ≤ j, j′ ≤ s)

ならば, i = i′ かつ j = j′ であることを示せばよい. いま, pi + qj = pi′ + qj′ より,

p(i− i′) = q(j′ − j)であり, p, q は互いに素なので q | i− i′ かつ p | j′ − j である. ここ

で, 0 ≤ i, i′ ≤ r < q より i− i′ = 0. つまり i = i′. 同様に, j = j′ である. g(x)について

も同様に示すことができる. よって, f(x), g(x)の係数はすべて 1である.

次に f(x)と g(x)に共通の次数の項が存在しないことを示す. 共通の次数の項が存在す

ると仮定する. つまり
pi+ qj = pi′ + qj′ − pq

を満たす i, i′, j, j′ が存在すると仮定する. ただし,

0 ≤ i ≤ r, 0 ≤ j ≤ s, r + 1 ≤ i′ ≤ q − 1, s+ 1 ≤ j′ ≤ p− 1

である. すると,
pi+ qj = pi′ + qj′ − pq
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すなわち, p(i−i′+q) = q(j′−j)より, p | j′−jかつ q | i−i′+q. いま, 1 ≤ j′−j ≤ p−1

より, p ∤ j′ − j となり矛盾する. よって, f(x), g(x)には共通の次数の項は存在しない. し

たがって, Φpq(x) = f(x)− g(x)の係数はすべて 1, 0,−1のいずれかである.

注意 2.2.6. n = 105 = 3× 5× 7は nが 2でない素因数を 3つもつ最小の自然数である.

Φ105(x)は次のように 41次と 7次の係数に −2が現れることがわかっている.

Φ105(x) = x48 + x47 + x46 − x43 − x42 − 2x41 − x40 − x39 + x36

+ x35 + x34 + x32 + x31 − x28 − x26 − x24 − x22 − x20 + x17

+ x16 + x15 + x14 + x13 + x12 − x9 − x8 − 2x7 − x6 − x5 + x2 + x+ 1.

2.3 完全斉次対称式の場合

この節では, P. Moree [Mo] における, シューア多項式が完全斉次対称式の場合の先行

研究をまとめる. ω1, . . . , ωϕ(n) を k 次の完全斉次対称式に代入すると,

hk(ω1, . . . , ωϕ(n)) =
∑

1≤i1≤···≤ik≤ϕ(n)

ωi1 · · ·ωik

となる. これは円分多項式の逆数 Φn(x)
−1 の k 次の係数に一致する. つまり完全斉次対

称式の場合は, Φn(x)
−1 の係数を考えることになり, 定理 Iは次の定理に言い換えられる.

定理 2.3.1. nが 2以外の素因数を高々 2つしかもたないとき, Φn(x)
−1の係数は 1, 0,−1

のいずれかである.

証明は, 基本対称式の場合より易しい. Φn(x)
−1 の係数を考えるためにまず, 多項式を

1つ導入する.

定義 2.3.2. 自然数 nに対し, Ψn(x)を

Ψn(x) =
xn − 1

Φn(x)

と定める.

円分多項式 Φn(x) は xn − 1 を割る (命題 2.1.3) ので, この Ψn(x) は多項式である.

Φn(x)
−1 の係数は Ψn(x)の係数に帰着される. 実際, Ψn(x)を用いると, Φn(x)

−1 は

1

Φn(x)
= −xn − 1

Φn(x)

1

1− xn
= −Ψn(x)(1 + xn + x2n + · · · )
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とかける. また, deg(Ψn(x)) = n− ϕ(n) < nより, Φn(x)
−1 の係数には −Ψn(x)の係数

しか現れない.

Ψn(x) の係数を考えるために Ψn(x) の性質を考える. Φn(x) と同様に n ≥ 3 なら,

Ψn(x)は nが相異なる奇素数の積のものでかける.

命題 2.3.3. (1) n = pl11 · · · plkk (p1, . . . , pkは相異なる素数) を n の素因数分解, N =

p1 · · · pk とする. このとき, Ψn(x) = ΨN (x
n
N ).

(2) n ≥ 3を奇数とする. このとき, Ψ2n(x) = (1− xn)Ψn(−x).

証明. (1) Ψn(x)を変形すると,

Ψn(x) =
xn − 1

Φn(x)
=

(x
n
N )N − 1

ΦN (x
n
N )

= ΨN (x
n
N )

である.

(2) Ψ2n(x)を変形すると,

Ψ2n(x) =
x2n − 1

Φ2n(x)

=
(−x)2n − 1

Φ2n(x)

= ((−x)n + 1)
((−x)n − 1)

Φn(−x)

= ((−x)n + 1)Ψn(−x)

= (1− xn)Ψn(−x)

である.

Ψn(x)の k次の係数を bn(k)とする. つまり, Ψn(x) =
∑n−ϕ(n)

k=0 bn(k)x
k とする. 上の

命題 2.3.3より, Ψn(x)の係数について次がわかる.

系 2.3.4. (1) bn(k) =

bN ( k
N ), N | k,

0, その他.

(2) b2n(k) =

(−1)kbn(k), k < n,

(−1)kbn(k − n) k ≥ n.

これはつまり, Ψn(x)の係数は nが相異なる奇素数の積の場合の係数に帰着されるとい

うことである. よって, 定理 2.3.1 を示すには,Ψp(x),Ψpq(x) の係数が 1, 0,−1 のいずれ

かであることを示せばよい.
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定理 2.3.1の証明. n = p, pq のときの Ψn(x)を考える. n = pのときは

Ψp(x) =
∏

d|p,d<p

Φd(x) = Φ1(x) = x− 1

である. また, n = pq (p < q)のとき,

Ψpq(x) =
∏

d|pq,d<pq

Φd(x)

= Φ1(x)Φp(x)Φq(x)

= (x− 1)(xp−1 + xp−2 + · · ·+ 1)(xq−1 + xq−2 + · · ·+ 1)

= (xq − 1)(xp−1 + pp−2 + · · ·+ 1)

= xp+q−1 + xp+q−2 + · · ·+ xq − (xp−1 + pp−2 + · · ·+ 1)

である. よって, Ψp(x),Ψpq(x)の係数は 1, 0,−1のいずれかである.

注意 2.3.5. 定理 2.3.1からは, 「n < 105のときに Φn(x)
−1 の係数は 1, 0,−1のいずれ

か」ということがわかるだけだが, 実際には n < 561 ならば Φn(x)
−1 の係数は 1, 0,−1

のいずれかになる ([Mo]).
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3 グラフ理論

定理 Iの証明では, グラフ理論を用いる. この章ではグラフについて必要事項をまとめ

る. 具体的には, 3.1節で一般のグラフについて整理する. 3.2節では二部グラフの概念を

定義し, 二部グラフの集合にある同値関係を定める. この同値関係に関してすべての木が

互いに同値になるのである.

3.1 グラフ

この節では R. ディーステル [D] と C. ベルジュ [B] をもとに, グラフについてまとめ

る. まず, グラフを構成する頂点や辺という概念を導入する. 次に, グラフの特徴を表す概

念 (木, 連結など)と木における頂点の距離という概念を導入する. 最後に, 定理 Iの証明

に必要ないくつかの命題を証明する. 以下, X を空でない有限集合とする. また, 集合 A

に対し, C(A,m)を Aのm点集合全体の集合とする.

まず, グラフという概念を定義する.

定義 3.1.1. (1) E ∈ C(X, 2)をX 上のグラフという. つまり, X の 2点集合の集合をグ

ラフという. {x, y} ∈ E を E の辺といい, E を辺集合という.

(2) X の元を頂点, X を頂点集合という.

(3) X 上のグラフ全体を G(X)とかく.

(4) Gk(X) = {E ∈ G(X) | |E| = k}とする.

注意 3.1.2. 一般には頂点集合と辺集合の組 (X,E)をグラフという. 本論文では, 頂点集

合は固定して議論することが多いため, 単に E をグラフと呼ぶ. ただし, 後述するグラフ

の連結成分については頂点集合と辺集合の組で考える.

以下, 辺 {x, y} ∈ E を単に xy とかく. また, 辺 xy に対し, x と y を辺 xy の端点と

呼ぶ.

グラフの特徴を表す基本的な用語を導入する.

定義 3.1.3. E ∈ G(X)とする.

(1) 相異なる頂点 x0, . . . , xn ∈ X に対し, x0x1, x1x2, . . . , xn−1xn ∈ E のとき,

{x0x1, x1x2, . . . , xn−1xn}を x0 から xn への道という.

(2) xから x′ への道が複数ある頂点 x, x′ ∈ X が存在するとき, E は閉路をもつという.
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(3) 任意の異なる 2頂点 x, y ∈ X に対し, xから y への道が存在するとき, E は連結で

あるという. そうでないとき E は非連結という.

(4) 閉路を持たない連結なグラフを木という.

注意 3.1.4. グラフ E が木であることと, 任意の x, x′ ∈ X に対し xから x′ への道が 1

つだけ存在することは同値である.

次に連結成分を定義する. そのためにまず, グラフに対して X 上の同値関係を定める.

定義 3.1.5. E ∈ G(X)とする. x, y ∈ X に対し, xy ∈ E のとき, x ∼̇ y とかく. この ∼̇
という関係から生成される X 上の同値関係を ∼E と定める.

この同値関係を用いて連結成分を定義する.

定義 3.1.6. E ∈ G(X)とする. 同値関係 ∼E に関する X の同値類 T ∈ X/∼E に対し,

辺集合 F を
F = {xy ∈ E | x, y ∈ T}

と定めると, (T, F )は連結なグラフとなる. これを E の連結成分という.

例 3.1.7. グラフ E が連結ならば, (X,E)が E の連結成分となる.

注意 3.1.8. (T1, E1), . . . , (Tk, Ek)を E の連結成分すべてとすると, E は E1, . . . , Ek の

交わりのない和集合でかける. つまり,

E = E1 ⊔ · · · ⊔ Ek

である.

次に頂点の特徴を表す記号, 用語を定義する.

定義 3.1.9. E ∈ G(X)とする.

(1) x ∈ X に対し, x を端点とする E の辺の個数を detE(x) と定める. つまり,

degE(x) = |{y ∈ X | xy ∈ E}|と定める.

(2) E において, x ∈ X を端点とする辺が 1つであるとき, つまり, degE(x) = 1のと

き, xを E の葉という.

(3) E において, x ∈ X を端点とする辺が存在しないとき, つまり, degE(x) = 0のと

き, xを E の孤立点という.

木に対して, 頂点間の距離を導入する.
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定義 3.1.10. E ∈ G(X)を木とする. 異なる頂点 a, b ∈ X に対し, E における aから b

への道を P (a, b)とする. このとき, |P (a, b)|を a, bの距離と定め, d(a, b)とかく.

注意 3.1.11. 実際には距離は木に限らず, 一般の有限グラフに対して定義することがで

きる. 一般の有限グラフでは道が複数存在することがある. その場合は |P (a, b)|の最小値
を a, bの距離と定める. また, 道が 0個の場合は距離は∞と定める.

この距離について次が成り立つ.

命題 3.1.12. |X| > 1とする. E ∈ G(X)が木のとき, 頂点 x ∈ X に対し, xからの距離

が最大となる頂点は葉である.

証明. yを xからの距離が最大となる頂点とする. yが葉でないとする. xから yへの道を

P (x, y)とすると, x′y ∈ E ∖ P (x, y)となる x′ ∈ X が存在する. すると P (x, y) ⊔ {x′y}
は xから x′ への道である. E は木であるから, xから x′ への道はこの 1つに限る. この

とき d(x, x′) = d(x, y) + 1である. これは y の取り方に反する.

以下, |X| > 1,m = |X| − 1とする. 次の命題は木を特徴づける性質である ([B] p.84定

理 1).

命題 3.1.13. E ∈ G(X)に対し次の (1)から (5)は同値である.

(1) E は木である.

(2) E は連結で |E| = m.

(3) E は閉路をもたず |E| = m.

(4) E は閉路をもたず, 辺を一つ加えると必ず閉路をもつ.

(5) E は連結で, どの一つの辺を取り去っても連結でなくなる.

最後に定理 Iの証明に使う命題をいくつか用意する.

命題 3.1.14. E ∈ Gm(X)が閉路をもつならば E は非連結.

証明. 命題 3.1.13 (2), (3)より明らか.

命題 3.1.15. 連結なグラフ E ∈ G(X)が閉路をもつならば, |E| ≥ |X|.

証明. 命題 3.1.13より明らか.

命題 3.1.16. E ∈ Gm(X)が非連結ならば閉路を持たない連結成分が存在する.
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証明. (T1, E1), . . . , (Tk, Ek)をEの連結成分すべてとする. このとき, E = E1⊔E2⊔· · ·⊔
Ek である. すべての iに対し, Ei が閉路をもつとすると, 命題 3.1.15より, |Ei| ≥ |Ti|で
ある. よって,

|E| = |E1|+ · · ·+ |Ek| ≥ |T1|+ · · ·+ |Tk| = |X| > m

となり矛盾する.

3.2 二部グラフ

この節では, 定理 Iの証明に使う定理を証明する. 二部グラフのある同値関係に関して,

二部グラフの木はすべて互いに同値になるという定理である (定理 3.2.11). この定理の証

明では, 標準グラフという概念が鍵になる.

まず, 二部グラフという概念を定義する.

定義 3.2.1. X,Y を互いに交わりのない, つまり X ∩ Y = ∅となる空でない有限集合と
する.

(1) E ⊂ X × Y を (X,Y )上の二部グラフという. また, (x, y) ∈ E を E の辺といい,

E を辺集合という.

(2) X,Y の元を頂点, X,Y を頂点集合という.

(3) G(X,Y )を (X,Y )上の二部グラフ全体の集合とする.

(4) Gk(X,Y ) = {E ∈ G(X,Y ) | |E| = k}と定める.

注意 3.2.2. (X,Y ) 上の二部グラフは, X の元同士, Y の元同士が辺で結ばれていない

X ⊔ Y 上のグラフと同一視できる. 二部グラフ E の辺 (x, y)を {x, y}と同一視するわけ
だが, 以下これを前節のように単に xy や yxとかく.

例 3.2.3. X = {x0, x1, x2, x3}, Y = {y0, y1, y2}とする.

E = {x0y0, x0y1, x1y1, x2y0, x2y2, x3y0}

は二部グラフで, 図を描くと次のようになる.

y0

x3

x2

x0

y1x1

y2
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以下, m = |X| + |Y | − 1 とし, Gm(X,Y ) 上の同値関係を定める. そのためにまず,

X × Y のある部分集合を定義する.

定義 3.2.4. (1) y ∈ Y に対し, X(y) = X × {y}と定める.

(2) x ∈ X に対し, Y (x) = {x} × Y と定める.

Gm(X,Y )上の同値関係 ∼を定義するためにまず, Gm(X,Y )上の関係 ∼̇を定義する.

定義 3.2.5. E,F ∈ Gm(X,Y )が次のどちらかを満たすとき, E ∼̇ F とする.

(1) |E ∩X(y)| = |F ∩X(y)| = 1かつ E ∖X(y) = F ∖X(y)を満たす y ∈ Y が存在.

(2) |E ∩ Y (x)| = |F ∩ Y (x)| = 1かつ E ∖ Y (x) = F ∖ Y (x)を満たす x ∈ X が存在.

定義 3.2.6. 関係 ∼̇で生成される Gm(X,Y )上の同値関係を ∼とかく.

注意 3.2.7. E ∼̇ F とは, E のある葉 aに対し, aを端点とする辺 abを辺 ab′ に取り換

えると, F に等しくなるということである.

関係 ∼̇の例と同値関係 ∼の例を見せる.

例 3.2.8. 次のグラフ E,F に対し, E ∼̇ F である.

b

b′

E = a

b

b′

F = a

実際, E において (aが E の葉であることに注意して)辺 abを ab′ に取り換えると F に

なる.

例 3.2.9. 次の 2つのグラフは同値である.

y0

x2

x0

y1x1

y2

y0

x2

x0

y1x1

y2
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実際, 左のグラフにおいて辺 x1y1 を x1y0 に取り換え, 次に x2y2 を x0y2 に取り換えると

右のグラフとなる.

この Gm(X,Y )上の同値関係について次が成り立つ.

命題 3.2.10. E ∈ Gm(X,Y )が閉路をもつなら孤立点をもつグラフに同値.

証明. 命題 3.1.14 より E は非連結である. すると, 命題 3.1.16 より閉路を持たない連

結成分 (T, F ) が存在する. |T | = 1 のときは明らか. |T | > 1 とする. このとき, F は

G(X ∩ T, Y ∩ T )の木である. 命題 3.1.12より, F には葉が存在する. その 1つを aとす

る. aは E においても葉である. 辺 ab ∈ E を aa1 (a1 /∈ T )に取り換えたグラフを E1 と

すると E ∼ E1 である. このとき,

T1 = T ∖ {a}, F1 = F ∖ {ab}

とすると, (T1, F1) は E1 の閉路を持たない連結成分である. |T1| = 1 なら T1 の元が

E1 の孤立点である. つまり, E は孤立点をもつグラフに同値である. |T1| > 1 とする.

(T1, F1)は G(X ∩T1, Y ∩T1)の木であり, 葉が存在する. 以下同様に繰り返すと, Ek ∼ E

で,
|Tk| = 1, |Fk| = 0

となる連結成分 (Tk, Fk)が存在するような Ek がとれる. 1点集合 Tk の元は Ek の孤立

点だから, E は孤立点をもつグラフに同値である.

次は, 定理 Iの証明に必要な最も重要な定理である.

定理 3.2.11. G(X,Y )の木はすべて互いに同値.

これを証明するためにまず, 標準グラフという概念を導入する.

定義 3.2.12. (X,Y )上の二部グラフ E が x ∈ X, y ∈ Y に対し

E = X(y) ∪ Y (x)

であるとき E を標準グラフといい, Hxy とかく.

簡単に言えば標準グラフ Hxy とは, すべての頂点が xまたは y と結ばれている木であ

る. 例えば上の例 3.2.9の右のグラフは標準グラフ Hx0y0 である.

定理 3.2.13. 標準グラフはすべて互いに同値である.

22



証明. x, x′ ∈ X と y ∈ Y に対し, Hxy ∼ Hx′y を示せばよい.

Hxy = X(y) ∪ Y (x)

である. Hxy において y 以外の Y の頂点は葉である. すべての b ∈ Y ∖ {y}に対し, 辺

xbを辺 x′bに取り換えたグラフを E1 とする. すると, E1 ∼ Hxy である. いま, x′y ∈ E

であったから, x′y ∈ E1 である. よって, Y (x′) ⊂ E1 である. また, X(y) ⊂ E1 であるか

ら, E1 ⊃ X(y) ∪ Y (x′) = Hxy′ である. |E1| = |Hxy′ |なので, E1 = Hxy′ である. した

がって Hxy ∼ Hx′y.

定理 3.2.11の証明に使う補題を用意する.

補題 3.2.14. |X|, |Y | > 1, E ∈ Gm(X,Y )を木とする. また, 頂点 x ∈ X, y ∈ Y に対し

xy ∈ E とする. このとき, E ̸= Hxy ならば, xと y のどちらとも辺で結ばれていない葉

が存在する.

証明. x からの距離の最大値を考える. max
a∈X⊔Y

dE(x, a) > 2 のときは明らかである.

max
a∈X⊔Y

dE(x, a) = 2 とする (E は二部グラフなので, a ∈ X である). すると, すべての

b ∈ Y に対し, dE(x, b) = 1, つまり xb ∈ E である. 命題 3.1.12より dE(x, a) = 2とな

る頂点 aは葉である. dE(x, a) = 2となるすべての aに対し, ay ∈ E とすると, E が標準

グラフとなり矛盾する. よって, ay /∈ E となる aが存在する.

この補題を用いて定理 3.2.11を証明する.

定理 3.2.11の証明. E ∈ Gm(X,Y )が木なら, E がある標準グラフに同値であることを示

せばよい.

|X| = 1または |Y | = 1のとき, E は明らかに標準グラフである.

|X|, |Y | > 1 とする. xy ∈ E を満たす x ∈ X と y ∈ Y をとる. E ∼ Hxy を示

せばよい. x または y と辺で結ばれている頂点の個数を degE(x, y) とする. つまり

degE(x, y) = degE(x) + degE(y)とする. degE(x, y) = |X|+ |Y |のとき, E は標準グラ

フである. degE(x, y) < |X|+ |Y |とする. このとき, E は標準グラフでない. よって, 補

題 3.2.14 より, x, y と辺で結ばれていない葉 a ∈ X ⊔ Y が存在する. ここで, a ∈ X と

仮定する (a ∈ Y としても同様に証明できる). aは葉である. ab ∈ E とする. このとき,

T0 = E ∖ {ab}とすると
E = T0 ⊔ {ab}

とかける. いま, E1 = T0 ⊔ {ay}とすると, E ∼̇ E1 である. 実際,

|E ∩ Y (a)| = |{ab}| = 1, |E1 ∩ Y (a)| = |{ay}| = 1
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であり,
E ∖ Y (a) = T0, E1 ∖ Y (a) = T0

である. すると, degE1
(x, y) = degE(x, y) + 1である. degE1

(x, y) = |X|+ |Y |なら, E1

は標準グラフである. つまり, E は標準グラフに同値である. degE1
(x, y) < |X|+ |Y |と

すると, 同様にして, E2 ∼̇ E1 かつ degE2
(x, y) = degE1

(x, y) + 1 となる E2 がとれる.

以下, これを繰り返す. 頂点は有限個なので, これは有限回で終わる. つまり, E ∼ Ek か

つ degEk
(x, y) = |X|+ |Y |を満たす Ek がとれる. Ek は標準グラフなので, E は標準グ

ラフに同値である.
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4 定理 Iの証明

この章では, 本論文の主結果である定理 Iを証明する. 4.1節で, ベクトル空間のテンソ

ル積, 直和について記号を導入する. 4.2節で, ベクトル空間の部分集合に対する性質 (C)

を導入する. 4.3 節で定理 I を線型代数の定理に帰着させる. これは, n が 2 以外の素因

数を高々 2つしかもたないとき, 1の n乗根全体の集合 Zn が性質 (C)をもつという定理

である. これを証明することになる. 4.4 節ではこの線型代数の定理は n = p, pq の場合

が本質的であり, その他の場合は n = p, pq のどちらかの場合に帰着できることを説明す

る. n = p, pq の場合をそれぞれ 4.5節, 4.6節で証明する. n = pのときの証明は易しい.

n = pq の場合は, 3章のグラフ理論を用いて証明する.

4.1 記号の準備

定理 Iの証明において, ベクトル空間のテンソル積や直和を考える. この節では, テンソ

ル積のある部分集合を表す記号や, 直和成分を表す記号を導入する.

まずは, テンソル積のある部分集合を表す記号を導入する.

定義 4.1.1. V,W をベクトル空間とする.

(1) X ⊂ V と Y ⊂ W に対し,

X ⊗ Y = {x⊗ y | x ∈ X, y ∈ Y }

と定める.

(2) x ∈ V と Y ⊂ W に対し,

x⊗ Y = {x⊗ y | y ∈ Y }

と定める. 同様に, y ∈ W と X ⊂ V に対し,

X ⊗ y = {x⊗ y | x ∈ X}

と定める.

次に, 直和成分を表す記号を導入する.

定義 4.1.2. (1) V の直和
⊕

i∈Λ V に対し, i ∈ Λに対応する直和成分を V (i) とかく.

(2) v ∈ V に対応する V (i) の元を v(i) とかく.

(3) X ⊂ V に対応する V (i) の部分集合を X(i) とかく.
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4.2 ベクトル空間の部分集合の性質 (C)

定理 Iの主張は, ベクトル空間のある部分集合がある性質 (C)をもつことに帰着される.

この節ではこの性質を導入し, この性質が直和をとる操作で保たれることなどを証明する.

まず, ベクトル空間の部分集合の性質 (C)を次で定める.

定義 4.2.1. V を有限次元ベクトル空間, X をその部分集合とする. X が次をみたすと

き, X は V において性質 (C)をもつという.

(C) V の基底となる S ⊂ X に対して S に対応する行列式の値は (符号を除いて) S に

よらず一定となる.

要するに, V の基底となる X の部分集合に対し, それの張る平行体の体積が一定になる

ということである.

性質 (C) を詳しく論じるために, ベクトル空間の部分集合に (符号の違いを無視した)

行列式を対応させる写像 D を導入する. 自然な準同型 C → C/{±1}で z ∈ Cに対応す
るものを [z]とする. m次元ベクトル空間 V に対し, D : H(V,m) → C/{±1}を

{v1, . . . , vm} 7→ [det(v1, . . . , vm)]

で定める. ここで, H(V,m)は V の元からなるm点多重集合全体の集合とする.

注意 4.2.2. 行列式 det(v1, . . . , vm) は V の基底を 1 つ固定してこの基底における

v1, . . . , vmの数ベクトル表示を並べた行列の行列式とする. つまり, V の基底 w1, . . . , wm

に対し, (v1, . . . , vm) = (w1, . . . , wm)A とするとき, det(v1, . . . , vm) = detA と定める.

ここで, V の基底の取り方によって行列式の値は定数倍の違いがでるが, 基底の取り方は

今後の議論に影響しない.

注意 4.2.3. H(V,m)の元は多重集合であるから, 本来は {{v1, . . . , vm}}のようにかくが,

本論文ではほとんどの場合重複がないときを考えるので, 単に {v1, . . . , vm}とかくことに
する.

この D を用いると, 性質 (C)は,

V の基底となる S ⊂ X に対して D(S)は S によらず一定となる.

と言い換えられる.
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実は, 性質 (C)はベクトル空間の直和を取る操作などで保たれる. これを示すために, D

の性質を考える (この命題では多重集合も考えることになるので, 注意が必要である).

命題 4.2.4. V をm次元ベクトル空間とするとき, 次が成り立つ.

(1) X ∪{v} ∈ H(V,m)とする. このとき, w ∈ X に対し, D(X ∪{v}) = D(X ∪{v+
w}).
(2) X ∪ {−v} ∈ H(V,m)とする. このとき, D(X ∪ {−v}) = D(X ∪ {v}).

これは D の定義と, 行列の基本変形からすぐにわかる. この D の性質を用いて, 性質

(C) がベクトル空間の直和を取る操作で保たれること, つまり次を示す (これは定理 I を

n = p, pq の場合に帰着させる際の鍵となる).

定理 4.2.5. V,W をそれぞれ a, b次元ベクトル空間とする. 部分集合 X ⊂ V と Y ⊂ W

がそれぞれ V,W において性質 (C) をもつとき, X ∪ Y は V ⊕W において性質 (C) を

もつ.

証明. S ∈ C(X ∪Y, a+ b)をとる. |S ∩X| > aのとき, S ∩X は一次従属なので, S も一

次従属. |S∩Y | > bのときも同様に, S は一次従属. よって, |S∩X| = aかつ |S∩Y | = b

のときを考える. 特に一次独立な S を考える. このとき, X0 = S ∩X と Y0 = S ∩ Y は

どちらも一次独立. すると,

D(S) = D(X0 ∪ Y0) =

[
det

(
X0 O
O Y0

)]
= [detX0 detY0]

である. ここで, X,Y がそれぞれ V,W において性質 (C) をもつので, [detX0], [detY0]

の値は一定である. よって, D(S) = [detX0 detY0]の値も一定である. つまり, X ∪ Y は

V ⊕W において性質 (C)をもつ.

注意 4.2.6. ベクトル空間 V,W の部分集合X,Y に対し, X,Y をそれぞれX+{⃗0}, {⃗0}+
Y と同一視することで, X ∪ Y を V ⊕W の部分集合とみなしている.

また, 次も定理 Iを n = p, pq の場合に帰着させる際の鍵となる.

定理 4.2.7. V を a次元ベクトル空間とする. V の部分集合X が V において性質 (C)を

もつとき, X± は V において性質 (C)をもつ. ここで, X± = X ∪ (−X)である.

証明. S ∈ C(X±, a)をとる. X0 = S ∩X, X1 = S ∩ (−X)とする. このとき,

D(S) = D(X0 ⊔X1) = D(X0 ∪ (−X1)) (4.2.1)
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である. いま, −X1 ⊂ X より, X0 ∪ (−X1) ⊂ X である. X は V において性質 (C)をも

つので, D(S)は S によらず一定または 0である. よって X± も V において性質 (C)を

もつ.

注意 4.2.8. 上の証明の (4.2.1) において, X0 と X1 は交わりを持たないが X0 と −X1

はそうとは限らない. よって X0 ∪ (−X1)は多重集合になる場合がある.

この 2 つの定理とこれから述べる 4.3 節, 4.4 節の議論を合わせると, 定理 I の証明は

n = p, pq の場合に帰着されることになる.

4.3 線型代数の定理に帰着

定理 Iは 1の n乗根全体の集合 Zn が性質 (C)をもつこと, つまり, 次の定理に帰着さ

れる.

定理 4.3.1. nが 2以外の素因数を高々 2つしかもたないとき, Zn は Q(ζn)において性

質 (C)をもつ.

以下, これに帰着できる理由を説明する. 定理 Iで問題としている値 sλ(ω1, . . . , ωϕ(n))

は, 次で定める数ベクトルを並べた行列の行列式の比である.

定義 4.3.2. k = 0, 1, . . .に対し, ϕ(n)次の数ベクトル uk を

uk =

 ωk
1
...

ωk
ϕ(n)


と定める.

ω1, . . . , ωϕ(n) はそれぞれ 1 の n 乗根だから uk+n = uk であることに注意して, Ωn =

{u1, . . . , un−1} とおく. シューア多項式はその分子のみが分割 λ に依存する. つまり,

sλ(ω1, . . . , ωϕ(n))は分子における Ωn の元の選び方だけに依存する. よって定理 Iの主張

は, 「Ωn の元を列とする行列式の値が Ωn の元の選び方によらず符号を除いて一定, また

は 0である」と言い換えられる. したがって, 定理 Iは次の定理に帰着される.

定理 4.3.3. 任意の v1, . . . , vϕ(n) ∈ Ωn に対し, det(v1 . . . vϕ(n))は符号を除いて一定, ま

たは 0.

これはつまり, Ωn で張られるベクトル空間 ⟨Ωn⟩の部分集合 Ωn が性質 (C)をもつとい
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うことである. 次の命題で定理 4.3.3を言い換えたものが定理 4.3.1である.

命題 4.3.4. ζn を 1の原始 n乗根とすると, 線型同型写像 ⟨Ωn⟩ → Q(ζn)で, Ωn の像が

Zn となるものが存在する.

証明. Q(ζn)から ⟨Ω⟩への線型同型写像で, Zn が Ωに対応するものを与える. 定理 1.3.5

より, i = 1, 2, . . . , ϕ(n)に対し, Q上の自己同型写像 fi : Q(ζn) → Q(ζn)で

fi(ζn) = ωi

となるものが存在する. 線型写像 f : Q(ζn) → Q(ζn)
ϕ(n) を

x 7→

 f1(x)
...

fϕ(n)(x)


で定める. すると, これは単射である. このとき,

ζkn 7→

 f1(ζ
k
n)

...
fϕ(n)(ζ

k
n)

 =

 ωk
1
...

ωk
ϕ(n)

 = uk

だから, f による Zn の像は Ωである. Q(ζn)は Zn で張られるので, f による Q(ζn)の

像は Ωで張られる. つまり, Im f = ⟨Ω⟩である. これで, Q(ζn)から ⟨Ω⟩への線型同型写
像で, Zn が Ωに対応するものが得られた.

以上で定理 Iは定理 4.3.1に帰着された.

4.4 Q(ζn)の構造

この節では, 定理 4.3.1 を n = p, pq の場合に帰着させる. そのために Q(ζn) の Q 上
のベクトル空間としての構造を考える. n が n = pl11 · · · plkk と素因数分解されるとき,

Q(ζn) は Q(ζp1) ⊗ · · · ⊗ Q(ζpk
) の直和と自然に同型になり, Zn に対応する部分集合は

Zp1 ⊗ · · · ⊗ Zpk
の和集合となる. これが鍵となり, 定理 4.3.1を n = p, pq の場合に帰着

させることができる. この節ではさらに, これを基本零和系という概念を用いてより一般

的な形の定理に帰着させる.

まずは, Q(ζn) が Q(ζp1
) ⊗ · · · ⊗ Q(ζpk

) の直和と自然に同型になることを示す. つま

り, 次を示す.
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定理 4.4.1. (1) a, b が互いに素なとき, 線型同型写像 Q(ζab) → Q(ζa) ⊗ Q(ζb)で, Zab

の像が Za ⊗ Zb であるものが存在する.

(2) 素数 p に対し, 線型同型写像 Q(ζpl) →
⊕

j∈Λ Q(ζp)
(j) で, Zpl の像が

⊔
j∈Λ Z

(j)
p

であるものが存在する. ここで, |Λ| = pl−1 である.

(3) aが奇数のとき, 線型同型写像 Q(ζ2a) → Q(ζa)で, Z2a の像が (Za)± であるもの

が存在する.

(4) a が奇数のとき, 線型同型写像 Q(ζ2ka) →
⊕

i∈Λ Q(ζa)
(i) で, Z2ka の像が⊔

i∈Λ(Za)
(i)
± であるものが存在する. ここで, |Λ| = 2k−1 である.

証明. 1.3節の議論から, Q(ζn)は Q上 ϕ(n)次元ベクトル空間であった. これを用いて証

明する.

(1) Q(ζa) ⊗ Q(ζb) から Q(ζab) への線型同型写像で, Zab が Za ⊗ Zb に対応するも

のを与える. Q(ζa) と Q(ζb) が Q(ζab) の部分体であることに注意して, 双線型写像

Q(ζa)×Q(ζb) → Q(ζab)を
(x, y) 7→ xy

で定める. これから, 線型写像 f : Q(ζa)⊗Q(ζb) → Q(ζab)が

x⊗ y 7→ xy

で定まる. このとき,

f(ζia ⊗ ζjb ) = ζaj+bi
ab

である. この f が線型同型写像であることを示そう. 次元は等しいので, 全射であること

を示せばよい. すべてのmに対し, f(ζia⊗ζjb ) = ζaj+bi
ab = ζmab となる, つまり aj+bi = m

となる i, j が存在することを示せばよい. a, bは互いに素なのでこれは明らかである. し

たがって, f は全射である. Za ⊗ Zb の f による像が Zab であることはすぐわかる.

(2)
⊕

j∈Λ Q(ζp)
(j) から Q(ζpl)への線型同型写像で,

⊔
j∈Λ Z

(j)
p が Zpl に対応するもの

を与える. Q(ζp)が Q(ζpl)の部分体であることに注意して, Λ = {0, 1, . . . , pl−1 − 1}に対
し,
⊕

j∈Λ Q(ζp)
(j) を考える. 線型写像 g :

⊕
j∈Λ Q(ζp)

(j) → Q(ζpl)を

x(j) 7→ ζj
plx

で定める. このとき,

g(ζip
(j)

) = ζp
l−1i+j

pl

である. この g が線型同型写像であることを示そう. 次元は等しいので, この g が全射

であることを示せばよい. すべての mに対し, g(ζip
(j)

) = ζp
l−1i+j

pl = ζmpl となる, つまり
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pl−1i+ j = mとなる i, j (0 ≤ j < pl−1)が存在することを示せばよいがこれは明らかで

ある.
⊔

j∈Λ Z
(j)
p の g による像が Zpl であることはすぐわかる.

(3) (1)の線型同型写像と, 次で定める線型同型写像を合成すればよい.

線型写像 Q(ζ2)⊗Q(ζa) → Q(ζa)を

1⊗ x 7→ x

で定める. これは明らかに線型同型写像で, この写像による Z2⊗Zaの像は (Za)±である.

(4) (2), (3)の線型同型写像を合成すればよい.

この線型同型写像による Q(ζn)の像 Q(ζn)
′ は nに応じてそれぞれ次のようになる.

Q(ζn)
′ =



Q(ζp), n = p, 2p,

Q(ζp)⊗Q(ζq), n = pq, 2pq,⊕
i∈Λ Q(ζp)

(i) (ただし |Λ| = pl−1), n = pl,⊕
i∈Λ Q(ζp)

(i) (ただし |Λ| = 2k−1pl−1), n = 2kpl,⊕
i∈Λ(Q(ζp)⊗Q(ζq))

(i) (ただし |Λ| = pl−1qm−1), n = plqm,⊕
i∈Λ(Q(ζp)⊗Q(ζq))

(i) (ただし |Λ| = 2k−1pl−1qm−1), n = 2kplqm.

また, Zn の像 Z ′
n は, それぞれ次のようになる.

Z ′
n =



Zp, n = p,

(Zp)±, n = 2p,

Zp ⊗ Zq, n = pq,

(Zp ⊗ Zq)±, n = 2pq,⊔
i∈Λ Z

(i)
p , n = pl,⊔

i∈Λ(Zp)
(i)
± , n = 2kpl,⊔

i∈Λ(Zp ⊗ Zq)
(i), n = plqm,⊔

i∈Λ(Zp ⊗ Zq)
(i)
± , n = 2kplqm.

いま, Z ′
n が Q(ζn)

′ において性質 (C)をもつことを示せばよいのだが, 定理 4.2.5と定

理 4.2.7を用いると, n = 2p, pl, 2kpl の場合は n = pの場合に, n = 2pq, plqm, 2kplqm の

場合は n = pq の場合に帰着される. よって, 定理 4.3.1は n = p, pq の場合, つまり次の

定理に帰着される.
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定理 4.4.2. (1) 素数 pに対し, Zp は Q(ζp)において, 性質 (C)をもつ.

(2) 異なる奇素数 p, q に対し, Zp ⊗ Zq は Q(ζp)⊗Q(ζq)において, 性質 (C)をもつ.

これらをより一般的な基本零和系の定理の形で証明する. ここで a− 1次元ベクトル空

間 V の a点集合で, V を張り, 和が 0となるものを基本零和系とよぶことにする. つまり,

ベクトル空間の基本零和系とは次で定義されるものである.

定義 4.4.3. aを自然数とする. a− 1次元ベクトル空間 V に対し,

|X| = a,
∑

X = 0, ⟨X⟩ = V

を満たす V の部分集合 X を V の基本零和系という. ここで,
∑

X =
∑

x∈X xである.

例えば, 素数 pに対し, Zp は Q(ζp)の基本零和系である. 実際, Q(ζp)は ϕ(p) = p− 1

次元ベクトル空間で, Zp は

|Zp| = p,
∑

Zp = 0, ⟨Zp⟩ = Q(ζp)

を満たす.

注意 4.4.4. a−1次元ベクトル空間 V の基底 v1, . . . , va−1に対し, va = −(v1+· · ·+va−1)

とすると, {v1, . . . , va}は V の基本零和系である. 基本零和系は実質的にこの形のもので

尽きている.

Zp は基本零和系だから, 定理 4.4.2は次の定理の特別なケースとみなせる.

定理 4.4.5. (1) aを自然数とする. a− 1次元ベクトル空間 V の基本零和系は V におい

て性質 (C)をもつ.

(2) a, bを自然数とする. V,W をそれぞれ a−1, b−1次元ベクトル空間とする. 部分集

合 X ⊂ V と Y ⊂ W をそれぞれ, V,W の基本零和系とする. すると, X ⊗ Y は V ⊗W

において性質 (C)をもつ.

結局, これを示せばよいことになる. (1) と (2) は 4.5 節, 4.6 節でそれぞれ証明する.

(1)の証明は易しい. (2)の証明はグラフ理論を用いる.

注意 4.4.6. 3つの基本零和系のテンソル積は性質 (C)を満たすとは限らない (2次元, 4

次元, 6次元ベクトル空間の基本零和系のテンソル積が反例となる). 定理 4.4.5 (2)から,

性質 (C)はベクトル空間のテンソル積を取る操作でも保たれそうな気がするが, そうでは

ない.
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4.5 n = pの場合の証明

この節では, 定理 4.4.5の (1)を示す.

定理 4.4.5 (1)の証明. X を V の基本零和系とする. 任意に S, T ∈ C(X, a − 1)をとる.

この S, T に対して, D(S) = D(T )を示せばよい.

いま, S = X ∖ {v}, T = X ∖ {v′}となる v, v′ ∈ V が存在する. Q = X ∖ {v, v′}と定
めると, S = Q ⊔ {v′}, T = Q ⊔ {v}である. このとき,

D(S) = D(Q ⊔ {v′})

= D(Q ⊔ {v′ +
∑

Q})

= D(Q ⊔ {
∑

u∈X∖{v}

u})

= D(Q ⊔ {−v})
= D(Q ⊔ {v})
= D(T )

である. 第 2の等号では命題 4.2.4 (1)を用いた. 第 4の等号では
∑

X = 0を用いた. 第

5の等号では命題 4.2.4 (2)を用いた.

4.6 n = pq の場合の証明

この節では, 定理 4.4.5の (2)を示す.

証明の概要を述べる. 以下, d = dim(V ⊗W ) = (a−1)(b−1)とし,さらにm = ab−dと

する. まず, C(X ⊗ Y, d)にある同値関係 ∼を定める. これは S ∼ T なら, D(S) = D(T )

となるような同値関係である. X ⊗ Y における補集合を考えると, C(X ⊗ Y,m)上の同

値関係が考えられる. この C(X ⊗ Y,m)は, 3.2節で定めた二部グラフの集合 Gm(X,Y )

と同一視でき, C(X ⊗ Y,m)上の同値関係は Gm(X,Y )上の同値関係と一致する. そして

C(X ⊗ Y, d)の一次独立な元の補集合は Gm(X,Y )の木と対応する. よって, すべての木

が互いに同値になるという定理 3.2.11より, C(X ⊗ Y, d)の一次独立な元はすべて互いに

同値になり, D の値が等しくなるのである. このように補集合を考えることで, 定理 4.4.5

(2)は 3.2節で述べたグラフの定理に帰着され証明できるのである.

証明の準備をする. C(X ⊗ Y, d)上の同値関係の導入のためにまず C(X ⊗ Y, d)上の関

係 ∼̇を定める.
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定義 4.6.1. S, T ∈ C(X ⊗ Y, d)が次のどちらかを満たすとき, S ∼̇ T とする.

(1) |S ∩X(w)| = |T ∩X(w)| = a− 1かつ, S ∖X(w) = T ∖X(w)を満たす w ∈ Y

が存在.

(2) |S ∩ Y (v)| = |T ∩ Y (v)| = b − 1 かつ S ∖ Y (v) = T ∖ Y (v) を満たす v ∈ X が

存在.

ここで, w ∈ Y に対し, X(w) = X⊗wと定める. 同様に v ∈ X に対し, Y (v) = v⊗Y

と定める.

定義 4.6.2. 関係 ∼̇で生成される同値関係を ∼とかく.

この同値関係で, 次が成り立つ.

命題 4.6.3. S ∼ T ならば D(S) = D(T ).

証明. S ∼̇ T のとき, D(S) = D(T )を示せばよい. S, T が定義 4.6.1の (1)を満たすとす

る ((2)を満たすときも同様に証明できる). つまり, |S ∩X(w)| = |T ∩X(w)| = a− 1か

つ S ∖X(w) = T ∖X(w)を満たす w ∈ Y が存在すると仮定する. 第 1の条件から,

S ∩X(w) = X(w)∖ {v ⊗ w}, T ∩X(w) = X(w)∖ {v′ ⊗ w}

となる v, v′ ∈ X が存在する. P = S∖X(w) = T ∖X(w), Q = X(w)∖ {v⊗w, v′⊗w}
とおくと,

S = P ⊔Q ⊔ {v′ ⊗ w}, T = P ⊔Q ⊔ {v ⊗ w}

である. すると,

D(S) = D(P ⊔Q ⊔ {v′ ⊗ w})

= D(P ⊔Q ⊔ {v′ ⊗ w +
∑

Q})

= D(P ⊔Q ⊔ {
∑

u∈X∖{v}

u⊗ w})

= D(P ⊔Q ⊔ {−v ⊗ w})
= D(P ⊔Q ⊔ {v ⊗ w})
= D(T )

である. 第 2の等号では命題 4.2.4 (1)を用いた. 第 4の等号では
∑

X(w) = 0を用いた.

第 5の等号では命題 4.2.4 (2)を用いた.
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以下, m = ab − d = |X| + |Y | − 1 とする. X ⊗ Y において補集合を取る写像

C(X ⊗ Y, d) → C(X ⊗ Y,m), S 7→ Sc = X ⊗ Y ∖ S を考える.

C(X ⊗ Y, d)上の同値関係をもとに, C(X ⊗ Y,m)上の同値関係を次で定める.

定義 4.6.4. C(X ⊗ Y,m) 上の同値関係 ∼ を S, T ∈ C(X ⊗ Y, d) に対し, Sc ∼ T c ⇔
S ∼ T となるように定める.

この同値関係について次が成り立つ.

定理 4.6.5. C(X ⊗ Y,m)上の同値関係 ∼は次で定義する C(X ⊗ Y,m)上の関係 ∼̇で
生成される同値関係である.

定義 4.6.6. S, T ∈ C(X ⊗ Y,m)が次のどちらかを満たすとき, S ∼̇ T とする.

(1) |S ∩X(w)| = |T ∩X(w)| = 1かつ, S ∖X(w) = T ∖X(w)を満たす w ∈ W が

存在.

(2) |S ∩ Y (v)| = |T ∩ Y (v)| = 1かつ S ∖ Y (v) = T ∖ Y (v)を満たす v ∈ V が存在.

C(X ⊗ Y,m)は, v ⊗ w ∈ X ⊗ Y を v ∈ X と w ∈ Y を結ぶ辺とみなすことで, 自然

に Gm(X,Y )と同一視できる. この同一視のもと, C(X ⊗ Y,m)上の同値関係 ∼は, 定義

3.2.5で定めた Gm(X,Y )上の同値関係と同じものとみなせる.

X ⊗ Y の部分集合 S の一次従属性について考える. 次は明らか.

命題 4.6.7. (1) X(w) ⊂ S となる w ∈ W が存在するとき, S は一次従属.

(2) Y (v) ⊂ S となる v ∈ V が存在するとき, S は一次従属.

次も命題 4.6.3より明らか.

命題 4.6.8. S ∼ T となる S, T ∈ C(X ⊗Y, d)に対し, S が一次従属なら, T も一次従属.

この 2つの命題から次が成り立つ.

命題 4.6.9. S ∈ C(X ⊗ Y, d)とする. 次は同値.

(1) S は一次独立.

(2) Sc は木.

証明. (1)⇒(2)を示す. Sc が木でないとすると, 命題 3.1.13より Sc は閉路をもつ. この

とき, 命題 3.2.10より, Sc は孤立点 v ∈ X (または w ∈ Y )をもつグラフ T c に同値であ

る. このとき, Y (v) ⊂ T (または X(w) ⊂ T )である. よって, 命題 4.6.7より, T は一次
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従属. いま S ∼ T だったから, 命題 4.6.8より, S も一次従属となり矛盾する.

(2)⇒(1)を示す. S が一次従属とすると, Y (v) ⊂ T (または X(w) ⊂ T )となる v ∈ X

(または w ∈ Y )が存在する. このとき, Sc ∩ Y (v) = ∅ (または Sc ∩X(w) = ∅), つまり
v (または w)は Sc において孤立点である. これは Sc が木であることに矛盾する.

当初の目的であった定理 4.4.5 (2)を証明する.

定理 4.4.5 (2)の証明. S, T ∈ C(X ⊗ Y, d)がどちらも一次独立とする. 命題 4.6.9より,

Sc, T c はどちらも木である. よって, 定理 3.2.11より, Sc ∼ T c である. よって S ∼ T で

あり, D(S) = D(T ).
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