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序文

本論文では行列式の冪, つまり (detX)m の展開係数について論じる. Glynnは「mが

素数 pを用いてm = p− 1と表せるとき, この展開係数に 0は現れない」ということを示

した. 本論文では実はこの逆もなりたつことを明らかにする.

Glynnの結果からは Alon–Tarsi予想という未解決問題が特別な場合に解決される. 実

際には Glynnの結果は, より一般的な正則二部グラフの完全マッチングへの分割の個数に

ついての定理を証明したことになる. 本論文の結果から, このグラフに関する定理はその

逆もなりたつことが明らかになる.

行列式の冪の展開とその係数

まず本論文の主定理, つまり行列式の冪の展開係数に関する定理を述べよう.

n × n 行列 X = (xij)1≤i,j≤n に対して, 行列式の冪 (detX)m は次の形に展開できる.

この展開に現れる係数 CL に注目する.

(detX)m =
∑

L∈Ψ(m)

CLx
L.

ただし, Ψ(m)は各行, 各列の和がmとなる非負整数成分の n× n行列全体を表す. また

L = (lij)1≤i,j≤n に対して xL を次のように定める.

xL =
∏

1≤i,j≤n

x
lij
ij .

展開係数 CL に関する次の定理が本論文の主定理である.

定理 I (主定理). n ≥ 3のとき, 自然数mに関する次の 2つの条件は同値である.

(1) ある素数 pが存在して, m = p− 1.

(2) 任意の L ∈ Ψ(m)に対して, CL ̸= 0.

以下,「ある素数 pが存在してm = p−1」を単に「m = p−1」とかく. また「m = p−1

をみたす素数 pが存在しない」を単に「m ̸= p− 1」とかく.

Glynnの超行列式

主定理の (1) ⇒ (2)がなりたつことは Glynnが超行列式を用いて示した.
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行列式は行列に対して定まる値だが, 超行列式は 1次元以上の超行列に対して定義され

る行列式の類似物である（超行列とは 0次元的, 1次元的, 2次元的, 3次元的, . . .に数を

並べた行列の一般化である）.

Glynnは正標数 pの体上の可換代数 Aの元を成分とする超行列に対し超行列式を定め
た. 以下, この Glynnの超行列式を detp とかく.

通常の行列（つまり 2次元の超行列）Aに対して超行列式 detpAを考えるとどうなる

のだろうか？実は detpAは行列式 detAの p− 1乗と等しい.

定理 II. A上の n× n行列 Aに対して次の等式がなりたつ.

detpA = (detA)p−1.

また detpAは次のように展開できる.

定理 III. A上の n× n行列 Aに対して, detpAは次のように表せる.

detpA =
∑

L∈Ψ(p−1)

(−1)n

L!
aL.

ただし, L = (lij)1≤i,j≤n に対して L! =
∏

1≤i,j≤n lij !と定める.

この定理は一般の次元の超行列に拡張できる（定理 3.0.1）. 定理 II と定理 III から

(detA)p−1 の展開がわかる. これから任意の L ∈ Ψ(p− 1)に対して次がなりたつ.

L!CL ≡ (−1)n (mod p).

とくに CL ̸= 0がなりたつので主定理の (1) ⇒ (2)が導かれたことになる.

注意. 主定理の (1) ⇒ (2)は, 現在は超行列式を用いない証明もある [K2]（[K1]も参照の

こと）.

CL = 0をみたす Lが存在するのはどんなmか

m = p − 1 のとき任意の L ∈ Ψ(m) に対して CL ̸= 0 であることがわかったが, 逆

に m ̸= p − 1の場合は CL = 0をみたす L ∈ Ψ(m)は常に存在する（つまり, 主定理の

(2) ⇒ (1)がなりたつ）. これは本論文で初めて明らかにすることである.

この事実は n = 3のときが本質的であり, CL = 0となる L ∈ Ψ(m)は次のように具体
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的に与えられる.

L = Lab(3) =

 ab+ b− 1 a 1
a ab b
1 b ab+ a− 1

 .

ただし, a, bは m + 1 = (a + 1)(b + 1)をみたす自然数である (m + 1は合成数だからこ

のような a, bは存在する). この Lに対し, 実際に CL = 0となることは多項係数の計算で

すぐわかる（行列式を Sarrusの公式で与えてやればあとは高校レベルの計算）.

n ≥ 4のとき CL = 0をみたす L ∈ Ψ(m)は Lab(3)を用いて簡単に構成できる（詳し

くは第 5章）.

この発見に至った経緯も記しておく. 「m = p− 1のとき, 任意の L ∈ Ψ(m)に対して

CL ̸= 0」という Glynnの主張を読んでm ̸= p− 1のときはどうなるかが気になり, 計算

機実験を行った（具体的には n = 3,m ≤ 68の計算をした）. m = p− 1が単なる十分条

件ではなく必要条件でもあることは初めから予想していたわけでなく. この計算機実験を

通じてその可能性に気づかされた. 一旦予想してみると, その証明は案外楽だった.

正則二部グラフの完全マッチングへの分割に関する問題

展開係数 CL が 0か否かという問題は, 正則二部グラフの完全マッチングへの分割に関

する問題と自然に同一視できる.

このグラフの問題を説明する. Ψ(m) の各元は m-正則二部グラフと自然に同一視でき

る. ただし, 本論文では多重グラフ（2つの頂点間に複数の辺がありうるグラフ）を単にグ

ラフとよぶことにする.

L ∈ Ψ(m) に対して, n 文字の置換 σ1, . . . , σm が L = Pσ1 + · · · + Pσm をみたす

とき Σ = (σ1, . . . , σm) を L の置換行列への分割（以下, 単に L の分割）とよぶ. た

だし, Pσ は置換 σ に対応する置換行列である. この L の分割は m-正則二部グラフ

の完全マッチングへの分割と自然に同一視できる. L の分割 Σ の符号, つまり偶奇

を sgnΣ = sgnσ1 · · · sgnσm と定める. また L の偶分割全体を EP(L), 奇分割全体を

OP(L)と表す. これらの集合の大きさ |EP(L)|と |OP(L)|が等しいか否かという問題を
考えよう. 言い換えると m-正則二部グラフの完全マッチングへの分割で偶分割のものと

奇分割のものの個数を比較することになる. |EP(L)|と |OP(L)|の差は展開係数 CL と

等しい, つまり
|EP(L)| − |OP(L)| = CL

となる. よって, このグラフの問題は CL が 0か否かを考えることと同値である. Glynn
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は主定理の (1) ⇒ (2)を示すことで, このグラフの問題に関する次のような定理を与えた

ことになる.

定理 IV. m = p− 1のとき, 任意の L ∈ Ψ(m)に対して, |EP(L)| ̸= |OP(L)|.

また本論文では主定理の (2) ⇒ (1)の証明を与えるが, これはこの定理の裏, つまり次

の定理を示したことになる.

定理 V. m ̸= p− 1のとき, ある L ∈ Ψ(m)が存在して, |EP(L)| = |OP(L)|.

Alon–Tarsi予想

このグラフの問題は Alon–Tarsi予想という未解決問題の自然な一般化とみなせる.

Alon–Tarsi予想はラテン方陣の個数についての予想である. n次ラテン方陣とは各行,

各列に 1から nの自然数が 1回ずつ現れる n × n行列のことである. n次ラテン方陣は

すべての成分が 1である正方行列 L′(n) = (1)1≤i,j≤n ∈ Ψ(n)の分割と自然に同一視でき

る. ラテン方陣の符号をそれに対応する L′(n)の分割の符号と定める. 以下, n次の偶ラ

テン方陣全体を ELS(n), 奇ラテン方陣全体を OLS(n)とかく. これらの個数の比較に関

する次の予想は Alon–Tarsi予想とよばれている [AT].

予想 VI (Alon–Tarsi予想). nが偶数のとき, |ELS(n)| ̸= |OLS(n)|.

なお, nが 3以上の奇数のとき |ELS(n)| = |OLS(n)|であることは比較的やさしい.

偶ラテン方陣の個数と奇ラテン方陣の個数はそれぞれ

|ELS(n)| = |EP(L′(n))|, |OLS(n)| = |OP(L′(n))|

と表せるので, 先ほどのグラフの問題は Alon–Tarsi予想の一般化とみなせる. |ELS(n)|
と |OLS(n)|の差は展開係数 CL′(n) と等しいから Alon–Tarsi予想は「自然数 nが偶数の

とき CL′(n) ̸= 0」という予想と同値である. 定理 IVから Glynnは n = p − 1の場合の

Alon–Tarsi予想を解決したことになる [G2].

実際は定理を得た経緯は逆であり, この Glynnの Alon–Tarsi予想に関する結果がまず

あり, これを本論文でまとめ直したのが定理 IV である. つまり [G2] の証明は主定理の

(1) ⇒ (2)が鍵であり, これを素直に読むとラテン方陣というよりグラフの話と解釈する

のが自然だという認識にいたり, 定理 IVという形にまとめ直したのである. そして, この

グラフの話としては本論文で示した (2) ⇒ (1)は定理 Vという形に言い換えられるので
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ある.

注意. 今定めたラテン方陣の符号は印符号とよばれるものであり, 通常採用されるラテン

方陣の符号とは異なる. しかし, Alon–Tarsi 予想を考える上でこの違いは問題にならな

い. なぜなら, この 2 つの符号は n のみで決まるスカラー倍の違いしかないためである

（詳しくは第 7章）.

各章について

第 1章から第 4章で超行列式に関する Glynnの結果 [G1]をまとめる. 具体的には通常

の行列における超行列式と通常の行列式との関係（定理 II）, 超行列式の展開公式（定理

III）, 超行列式の積公式についてまとめる. 第 4章では超行列式の積公式について扱うが,

これは本論文の主題である行列式の冪の展開係数とは論理的に関係はなく, 読まなくても

他の章を読む際に支障はない. しかし, Glynnの超行列式が積を保つという性質は興味深

かったためここでまとめる.

第 5章では主定理（定理 I）について, つまり (detX)m の展開係数が 0を含まないため

の mの条件（m = p− 1）について論じる. この十分性は第 3章までの Glynnの議論か

らわかる. また必要性は本論文ではじめて示すことである.

第 6 章では, 第 5 章の定理を正則二部グラフの完全マッチングへの分割に関する定理

（定理 IV, 定理 V）に翻訳する. Glynnはラテン方陣に関する Alon–Tarsi予想の部分的

解決をした [G2]が, このグラフについての定理はその一般化とみなせる.

第 7章では, ラテン方陣の符号に関する補足説明をする.
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1 超行列式

通常の行列は 2 次元的に数が並んでいるが, これを一般の次元に拡張した超行列を考

える. 通常の行列には行列式が定まるが, 実は超行列にも同じような概念がある. それが

超行列式である. 様々な研究者が様々な超行列式を定義してきたが, 本論文では [G1] で

Glynnが定めた超行列式を考える.

1.1 超行列と超行列式

この節では超行列と超行列式を説明しよう.

通常の行列は平面的に数が並んでいる. 立体的に数が並んだ「3次元行列」や絵には描

けないが 4 次元的に数が並んだものを考えてもよさそうである. このように 0 次元的, 1

次元的, 2次元的, 3次元的, . . .に数が並んだ「行列」を超行列と よぶ. 以下, nは自然数,

r は非負整数とし, Rは可換環とする.

定義 1.1.1. [n]r から R への写像を R 上の nr 超行列とよぶ. ただし, [n]は n以下の自

然数全体とする. 以下, nr 超行列を単に nr 行列や r 次元行列とよぶ. また R上の r 次元

行列全体をMat(nr, R)とかく.

以下, (i1, . . . , ir) 7→ ai1···ir という対応で決まる nr 超行列を次のようにかく.

(ai1···ir )1≤i1,...,ir≤n.

超行列同士の積を通常の行列同士の積と同様に次のように定める.

定義 1.1.2. R 上の r 次元行列 A = (ai1···ir )1≤i1,...,ir≤n と s 次元行列 B =

(bj1···js)1≤j1,...,js≤n に対して, それらの積 AB を次のように定める.

AB =

 ∑
1≤k≤n

ai1...ir−1kbkj2...js


1≤i1,...,ir−1,j2,...,js≤n

.

ただし, r, sは自然数である. このとき, AB は r + s− 2次元行列である.

注意 1.1.3. 通常の行列では正方行列以外にも 3× 5行列などのように長方形の行列を考

えることがある. 超行列でも 3× 5× 7という型のように各辺の長さが異なるものを考え

ることが可能であり, 一定の条件がなりたてば積も考えられる. ただし, 本論文では定義

1.1.1で定めたようにすべての辺の長さが同じもののみを考える.
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通常の行列に行列式が考えられるのと同様に, 超行列にも行列式のような概念がある.

これを超行列式という. 超行列式を定義するためにいくつか記号を用意しよう.

定義 1.1.4. R上の n1 行列 A = (ai)1≤i≤n に対して, Ãを次のように定義する.

Ã = a1a2 · · · an.

t1, . . . , tn という n個の不定元を成分とする n1 行列 t = (ti)1≤i≤n を考える. またこの

n個の不定元の R係数の多項式環 R[t1, . . . , tn]を R[t]と表す.

定義 1.1.5. 自然数 k と f(t) ∈ R[t]に対して, ⟨f(t)⟩k を次のように定義する.

⟨f(t)⟩k =「f(t)における
∏

1≤i≤n

tki の係数」.

これらの記号を用いて超行列式を定義しよう. ただし, 正標数の体上の可換代数の元を

成分とする超行列のみに超行列式が定まる. 以下, Fを正標数 pの体とし, Aは F上の可
換代数 [M]とする.

定義 1.1.6. rを自然数とする. A上の nr 行列 Aに対して, Aの超行列式を次のように帰

納的に定義する.

detpA =

{
Ãp−1 (r = 1)

⟨detp(At)⟩p−1 (r ≥ 2).

つまり, r 次元行列 Aに対して, detpAは r − 1次元行列 Atの超行列式 detp(At)にお

ける
∏

1≤i≤n t
p−1
i の係数である.

1.2 例

簡単な行列に対して, 超行列式を具体的に計算してみよう.

まず r = 2, つまり通常の行列に対する超行列式をいくつか計算しよう.

例 1.2.1. p = 3のとき, 次の A ∈ Mat(22,A)の超行列式を計算しよう.

A =

(
a b
c d

)
.

定義 1.1.6を適用すると

det3A = ⟨det3(At)⟩3−1 = ⟨Ãt
2
⟩2
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である. Ãt
2
は展開すると次のようになる.

Ãt
2
= {(at1 + bt2)(ct1 + dt2)}2

= a2c2t41 + (2a2cd+ 2abc2)t31t2

+ (a2d2 + 4abcd+ b2c2)t21t
2
2 + (2abd2 + 2b2cd)t1t

3
2 + b2c2t42.

この Ãt
2
における t21t

2
2 の係数が det3Aである. つまり

det3A = a2d2 + 4abcd+ b2c2 = a2d2 + abcd+ b2c2

がなりたつ. また p = 5のときの det5Aも同様に計算できる.

det5A = a4d4 + 16a3bcd3 + 36a2b2c2d2 + 16ab3c3d+ b4c4

= a4d4 + a3bcd3 + a2b2c2d2 + ab3c3d+ b4c4.

これらの結果から det3A = (detA)2, det5A = (detA)4 であることがわかる. 実は一

般の pで 2次元行列 Aに対して, detpA = (detA)p−1 がなりたつ. この事実は第 2章で

示す.

次に r = 3, つまり 3次元行列の超行列式を n = 2のときに計算しよう.

例 1.2.2. p = 3のとき, 次の A ∈ Mat(23,A)の超行列式を計算しよう.

A = (aijk)1≤i,j,k≤2.

定義 1.1.6を適用すると
det3A = ⟨det3(At)⟩2

である. Atは次のようにな 2次元行列になる.

At =

(
a111t1 + a112t2 a121t1 + a122t2
a211t1 + a212t2 a221t1 + a222t2

)
.

例 1.2.1の結果から det3Atは次のように表せる.

det3(At) = (a111t1 + a112t2)
2(a221t1 + a222t2)

2

+ (a111t1 + a112t2)(a121t1 + a122t2)(a211t1 + a212t2)(a221t1 + a222t2)

+ (a121t1 + a122t2)
2(a211t1 + a212t2)

2.
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この det3(At)における t21t
2
2 の係数が det3Aである. つまり

det3A = (a2111a
2
222 + 4a111a112a221a222 + a2112a

2
221)

+ (a111a121a212a222 + a111a122a211a222 + a111a122a212a221

+ a112a121a212a222 + a112a122a211a222 + a112a122a212a221)

+ (a2121a
2
212 + 4a121a122a211a212 + a2122a

2
211)

= a2111a
2
222 + a2112a

2
221 + a2121a

2
212 + a2122a

2
211

+ a111a112a221a222 + a111a121a212a222 + a111a122a211a222 + a111a122a212a221

+ a112a121a212a222 + a112a122a211a222 + a112a122a212a221 + a121a122a211a212

がなりたつ.

1.3 超行列式の歴史

ここまで Glynn の超行列式について述べてきたが, Glynn 以外の研究者も超行列に対

して定義できる超行列式を考えていた. この節ではそのような超行列式に関する歴史を

振り返る. なお, この節の内容は, [N]で述べられていた [C], [S], [GKZ]に関する内容と

Glynnの超行列式に関する内容 [G1]をまとめたものである.

最初に 1845 年に Cayley が 2 × 2 × 2 = 23 行列に対して超行列式を定義した [C].

Cayleyはその後一般化を試みたが成功しなかった. 次に 1852年に Schläfliが 24 行列に

超行列式を定義した [S]. 以降, 約 150年ものあいだ超行列式の研究に大きな進展はなかっ

たようだ. 1994年, ついに Gelfand, Kapranov, Zelevinskyが Cayley, Schläfliの超行列

式を一般化した [GKZ]. しかし, その数年後の 1997年に Glynnがこの系列とはちがう超

行列式を発見した [G1]. ただし, 正標数のときにしか考えられない. これこそが本論文で

扱う今回の超行列式だ.

これらの超行列式の中で Glynn の超行列式だけが積を保つという特徴を持つ. この特

徴は第 4章で示される.
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2 通常の行列に対する超行列式

超行列式は超行列に対して定義したわけだが, 通常の行列（2次元行列）も超行列の一種

なので超行列式が考えられる. それは一体どんな値になるだろうか. 実は Aの元を成分と
する 2次元行列 Aに対して detpA = (detA)p−1 がなりたつ. これは主定理の (1) ⇒ (2)

を示すための鍵の 1つである. もう 1つの鍵である超行列式の展開公式は第 3章で述べる.

この等式は実質的に位数 pの有限体 Fp 上の主張だが, これをまず Fp の代数閉包 F̄上
の主張に帰着させ, それをさらに標数 pの任意の有限体 Fq 上の主張に帰着させて証明す
る. 具体的にはまず F̄ 上で detp と det の零点集合が一致するという主張に帰着させる.

さらにこれらの零点集合が Fq 上でも一致するという主張に帰着させる. そして, この主張

は Fq 上の射影空間における Ãtの零点の個数を数えることで示される. F̄上ではこのよう
な零点の個数は無限個になってしまうが, Fq 上なら有限の値となり, このような個数の議

論に帰着できるのである.

2.1 正標数の体

本題に入る前に正標数の体に関する記号や性質を説明する. 以下, この章では pを素数

とする.

位数 pの有限体を Fp と表す. またその代数閉包を F̄と表す. 標数 pの有限体に関して

次の定理がなりたつ [Y].

定理 2.1.1. 標数 pの有限体の位数は pの冪である. 逆に任意の pの冪 q = pi に対して

位数 q の有限体は存在し, 同型を除いてただ 1つに決まる. またこの位数 q の体は F̄のあ
る部分体と同型である（以下, この F̄の位数 qの部分体を Fq とかく）. F̄は次のように表
せる.

F̄ =

∞∪
i=1

Fpi .

以下, この章でのみ 1, 0をそれぞれ Fp の単位元, 零元とする. 前の章に引き続き Fは
標数 pの体, Aは F上の可換代数とする. Fp は Fの素体だから 1, 0はそれぞれ Fの単位
元, 零元とみなせる.

注意 2.1.2. 上で述べたように, この章では有限体上の射影空間において元の個数を数え

ることが鍵となる. そのため非負整数と有限体の元が同時に現れる. どちらの元かわかり
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やすくするために, この第 2章では Fp の単位元, 零元を意図的に 1, 0とかく.

2.2 detpA = (detA)p−1

超行列式は超行列に対して定まるが, ここからは通常の行列（2次元行列）の超行列式

について考えてみよう. 実は例 1.2.1で述べたようにこれは行列式の p− 1乗となる.

定理 2.2.1. A ∈ Mat(n2,A)に対して次の等式がなりたつ.

detpA = (detA)p−1.

以降, この章ではこの定理を証明する. まずこの節ではその方針を述べる.

この定理を示すには実際は Fp 係数の多項式環における次の定理を示せばよい.

定理 2.2.2. 不定元を成分とする行列 X に対して次の等式がなりたつ.

detpX = (detX)p−1.

ここで X は xij（ただし, 1 ≤ i, j ≤ n）という n2 個の不定元を成分とする n2 行列

X = (xij)1≤i,j≤n とする. ただし, この不定元は Fp 係数の多項式とみなす（Fp は F の
素体だから F 係数の多項式ともみなせる）. この n2 個の不定元の F 係数の多項式環
F[x11, x12, . . . , xnn]を F[X]とかく. よって, X はMat(n2,F[X])の元とみなせる.

定理 2.2.2の xij に Aの (i, j)成分を代入すれば定理 2.2.1を得る（つまり定理 2.2.2か

ら定理 2.2.1が得られる）.

以下, この章の残りで定理 2.2.2を示す. 具体的には次のような手順で示す.

定理 2.2.5 ⇒ 定理 2.2.4 ⇒ 定理 2.2.3 ⇒ 定理 2.2.2.

定理 2.2.3, 定理 2.2.4, 定理 2.2.5は次のような定理である.

定理 2.2.3. F̄[X]において次のイデアルの包含関係がなりたつ.

(detX) ⊂
√

(detpX).

定理 2.2.4. A ∈ Mat(n2, F̄)に対して次がなりたつ.

detA = 0 ⇐⇒ detpA = 0.

定理 2.2.5. 任意の pの冪 q と A ∈ Mat(n2,Fq)に対して次がなりたつ.

detA = 0 ⇐⇒ detpA = 0.
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この定理 2.2.3に現れる記号は 2.3節で説明する.

定理 2.2.5から定理 2.2.2が導かれる流れをもう少し詳しく説明する. まず Fq 上の主張
である定理 2.2.5から F̄上の主張である定理 2.2.4が導かれる. これは定理 2.2.5に定理

2.1.1（つまり F̄ =
∪∞
i=1 Fpi）を適用することですぐにわかる. 次に定理 2.2.4 から定理

2.2.3を導く. これは定理 2.2.4に Hilbertの零点定理を適用して証明することになる（詳

しくは 2.4節）. さらに定理 2.2.3から定理 2.2.2を導く. この証明では行列式の既約性,

次数, 係数の比較が鍵となる（詳しくは 2.5節）.

よって, 定理 2.2.2は定理 2.2.5に帰着されたわけだが, この定理 2.2.5は 2.6節から 2.8

節で示すことになる. この定理 2.2.5の証明では斉次多項式 Ãtの射影空間における零点

の個数に関する議論を経由する. 具体的には次の 4つの条件の同値性を示すことになる.

detpA = 0 ⇔ |N̄(Ãt)| ≡ 0 (mod p)

⇔ |N(Ãt)| ≡ 1 (mod p)

⇔ detA = 0.

ただし, N(Ãt) は斉次多項式 Ãt の射影空間における零点集合であり, N̄(Ãt) はこの

N(Ãt)の射影空間における補集合である（詳しくは 2.6節）. 第 2の同値性は 2.6節で証

明する. また第 1と第 3の同値性はそれぞれ 2.7節と 2.8節で証明する.

本論文におけるこの定理 2.2.5の証明は, 大まかな流れは [G1]と [FM]による証明を参

考にしつつ, 詳細部分は独自に与えたものである. この定理は [G1]で初めて証明が与えら

れ, [FM]でも [G1]の解説という形で証明が述べられている. しかし, [G1]の証明は 13行

のみ, [FM]の証明も 17行のみで, どちらも理解できなかった. ただ, [G1]では

|N(Ãt)| ≡ 1 (mod p)

という条件を経由していること, [FM] では包除原理（Inclusion–Exclusion Principle

[SV]）が鍵を握っていることは読み取れた. これらの鍵を手掛かりに証明を構築したのが

本論文の証明である. 2.6節から 2.8節まで約 11ページかけて証明することになる.

このように定理 2.2.1（実質的に定理 2.2.2）は Fp における主張なのに, その証明は Fp
の代数閉包 F̄における主張に帰着させ, さらにそれを標数 pの任意の有限体 Fq における
主張に帰着させる. そして, この Fq における主張は Fq 上の射影空間で Ãtの零点の個数

を数えることで示される. 有限体だからこそ個数が数えられるのである. 有限体 Fp の話
が一度無限体 F̄の話に帰着され, それが再び有限体 Fq の話に戻って証明されることにな
るのはおもしろい.
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2.3 Hilbertの零点定理

まずこの節では定理 2.2.3の証明の際に鍵となる Hilbertの零点定理（正確には [CLO]

でいうところの強形の零点定理）を説明しよう.

定理 2.3.1 (Hilbertの零点定理). Kが代数閉体のとき, 多項式環 K[x] = K[x1, . . . , xn]

のイデアル I に対して次がなりたつ.

I(V (I)) =
√
I.

ただし, 本論文ではこの定理の証明は省略する.

ここからは Hilbertの定理に現れた記号の説明をしよう. まず
√
I を次で定める (この

√
I を I の根基という). 以下, Kを代数閉体とは限らない一般の体とする. また Kの零元
を 0とかく. さらに f(x) = f(x1, . . . , xn)をしばしば f とかく.

定義 2.3.2. K[x]のイデアル I に対して, K[x]の部分集合
√
I を次のように定義する.

√
I = {f ∈ K[x] | あるm ∈ Nが存在して, fm ∈ I}.

この
√
I はイデアルである.

命題 2.3.3. K[x]のイデアル I に対して,
√
I は K[x]のイデアルである.

証明. 0 ∈
√
I は明らか.

まず
√
I が和について閉じていることを示す. f, g ∈

√
I とする. つまり, ある s, t ∈ N

が存在して, fs, gt ∈ I である. (f + g)s+t を二項展開すると各項は fs ∈ I または gt ∈ I

で割り切れるので (f + g)s+t ∈ I, すなわち f + g ∈
√
I である.

次に f ∈
√
I, h ∈ K[x]とし, hf ∈

√
I であることを示す（これは −f ∈

√
I であるこ

とも主張している）. f ∈
√
I よりある s ∈ Nが存在して, fs ∈ I がなりたつ. fs ∈ I だ

から (hf)s = hsfs ∈ I である. したがって, hf ∈
√
I がなりたつ.

以上より
√
I は K[x]のイデアルである.

次に V (f)は f の零点集合を表す.

定義 2.3.4. f ∈ K[x]に対し, Kn の部分集合 V (f)を次のように定義する.

V (f) = VK(f) = {b ∈ Kn | f(b) = 0}.
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また K[x]の部分集合 J に対し, Kn の部分集合 V (J)を次のように定義する.

V (J) = VK(J) = {b ∈ Kn | 任意の f ∈ J に対して, f(b) = 0}.

これらの記号に関して次の等式がなりたつ.

命題 2.3.5. f ∈ K[x] に対し, V ((f)) = V (f) がなりたつ. ただし, f ∈ K[x] に対して

(f)は f から生成される単項イデアルを表す. つまり (f) = {gf | g ∈ K[x]}と定める.

証明. V ((f)) ⊂ V (f) は明らか. だから, V ((f)) ⊃ V (f) を示す. b ∈ V (f) とする. あ

とは g ∈ (f)に対して, g(b) = 0であることを示せばよい. b ∈ V (f)より f(b) = 0がな

りたつ. また g ∈ (f) よりある h ∈ K[x] が存在して, g = hf がなりたつ. したがって,

g(b) = h(b)f(b) = 0である.

最後に I(V )は V の元を零点とする多項式のなすイデアルである.

定義 2.3.6. Kn の部分集合 V に対して, K[x]のイデアル I(V )を次のように定義する.

I(V ) = {f ∈ K[x] |任意の b ∈ V に対して, f(b) = 0}.

この I(V )が K[x]のイデアルであることはすぐわかる. このイデアルついて次の包含関

係がなりたつ.

命題 2.3.7. f ∈ K[x]に対して次がなりたつ.

(f) ⊂ I(V (f)).

証明. g ∈ (f)とする. つまり, ある h ∈ K[x]が存在して, この g は g = hf をみたす. し

たがって, 任意の b ∈ V (f)に対して, g(b) = h(b)f(b) = 0である. よって, g ∈ I(V (f))

である.

以上で Hilbertの零点定理に現れた記号を説明した.

2.4 イデアル (detX)と (detp X)の関係

この節では定理 2.2.4が成立すれば定理 2.2.3, つまり F̄[X]において次のイデアルの関

係がなりたつことを示そう.

(detX) ⊂
√

(detpX).

以下, とくに断りがなければイデアル (f)や I(V )は F̄[X]において考える.

まず定理 2.2.4は次のように言い換えられる.
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補題 2.4.1. 次の等式がなりたつ.

VF̄(detX) = VF̄(detpX).

この補題を用いて定理 2.2.3を示す.

定理 2.2.3の証明. F̄[X]において次のイデアルの関係がなりたつ.

(detX) ⊂ I(VF̄(detX)) = I(VF̄(detpX)) =
√
(detpX).

最初の包含関係は命題 2.3.7から成立. 次の等号は補題 2.4.1からわかる. 最後の等号は命

題 2.3.5に注意すれば, F̄が代数閉体であることと Hilbertの零点定理からわかる.

2.5 イデアルの関係からの detpX = (detX)p−1 の導出

この節では定理 2.2.3から定理 2.2.2, つまり

detpX = (detX)p−1

がなりたつことを証明しよう. この証明の鍵は次の 4 つの補題と行列式の既約性である.

[G1]ではこの 4つの補題と定理 2.2.5から定理 2.2.2を導いているようであるが, 行列式

の既約性 [GW]については触れておらず, よく理屈が理解できない箇所がある. ここでは

行列式の既約性を使って独自の説明を与えた.

detX に関する次の 2つの補題はすぐわかる.

補題 2.5.1. detX は n次斉次多項式である.

補題 2.5.2. (detX)p−1 の
∏

1≤i≤n x
p−1
ii における係数は 1である.

次に detpX に関する次の 2つの補題は例 1.2.1と同じような計算をすればわかる.

補題 2.5.3. detpX は n(p− 1)次斉次多項式である.

補題 2.5.4. detpX の
∏

1≤i≤n x
p−1
ii における係数は 1である.

次に通常の行列式が既約多項式であることを示す [GW].

命題 2.5.5. detX は既約多項式.

証明. detX が g(X), h(X) ∈ F̄[X]を用いて次のように表せるとする.

detX = g(X)h(X).
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以下, g(X)のある項に x11 が含まれると仮定して, h(X) = 1であることを示す. 仮定よ

り h(X)に x11 を含む項が存在しないので, x1j , xj1 (2 ≤ j ≤ n)を含む項も存在しない.

これより h(X)には xii (2 ≤ i ≤ n)を含む項が存在しないので, xij , xji (i+ 1 ≤ j ≤ n)

も存在しない. 以上で h(X)は xij (1 ≤ i, j ≤ n)を含む項が存在しないので h(X) = 1

である.

これらの準備の下, 定理 2.2.3から定理 2.2.2が導ける.

定理 2.2.2の証明. F̄ において detX ∈ (detX) だから定理 2.2.3 から detX ∈√
(detpX)が成立する. したがって, ある k ∈ Nと f(X) ∈ F̄[X]が存在して,

(detX)k = f(X) detpX

がなりたつ. ここで detX ∈ F̄[X]は既約多項式 [GW]だからある l ∈ Z≥0と b ∈ F̄r{0}
が存在して,

detpX = b(detX)l

がなりたつ. 補題 2.5.1 より detX は n 次斉次多項式であり, 補題 2.5.3 より detpX は

n(p − 1)次斉次多項式だから l = p − 1である. また補題 2.5.2, 補題 2.5.4より detpX,

(detX)p−1 の
∏

1≤i≤n x
p−1
ii における係数はともに 1だから b = 1である. したがって,

detpX = (detX)p−1 である.

以上で定理 2.2.3から定理 2.2.2を導いた. ただし, 定理 2.2.3は定理 2.2.4から導かれ

たが, その定理 2.2.4を導く際に使った定理 2.2.5はまだ示していない. これはこの章の残

りで示すことになる

2.6 斉次多項式の射影空間における零点集合

この章の残り（2.6節から 2.8節）で定理 2.2.5, つまり A ∈ Mat(n2,Fq)に対して次の
等式が成立することを証明しよう.

detA = 0 ⇔ detpA = 0.

以下, この章の終わりまで q = ph とし, Fq を単に Fと表す. 2.2節でも述べたが, この証

明は斉次多項式 Ãtの射影空間における零点の個数に関する議論を経由する. 具体的には

次の 3 つの定理を示せばよい. ここからこの章の終わりまで A を Mat(n2,F) の元とし,

HA = HA(t) = Ãtとする.
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定理 2.6.1. 次がなりたつ.

detpA = 0 ⇔ |N̄(HA)| ≡ 0 (mod p).

定理 2.6.2. 次がなりたつ.

|N̄(HA)| ≡ 0 (mod p) ⇔ |N(HA)| ≡ 1 (mod p).

定理 2.6.3. 次がなりたつ.

|N(HA)| ≡ 1 (mod p) ⇔ detA = 0.

ただし, N(HA)は斉次多項式 HA の射影空間における零点集合であり, N̄(HA)はこの

N(HA)の射影空間における補集合である.

この節ではこの斉次多項式の射影空間における零点集合を説明した上で定理 2.6.2を証

明する. 残りの定理 2.6.1と定理 2.6.3の証明はそれぞれ 2.7節と 2.8節で与える.

最初に射影空間の説明をしよう [Y]. 以下, n は自然数とし, F× = F r {0} と定める.

また, ここからこの節の終わりまで 0は Fn の零ベクトルとする.

定義 2.6.4. n− 1次射影空間 FPn−1 を次で定める.

FPn−1 = (Fn r {0})/∼.

ただし, Fn 上の同値関係を次で定める.

b ∼ c⇐⇒
def
ある d ∈ F× が存在して, b = dc.

Fn の零ベクトル 0が属する同値類は {0}だから, これは Fn r {0}上の同値関係ともみ
なせる.

まず FPn−1 の大きさを見ておこう.

命題 2.6.5. FPn−1 の大きさは

|FPn−1| = 1 + q + · · ·+ qn−1

である. とくに |FPn−1| ≡ 1 (mod p)である.

証明. この命題は次の等式からわかる.

|FPn−1| =
|Fn r {0}|
q − 1

=
qn − 1

q − 1
= 1 + q + · · ·+ qn−1.
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F×-閉な Fn の部分集合は FPn−1 の部分集合に自然に対応する. ただし, F× = Fr {0}
とし, W ⊂ Fn が F× の元の積で閉じているときW を F×-閉な集合とよぶ.

定義 2.6.6. F×-閉な集合W ⊂ Fn に対して, FPn−1 の部分集合W † を次で定める.

W † = (W r {0})/∼.

この記号を用いると FPn−1 は FPn−1 = (Fn)† と表せる. W に対しW † を対応させる

写像が和集合や共通部分, 補集合をとる操作を保つことはすぐわかる.

命題 2.6.7. F×-閉な集合W,W ′ ⊂ Fn に対して, 次の等式がなりたつ.

(W ∪W ′)† =W † ∪W ′†, (W ∩W ′)† =W † ∩W ′†, W † = W̄ †.

ただし, W̄ はW の Fn における補集合, W † はW † の FPn−1 における補集合である.

Fn の m次元部分空間W に対するW † の大きさは次のとおりである（もちろんW は

F×-閉な集合である）. このことはW が Fm と線型同型であることからわかる.

命題 2.6.8. Fn のm次元部分空間W に対して, 　

|W †| = 1 + q + · · ·+ qm−1

がなりたつ. とくに pを法として

|W †| ≡

{
0 (m = 0)

1 (m ≥ 1)

である.

また F×-閉な集合 W が零ベクトルを含まないとき, |W | と |W †| に次の関係があるこ
とはすぐわかる.

命題 2.6.9. F×-閉な集合W ⊂ Fn r {0}に対して次の等式がなりたつ.

|W | = (q − 1)|W †|.

ここからは斉次多項式 H の FPn−1 における零点集合 N(H) を定義する. 以下, H は

Fn 上のm次斉次多項式とする. H は FPn−1 ⊔ {{0}}から FPn−1 ⊔ {{0}}への写像とみ
なせる.
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定義 2.6.10. Z ∈ FPn−1 としたとき, H(Z)を次で定める.

H(Z) = cl(H(z)).

ただし, z は Z の元であり, cl(H(z)) は H(z) の属する同値類である. また H({0}) =

cl(H(0))とする.

この H(Z) は z ∈ Z の選び方によらず一意に定まる（つまりこの定義は well defined

である）. つまり, Z ∈ FPn−1 としたとき

z1, z2 ∈ Z =⇒ H(z1) ∼ H(z2)

がなりたつ. 実際ある c ∈ F r {0}が存在して, z1 = cz2 がなりたつので,

H(z1) = H(cz2) = cmH(z2).

よって, H(z1) ∼ H(z2)である.

H(Z) = {0}をみたす Z ∈ FPn−1 をH の射影空間における零点とよぼう. これらを集

めたのが N(H)である.

定義 2.6.11. FPn−1 の部分集合 N(H)を次で定める.

N(H) = {Z ∈ FPn−1 | H(Z) = {0}}.

また N(H)の FPn−1 における補集合を N̄(H)と表す.

定理 2.6.2は次の等式からわかる（ここで最後の合同は命題 2.6.5の主張）.

|N̄(H)|+ |N(H)| = |FPn−1| ≡ 1 (mod p).

2.7 detpAと N̄(HA)

この節では定理 2.6.1, つまり次がなりたつことを示そう.

detpA = 0 ⇔ |N̄(HA)| ≡ 0 (mod p).

これを示すには次の定理 2.7.1を示せばよい.

定理 2.7.1. 次がなりたつ.

|N̄(HA)|1 = (−1)n+1(detpA)
1+p+···+ph−1

.
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ここで hは 2.6節で述べたように q = ph をみたすものである. この定理の証明は [G1]

で述べられているが, 本論文ではこれを次の 3つの命題に分けて示す.

命題 2.7.2. 次の等式がなりたつ.

−|N̄(HA)|1 =
∑
z∈Fn

HA(z)
q−1.

命題 2.7.3. 次の等式がなりたつ.∑
z∈Fn

HA(z)
q−1 = (−1)n⟨Hq−1

A ⟩q−1.

命題 2.7.4. 次の等式がなりたつ.

⟨Hq−1
A ⟩q−1 = (detpA)

1+p+···+ph−1

.

最初に命題 2.7.2を示そう. 証明の土台は F× = F r {0}が巡回群となるという事実で
ある [KN].

命題 2.7.5. F× は q − 1次巡回群である.

この命題から次の補題はすぐわかる.

補題 2.7.6. a ∈ Fに対して, 次がなりたつ.

aq−1 =

{
0 (a = 0)

1 (a ̸= 0).

とくに i ≡ 0 (mod q − 1)のとき次がなりたつ.

ai =

{
0 (a = 0)

1 (a ̸= 0).

よって Fn 上の斉次多項式 H に対して H(z)q−1 は V (H) の特性関数となる. ただし,

2.3節で定めたように V (H)は H の Fn における零点集合と定める.

系 2.7.7. 次がなりたつ.

H(z)q−1 =

{
0 (z ∈ V (H))

1 (z ̸∈ V (H)).

FPn−1 における零点集合 N(H)は Fn における零点集合 V (H)を用いて次のように表

せる.
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補題 2.7.8. 次の等式がなりたつ.

N(H) = V (H)†.

証明. まず N(H) ⊂ V (H)† を示す. Z ∈ N(H) として Z ∈ V (H)† を示す. ここで

Z = cl(z)（ただし, z ∈ Z）とする. Z ∈ N(H) より H(z) = 0 である. したがって,

z ∈ V (H)だから Z = cl(z) ∈ V (H)† がなりたつ.

V (H)† ⊂ N(H)も同様に示せる.

以上の事実から命題 2.7.2が導かれる.

命題 2.7.2の証明. この証明は次の計算からわかる.∑
z∈Fn

HA(z)
q−1 = |V (HA)|1

= ((q − 1)|V (HA)
†
|)1

= ((q − 1)|V (HA)†|)1
= ((q − 1)|N̄(HA)|)1
= −|N̄(HA)|1.

ここでまず第 1の等号は系 2.7.7からわかる. 次に第 2の等号は命題 2.6.9からなりたつ.

第 3の等号は命題 2.6.7から成立. また第 4の等号は命題 2.7.8からなりたつ. 最後に第 5

の等号は Fの標数が pであることからわかる.

次に命題 2.7.3の証明を考えるが, 次の補題を用いる.

補題 2.7.9. K = (k1, . . . , kn) ∈ Z≥0 に対して, 次の等式がなりたつ.

∑
z∈Fn

zK =

{
(−1)n (k1 ≡ · · · ≡ kn ≡ 0 (mod q − 1))

0 (それ以外).

ただし, zK は多重指数の記号で表している. つまり, z = (z1, . . . , zn)に対し

zK = zk11 · · · zknn

である.

この補題は次の等式からすぐわかる.
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補題 2.7.10. 自然数 iに対して, 次がなりたつ.

∑
a∈F

ai =

{
−1 (i ≡ 0 (mod q − 1))

0 (その他).

証明. 最初に i ≡ 0 (mod q − 1)のとき, 次の等式がなりたつ.∑
a∈F

ai = 0+
∑

a∈Fr{0}

1 = (q − 1)1 = −1.

ここでまず第 1の等号は補題 2.7.6からわかる. また第 3の等号は Fの標数が pであるこ

とからわかる.

次に i ̸≡ 0 (mod q − 1) の場合を考える. c を q − 1 次の巡回群 F× の生成元とした

とき, ∑
a∈F

ai =
∑
a∈F

(ca)i = ci
∑
a∈F

ai

がなりたつ. ここで第 1の等号は a 7→ caという対応が Fから Fへの全単射であること
からわかる. ci ̸= 1だからこの等式から

∑
a∈F a

i = 0がわかる.

以上の準備の下で命題 2.7.3を示す.

命題 2.7.3の証明. 以下, K ∈ Zn≥0に対して, HA(t)
q−1における tK の係数を EK と表す.

ここで t = (ti)1≤i≤n は 1.1節で述べたように t1, . . . , tn という n個の不定元を成分とす

る 1次元行列である. とくに E(q−1,...,q−1) = ⟨Hq−1
A ⟩q−1 がなりたつ. また和が n(q − 1)

となる Zn≥0 の元全体を ψ とかく. つまり,

ψ = {(k1, . . . , kn) ∈ Zn≥0 | k1 + k2 + · · ·+ kn = n(q − 1)}

とおく. ∑
z∈Fn

HA(z)
q−1 =

∑
z∈Fn

∑
K∈ψ

EKz
K

=
∑
K∈ψ

EK
∑
z∈Fn

zK

= E(q−1,...,q−1)(−1)n

= ⟨Hq−1
A ⟩q−1(−1)n.

ここで第 3の等号は補題 2.7.9よりK ∈ ψ に対して

∑
z∈Fn

zK =

{
(−1)n (K = (q − 1, . . . , q − 1))

0 (それ以外)
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であることからわかる.

最後に命題 2.7.4を示そう. まず多重指数について整理しよう. Zn≥0 における和を次の

ように定める.

(k1, . . . , kn) + (l1, . . . , ln) = (k1 + l1, . . . , kn + ln).

また Zn≥0 の元の非負整数倍を次のように定める.

m(k1, . . . , kn) = (mk1, . . . ,mkn).

このとき, K,L ∈ Zn≥0 とm ∈ Z≥0 に対して,

tKtL = tK+L, (tK)m = tmK

がなりたつ. 次に和が n(p− 1)となる Zn≥0 の元全体を ϕとかく. つまり,

ϕ = {(k1, . . . , kn) ∈ Zn≥0 | k1 + k2 + · · ·+ kn = n(p− 1)}

と定める. 最後に非負整数mに対して,

m = (m,m, . . . ,m)

とかく.

次の補題が命題 2.7.4の証明の鍵となる.

補題 2.7.11. K0,K1, . . . ,Kh−1 ∈ ϕが

p0K0 + p1K1 + · · ·+ ph−1Kh−1 = q − 1

をみたすならば
K0 = K1 = · · · = Kh−1 = p− 1

がなりたつ.

ここで 2.6節で述べたように hは q = ph をみたすものである.

証明. まず K0 = p− 1を示す. この補題の仮定より K0 の各成分は pを法として −1と

合同だから, これらの成分は p− 1, 2p− 1, 3p− 1, . . .のいずれかである. また, K0 ∈ ϕだ

からK0 の成分の和は n(p− 1)となるので, K0 = p− 1である.

次にK1 = p− 1を示す. この補題の仮定とK0 = p− 1より

p1K1 + p2K2 + · · ·+ ph−1Kh−1 = q − p
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だから
p0K1 + p1K2 + · · ·+ ph−2Kh−1 = ph−1 − 1

がわかる. したがって, K1 の各成分は pを法として −1と合同である. 以下, 同じ手順で

K1 = p− 1がわかる.

あとは同様の議論でK0 = K1 = · · · = Kh−1 = p− 1が示される.

この補題を用いて命題 2.7.4の証明をする.

命題 2.7.4の証明. H ′
A(t) = HA(t)

p−1 として, K ∈ Zn≥0 に対して H ′
A(t)における tK の

係数を DK と表す. つまり, DK は

H ′
A(t) = HA(t)

p−1 =
∑
K∈ϕ

DKt
K

をみたす. とくに Dp−1 = ⟨H ′
A(x)⟩p−1 = detpAがなりたつ. まず HA(t)

q−1 について次

がなりたつ.

HA(t)
q−1 = HA(t)

(p−1)(1+p+···ph−1)

= (HA(t)
p−1)1(HA(t)

p−1)p
1

· · · (HA(t)
p−1)p

h−1

= H ′
A(t)

1H ′
A(t)

p1 · · ·H ′
A(t)

ph−1

.

pi 乗はフロベニウス写像の合成だから和や積を保つ. よって

H ′
A(t)

pi
= (HA(t)

p−1)p
i

= (
∑
K∈ϕ

DKt
K)p

i

=
∑
K∈ϕ

(DKt
K)p

i

=
∑
K∈ϕ

Dpi

K t
piK

がなりたつ. ゆえに, HA(t)
q−1 における

∏
1≤i≤n t

q−1
i の係数, つまり ⟨HA(t)

q−1⟩q−1 は

⟨HA(t)
q−1⟩q−1 =

∑
(K0,K1,...,Kh−1)∈Φ

Dp0

K0
Dp1

K1
· · ·Dph−1

Kh−1

と表せる. ただし, Φを

Φ = {(K0,K1, . . . ,Kh−1) ∈ ϕh | p0K0 + p1K1 + · · ·+ ph−1Kh−1 = q − 1}

27



と定める. この Φ は補題 2.7.11 から Φ = {(p− 1, . . . , p− 1)} だから次の等式が導か
れる.

⟨HA(t)
q−1⟩q−1 = Dp0

p−1D
p1

p−1 · · ·D
ph−1

p−1

= Dp0+p1+···+ph−1

p−1

= ⟨HA(t)
p−1⟩p

0+p1+···+ph−1

p−1

= (detpA)
p0+p1+···+ph−1

.

以上で命題 2.7.2と命題 2.7.3と命題 2.7.4が示されたので定理 2.7.1がなりたつ. した

がって, 定理 2.6.1が導かれた.

2.8 detAと N(HA)

この節では定理 2.6.3, つまり次がなりたつことを示そう.

detA = 0 ⇔ |N(HA)| ≡ 1 (mod p).

detA = 0 ⇔ δA = 0だから, 定理 2.6.3を導くには次を示せばよい.

定理 2.8.1. HA の射影空間における零点の個数について次がなりたつ.

|N(HA)| ≡ 1 + (−1)nδA (mod p).

ただし, δA を次で定める.

δA =

{
0 (A : 非正則)

1 (A : 正則).

ここからはこの定理を証明する. この証明は [FM]における本論文の定理 2.2.1の証明を

参考にした. [FM]では次の包除原理（Inclusion–Exclusion Principle [SV]）が鍵を握っ

ている.

補題 2.8.2 (包除原理). 集合 Y1, . . . , Yn に対して, 次の等式がなりたつ.

|Y1 ∪ · · · ∪ Yn| =
∑

1≤k≤n

(−1)k−1Yk.

ただし,

Yk =
∑

i1<···<ik

|Yi1 ∩ · · · ∩ Yik |

と定める.
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定義 2.8.3. 1 ≤ i ≤ nに対して, ベクトル空間 Fnの部分空間W1, . . . ,Wnを次で定める.

Wi = {(z1, . . . , zn) ∈ Fn | ai1z1 + · · ·+ ainzn = 0}.

これらに関して次の 2つの補題がなりたつ.

補題 2.8.4. 次の 2つの等式がなりたつ.

KerA =W1 ∩ · · · ∩Wn, V (HA) =W1 ∪ · · · ∪Wn.

補題 2.8.5. k < nならば 1 ≤ i1, . . . , ik ≤ nに対して,

dim(Wi1 ∩ · · · ∩Wik) > 0

がなりたつ.

この補題 2.8.4はすぐわかる. また補題 2.8.5はWi の余次元が 0か 1のいずれかであ

ることと次の事実からわかる.

注意 2.8.6. V を n次元ベクトル空間, W,W ′ を V の部分空間とする. このとき, W ′ の

余次元が 0か 1のいずれかのとき,

dim(W ∩W ′) = dimW または dimW − 1

がなりたつ.

これらの補題を用いて定理 2.8.1を示す.

定理 2.8.1の証明. |N(HA)|は

Wk =
∑

i1<···<ik

|W †
i1
∩ · · · ∩W †

ik
|

を用いて次のように表せる.

|N(HA)| = |V (HA)
†|

= |(W1 ∪ · · · ∪Wn)
†|

= |W †
1 ∪ · · · ∪W †

n|

=
∑

1≤k≤n

(−1)k−1Wk

=
∑

1≤k≤n−1

(−1)k−1Wk + (−1)n−1Wn.

29



ここで第 1の等号は補題 2.7.8からわかる. 次に第 2の等号は命題 2.8.4からわかる. ま

た第 3の等号は命題 2.6.7からわかる. そして第 4の等号は包除原理（補題 2.8.2）である.

第 1の項と第 2の項に分けて計算を進めよう. まず第 1の項は次のように計算できる.∑
1≤k≤n−1

(−1)k−1Wk =
∑

1≤k≤n−1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

|W †
i1
∩ · · · ∩W †

ik
|

=
∑

1≤k≤n−1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

|(Wi1 ∩ · · · ∩Wik)
†|

≡
∑

1≤k≤n−1

(−1)k−1
∑

i1<···<ik

1

=
∑

1≤k≤n−1

(−1)k−1

(
n

k

)

= 1

(
n

0

)
−
∑

0≤k≤n

(−1)k
(
n

k

)
+ (−1)n

(
n

n

)
= 1 + (−1)n.

ここで第 2 の等号は命題 2.8.4 からわかる. その次の合同は p を法として考えているが,

これは命題 2.6.8と補題 2.8.5からわかる. 最後の等号は∑
0≤k≤n

(−1)k
(
n

k

)
= (1− 1)n = 0

であることからわかる.

また第 2の項は次のように計算できる.

Wn = |W †
1 ∩ · · · ∩W †

n| = |(W1 ∩ · · · ∩Wn)
†| = |(KerA)†| ≡ 1− δA.

ここで第 2の等号は命題 2.8.4からわかる. また第 3の等号は命題 2.8.4からわかる. 最

後の合同は pを法として考えているが, これは命題 2.6.8と命題 2.8.4からわかる.

以上で |N(HA)|は pを法として次のように表せることがわかる.

|N(HA)| ≡ 1 + (−1)n−1 + (−1)n(1− δA) = 1− (−1)nδA.

以上で定理 2.8.1 が示されたので, 定理 2.6.3 が証明できたことになる. これで定理

2.6.1, 定理 2.6.2, 定理 2.6.3 がすべて示せたので 2.6 節の冒頭で述べたことから定理

2.2.5, つまり A ∈ Mat(n2,Fq)に対して

detA = 0 ⇔ detpA = 0
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が示せたことになる. さらに 2.2節の内容と合わせると定理 2.2.1,つまりA ∈ Mat(n2,A)
に対して

detpA = (detA)p−1

が導かれたことになる.
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3 超行列式の展開

r 次元行列（つまり, nr 行列）の超行列式は次のように展開される. 以下, Aはこれま
でと同様に正標数 pの体 F上の可換代数である.

定理 3.0.1. r を自然数とする. A上の r 次元行列 Aに対して, 次の等式がなりたつ.

detpA = (−1)n
∑

L∈Ψr(p−1)

a(L).

ただし, [n]は 1から nの自然数全体の集合, つまり [n] = {1, . . . , n}とし, Aは aλ と

いう nr 個の不定元を成分とする r 次元行列 A = (aλ)λ∈[n]r とする. また非負整数成分の

r 次元行列 L = (lλ)λ∈[n]r に対して L! =
∏
λ∈[n]r lλ!, そして

a(L) =
1

L!

∏
λ∈[n]r

alλλ

と定める（一種の多重指数の記法）. また Ψr(c) についてはあとで詳しく説明するが,

r = 2のときは各行, 各列の和が p− 1となる非負整数成分の 2次元行列全体, つまり

Ψ2(c) =

{
(lij)1≤i,j≤n ∈ Mat(n2,Z≥0)

∀i ∈ [n],
∑
j∈[n] lij = c,

∀j ∈ [n],
∑
i∈[n] lij = c

}
である. r = 3のときは

Ψ3(c) =

 (lijk)1≤i,j,k≤n ∈ Mat(n3,Z≥0)

∀i ∈ [n],
∑
j,k∈[n] lijk = c,

∀j ∈ [n],
∑
i,k∈[n] lijk = c,

∀k ∈ [n],
∑
j,k∈[n] lijk = c


である. r ≥ 4のときは書き下さないが想像がつくだろう.

この定理 3.0.1（r = 2の場合）と前章の主結果（定理 2.2.1）から行列式の p− 1乗の

展開係数に 0が含まれないことがわかる（詳しくは第 5章）.

定理 3.0.1の証明は, [G1]では rに関する帰納法で証明されている（約 2ページ）. しか

し, 式変形で理解できないところがあり, 自分で理解できる形に説明を改めたのが本論文の

証明である. 3.2節では, 約 4ページかけて証明の準備をする. 具体的にはMat(nr,Z≥0)

の部分集合をいくつか導入して, それらの関係を表す命題や補題を与える. この準備の下,

3.3節では r = 2の場合の証明を与える. また 3.4節では r − 1次元行列のとき成立する

として r 次元行列の場合の証明を与える. 3.2 節から 3.4 節で約 8 ページの証明となる.

r = 1の場合は自明なため証明を省略する.
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注意 3.0.7. 前章で Fp の単位元, 零元をそれぞれ 1,0とかいていたが, 以降それぞれ 1, 0

とかく. この記号の変更によって, たとえば前章までの記号のままであれば 1/(L!1)とか

いていたものを以下単に 1/L!とかくことになる.

3.1 Wilsonの定理

この節では定理 3.0.1の証明で必要になるWilsonの定理 [M]について説明する.

定理 3.1.1 (Wilsonの定理). 素数 pに対して, (p− 1)! ≡ −1 (mod p)がなりたつ.

p = 2のとき, この定理は明らか. pが奇素数のときは次の等式を示せば十分である.∏
b∈F×

p

b = −1.

この等式は F×
p が p− 1次巡回群であること（命題 2.7.5）と次の補題からわかる.

補題 3.1.2. 2m 次巡回群 G に対してすべての元の積, つまり
∏
g∈G g は位数 2 の元で

ある.

証明. cを Gの生成元とすると次の等式がなりたつ.∏
g∈G

g =
∏

0≤i≤2m−1

ci

= c0c1c2 · · · cm−1cmcm+1 · · · c2m−2c2m−1

= c0c1c2 · · · cm−1cmc−(m−1) · · · c−2c−1

= cm.

3.2 準備

この節では定理 3.0.1の証明の準備をする. 以下, 当面 L = (lλ)λ∈[n]r は非負整数成分

の r 次元行列とする.

まず b ∈ Aと c = 0, 1, . . . , p− 1に対して b(c) は divided powerを表す. つまり次のよ

うに定める（標数 pだから c!は単元）.

b(c) =
1

c!
bc.
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この divided powerを用いると a(L) は

a(L) =
∏

λ∈[n]r

a
(lλ)
λ

と表せる. また n項展開は divided powerを用いると次のように表される.

命題 3.2.1. b1, . . . , bn ∈ Aと c = 0, 1, . . . , p− 1に対して次の等式がなりたつ. ∑
1≤i≤n

bi

(c)

=
∑

h1+···+hn=c

∏
1≤i≤n

b
(hi)
i .

以下, i1, . . . , ir などを従属変数として和などを考えるとき, その動く範囲を明示しな

いときは 1, . . . , nの範囲を動くものとする. たとえば, r 次元行列 (li1···ir )1≤i1,...,ir≤n を

(li1···ir )i1,...,ir とかき, この行列の成分の和を
∑
i1,...,ir

li1···ir とかく.

定理 3.0.1に現れた Ψr(c)を定めるために記号を 2つ用意する. まず r 次元行列を 1次

元行列に対応させる写像 T jr を次で定める.

定義 3.2.2. j ∈ [r]と r 次元行列 Lに対して, 1次元行列 T jr (L)を次で定める.

T jr (L) =

 ∑
i1,...,̂ij ,...,ir

li1···ir


ij

たとえば r = 2のとき, 2次元行列 Lに対して T 1
2 (L), T

2
2 (L)は次のように表せる.

T 1
2 (L) =

∑
j

lij


i

, T 2
2 (L) =

(∑
i

lij

)
j

.

また r = 3のとき, 3次元行列 Lに対して T 1
3 (L), T

2
3 (L), T

3
3 (L)は次のようになる.

T 1
3 (L) =

∑
j,k

lijk


i

, T 2
3 (L) =

∑
i,k

lijk


j

, T 3
3 (L) =

∑
i,j

lijk


k

.

次に T jr (L)の成分が一定である行列 L全体を表す記号を定める. 以下, 非負整数 cに対

して, 1次元行列 cを
c = (c)i

と定める.
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定義 3.2.3. j ∈ [r] と非負整数 c に対して r 次元行列の集合 Υjr(c) を次のように定義

する.

Υjr(c) = (T jr )
−1

({c}) = {L ∈ Mat(nr,Z≥0) | T jr (L) = c}.

定理 3.0.1にでてきた Ψr(c)はこの Υ1
r(c), . . . ,Υ

r
r(c)の共通部分と定める.

定義 3.2.4. 非負整数 cに対して r 次元行列の集合 Ψr(c)を次のように定義する.

Ψr(c) =
∩
j∈[r]

Υjr(c) = {L ∈ Mat(nr,Z≥0) | ∀j ∈ [r], T jr (L) = c}.

また Ψ′
r(c) =

∩
j∈[r−1] Υ

j
r(c)と定める.

次に定理 3.0.1の証明に用いる記号や命題, 補題を定める.

r 次元行列を r − 1次元行列に対応させる写像 Sjr を次で定める.

定義 3.2.5. j ∈ [r]と r 次元行列 Lに対して, r − 1次元行列 Sjr(L)を次で定める.

Sjr(L) =

∑
ij

li1···ir


i1,...,̂ij ,...,ir

.

たとえば r = 2のとき, 2次元行列 Lに対し S1
2(L) = T 2

2 (L), S
2
2(L) = T 1

2 (L)がなりた

つ. また r = 3のとき, 3次元行列 Lに対し 2次元行列 S1
3(L), S

2
3(L), S

3
3(L)は次のよう

な 2次元行列になる.

S1
3(L) =

(∑
i

lijk

)
j,k

, S2
3(L) =

∑
j

lijk


i,k

, S3
3(L) =

(∑
k

lijk

)
i,j

.

定義 3.2.6. 非負整数成分の r− 1次元行列M に対して, r次元行列の集合 Ω(M)を次の

ように定義する.

Ω(M) = (Srr )
−1

({M}) = {L ∈ Mat(nr,Z≥0) | Srr (L) =M}.

この Ω(M)と Ω(M ′)はM ̸=M ′ であれば共通部分を持たない.

命題 3.2.7. r − 1次元行列M,M ′ に対して, 次がなりたつ.

M ̸=M ′ ⇒ Ω(M) ∩ Ω(M ′) = ∅.
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証明. L ∈ Ω(M) とする. すると Srr (L) = M である. L ∈ Ω(M ′) と仮定すると

Srr (L) =M ′ となり矛盾.

Ω(M)を用いて Ψ′
r(c)や Ψr(c)を表すことができる.

命題 3.2.8. 次がなりたつ. ⊔
M∈Ψr−1(c)

Ω(M) = Ψ′
r(c).

したがって, 次もなりたつ. ⊔
M∈Ψr−1(c)

Ω(M)

 ∩Υrr(c) = Ψr(c).

これを示すために次の補題を用意する.

補題 3.2.9. j ∈ [r − 1]に対して, 次がなりたつ.

T jr = T jr−1 ◦ Srr .

証明. 次の等式からわかる.

T jr−1(S
r
r (L)) = T jr−1

(∑
ir

li1···ir

)
i1,...,ir−1


=

 ∑
i1,...,̂ij ...ir−1

(∑
ir

li1···ir

)
ij

=

 ∑
i1,...,̂ij ...ir

li1···ir


i1,...,ir

= T jr (L).

命題 3.2.8の証明. まず (⊂) を示す. M ∈ Ψr−1(c) とし, L ∈ Ω(M) とする. このとき

j ∈ [r − 1]に対して L ∈ Υjr(c), つまり T jr (L) = cを導こう. それは次の等式からわかる.

T jr (L) = T jr−1(S
r
r (L)) = T jr−1(M) = c.

ここでまず第 1 の等号は補題 3.2.9 からわかる. また第 2 の等号は L ∈ Ω(M) より

Srr (L) =M であることからわかる. 最後に第 3の等号はM ∈ Ψr−1(c)からわかる.
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次に (⊃)を示す. L ∈ Ψ′
r(c)とする. r − 1次元行列M = Srr (L)を考える. L ∈ Ω(M)

がなりたつ. このときM ∈ Ψr−1(c), つまり任意の j ∈ [r − 1]に対して T jr (M) = cとな

ることは次の等式からわかる.

T jr−1(M) = T jr−1(S
r
r (L)) = T jr (L) = c.

ここでまず第 2 の等号は補題 3.2.9 からわかる. 次に第 3 の等号は L ∈ Ψ′
r(c) からわか

る.

成分の和が cとなる 1次元行列全体を ϕ(c)と定める.

定義 3.2.10. 非負整数 cに対して, 1次元行列の集合 ϕ(c)を次で定める.

ϕ(c) =

{
(hi)i ∈ Mat(n1,Z≥0)

∑
i

hi = c

}
.

r − 1次元行列M に対して, 成分の和がそれぞれmµ である nr−1 個の 1次元行列の組

全体, つまり
∏
µ∈[n]r−1 ϕ(mµ)は Ω(M)と自然に同一視できる.

命題 3.2.11. 非負整数成分の r− 1次元行列M に対して,
∏
λ∈[n]r−1 ϕ(mλ)と Ω(M)は

次のように自然に同一視できる.∏
µ∈[n]r−1

ϕ(mµ) → Ω(M), (Lµ)µ∈[n]r−1 7→ L.

ただし,
Lµ = (lµk)k∈[n], L = (lµk)µ∈[n]r−1,k∈[n] = (lλ)λ∈[n]r

とする.

次の等式の証明はすぐわかる.

補題 3.2.12. B1, . . . , Bn を有限集合とし, fi を Bi から可換環 Rへの写像とする. この

とき次の等式がなりたつ.∏
i

∑
b∈Bi

fi(b) =
∑

(b1,...,bn)∈B1×···×Bn

∏
i

fi(bi).

3.3 2次元の場合の証明

この節では定理 3.0.1が r = 2の場合でなりたつことを示す.
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命題 3.3.1 (定理 3.0.1の r = 2の場合). A上の 2次元行列 Aに対して, 次がなりたつ.

detpA = (−1)n
∑

L∈Ψ2(p−1)

∏
λ∈[n]2

a
(lλ)
λ

= (−1)n
∑

L∈Ψ2(p−1)

∏
i,j

a
(lij)
ij .

この命題の証明の前に Υ1
2(c),Υ

2
2(c),Ψ2(c)という記号を整理する.

系 3.3.2. 非負整数 cに対して, Υ1
2(c),Υ

2
2(c)は次のように表せる.

Υ1
2(c) = {L ∈ Mat(n2,Z≥0) | T 1

r (L) = c}

= {(lij)i,j ∈ Mat(n2,Z≥0) | ∀i ∈ [n],
∑
j lij = c},

Υ2
2(c) = {L ∈ Mat(n2,Z≥0) | T 2

r (L) = c}

= {(lij)i,j ∈ Mat(n2,Z≥0) | ∀j ∈ [n],
∑
i lij = c}.

系 3.3.3. 非負整数 cに対して, Ψ2(c)は次のように表せる.

Ψ2(c) = Υ1
2(c) ∩Υ2

2(c)

= {L ∈ Mat(n2,Z≥0) | T 1
r (L) = T 2

r (L) = c}

=

{
(lij)i,j ∈ Mat(n2,Z≥0)

∀i ∈ [n],
∑
j lij = c,

∀j ∈ [n],
∑
i lij = c

}
.

また ϕ(c)n と Υ1
2(c)が自然に同一視できることは命題 3.3.1を導くための鍵となる.

補題 3.3.4. 非負整数 cに対して, ϕ(c)n と Υ1
2(c)は次の対応で自然に同一視できる.

ϕ(c)n → Υ1
2(c), (L1, . . . , Ln) 7→ L.

ただし, Li = (lij)j , L = (lij)i,j である.

これは命題 3.2.11のM = cのケースである.

以上の準備の下, 命題 3.3.1は次のように証明できる.

命題 3.3.1の証明. 以下,

H = (hj)j , Li = (lij)j , L = (lij)ij

とし,

ϕ = ϕ(p− 1), Υ1
2 = Υ1

2(p− 1), Υ2
2 = Υ2

2(p− 1), Ψ2 = Ψ2(p− 1)
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と表す. 1次元行列 Atは
At = (

∑
j

aijtj)i

と表せる. したがって, 次の等式がなりたつ.

(−1)−n detp(At) = (p− 1)!−n detp(At)

=
∏
i

(
∑
j

aijtj)
(p−1)

=
∏
i

∑
H∈ϕ

∏
j

(aijtj)
(hj)

=
∑

(L1,...,Ln)∈ϕn

∏
i

∏
j

(aijtj)
(lij).

ここでまず第 1 の等号はWilson の定理からわかる. 次に第 3 の等号は n 項展開（命題

3.2.1）を考えればわかる. また第 4の等号は補題 3.2.12からわかる. 補題 3.3.4より ϕn

と Υ1
2 が自然に同一視できることから次の等式がわかる.

(−1)−n detp(At) =
∑
L∈Υ1

2

∏
i

∏
j

(aijtj)
(lij)

=
∑
L∈Υ1

2

∏
i

∏
j

(aijtj)
(lij)

=
∑
L∈Υ1

2

∏
i

∏
j

a
(lij)
ij t

lij
j

=
∑
L∈Υ1

2

a(L)
∏
i

∏
j

t
lij
j

=
∑
L∈Υ1

2

a(L)
∏
j

t
∑

i lij
j .

detpAは detp(Ax)における
∏
j x

p−1
j の係数である. 系 3.3.2よりΥ2

2が各列の和が p−1

となる 2次元行列全体であることから次の等式がなりたつことがわかる.

detpA = (−1)n
∑

L∈Υ1
2∩Υ2

2

a(L) = (−1)n
∑
L∈Ψ2

a(L).
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3.4 次元が一般の場合の証明

この節では定理 3.0.1が r が一般の場合でもなりたつことを示す. つまり A上の r 次元

行列 Aに対して, 次がなりたつ.

detpA = (−1)n
∑

L∈Ψr(p−1)

∏
λ∈[n]r

a
(lλ)
λ

定理 3.0.1の証明. 以下,

M = (mµ)µ∈[n]r−1 , H = (hk)k, Lµ = (lµk)k, L = (lλ)λ∈[n]r

とし,

Ψr−1 = Ψr−1(p− 1), Ψ′
r = Ψ′

r(p− 1), Υrr = Υrr(p− 1), Ψr = Ψr(p− 1)

と表す. r に関する帰納法で証明する. r = 2 のときは命題 3.3.1 の主張である. ここで

r − 1次元行列に対してこの定理がなりたつと仮定する. r 次元行列 Aに対しても成立す

ることを示そう. まず次の等式がわかる.

(−1)−n detp(At) =
∑

M∈Ψr−1

∏
µ∈[n]r−1

(
∑
k

aµktk)
(mµ)

=
∑

M∈Ψr−1

∏
µ∈[n]r−1

∑
H∈ϕ(mµ)

∏
k

(aµktk)
(hk)

=
∑

M∈Ψr−1

∑
(Lµ)µ∈[n]r−1∈

∏
µ∈[n]r−1 ϕ(mµ)

∏
µ∈[n]r−1

∏
k

(aµktk)
(lµk)

=
∑

M∈Ψr−1

∑
L∈Ω(M)

∏
µ∈[n]r−1

∏
k

(aµktk)
(lµk)

=
∑

L∈
⊔

M∈Ψr−1
Ω(M)

∏
µ∈[n]r−1

∏
k

(aµktk)
(lµk).

ここでまず第 1 の等号は仮定からわかる. 次に第 2 の等号は n 項展開（命題 3.2.1）を

考えればわかる. また第 3の等号は補題 3.2.12からわかる. 第 4の等号は命題 3.2.11よ

り
∏
µ∈[n]r−1 ϕ(mµ)と Ω(M)が自然に同一視できることからわかる. 最後に第 5の等号

は命題 3.2.7 からわかる. 命題 3.2.8 より
⊔
M∈Ψr−1

Ω(M) = Ψ′
r だから次の等式がなり

たつ.
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(−1)−n detp(At) =
∑
L∈Ψ′

r

∏
µ∈[n]r−1

∏
k

(aµktk)
(lµk)

=
∑
L∈Ψ′

r

∏
µ∈[n]r−1

∏
k

a
(lµk)
µk t

lµk

k

=
∑
L∈Ψ′

r

a(L)
∏

µ∈[n]r−1

∏
k

t
lµk

k

=
∑
L∈Ψ′

r

a(L)
∏
k

t
∑

µ∈[n]r−1 lµk

k .

detpAは detp(At)における
∏
k t
p−1
k の係数である. L ∈ Υrr と「任意の k ∈ [n]に対して∑

µ∈[n]r−1 lµk = p− 1が同値である」ということから次の等式がなりたつことがわかる.

detpA = (−1)n
∑

L∈Ψ′
r∩Υr

r

a(L) = (−1)n
∑
L∈Ψr

a(L).
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4 超行列式の積公式

この章では Glynnの超行列式が積を保つということの証明をする. 1.3節で Cayleyや

Schläfli, Gelfand, Kapranov, Zelevinskyらも超行列式を考えたと述べたが, 実は Glynn

の超行列式にのみ積を保つという性質がある. 以下, Aはこれまでと同じく標数 pの体 F
上の可換代数とする.

定理 4.0.1. 自然数 r, s が r, s ≥ 2 をみたすとき, A 上の r 次元行列 A と s 次元行列 B

に対して次の等式がなりたつ.

detp(AB) = (detpA)(detpB).

以下の証明は Glynn [G1]の証明を丁寧にまとめたものである.

この章は本論文の主題である行列式の冪の展開係数と論理的な関係はなく, 読み飛ばし

ても他の章を読む際に支障はないが, Glynnの超行列の積を保つという特徴は興味深いの

でここにまとめた.

4.1 準備

この節ではこの定理 4.0.1を示すための準備をする. まず超行列同士の積が結合法則を

みたすことはすぐわかる. 以下, Rは可換環である.

命題 4.1.1. 次の等式がなりたつ.

(A1A2)A3 = A1(A2A3).

ただし, A1, A2, A3 をそれぞれ R 上の r1 次元行列, r2 次元行列, r3 次元行列とし,

r1 ≥ 1, r2 ≥ 2, r3 ≥ 1をみたすとする.

また次の等式もすぐわかる. ただし, R[t] = R[t1, . . . , tn]は t1, . . . , tn という n個の不

定元の R係数多項式環である.

命題 4.1.2. 自然数 k と c ∈ Rと f(t) ∈ R[t]に対して, 次の等式がなりたつ.

⟨cf(t)⟩k = c⟨f(t)⟩k.

次の命題が超行列式の積公式を導く上で最大の鍵となる.
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命題 4.1.3. 自然数 rが r ≥ 2をみたすとき, A上の r次元行列 Aに対して次の等式がな

りたつ.
detpA = ⟨detp(tA)⟩p−1.

Glynnの超行列式の定義（定義 1.1.6）では Atの超行列式のある項の係数を Aの超行

列式と定めたが, この命題は At を tA と置き換えても構わないということを主張してい

る. この事実は定理 3.0.1の結果が A = (ai1···ir )1≤i1,...,ir≤n の r 個の添字 i1, . . . , ir に関

して対称であることからわかる. 定義 1.1.6にしたがって計算すると, 最後の添字 ir に注

目して計算することになる. しかし, 実際は定理 3.0.1 の対称性から他の添字に注目して

計算しても同じ結果を得る. とくに添字 i1 に注目して計算しても同じ結果になることを

この命題 4.1.3は主張している.

4.2 積公式の証明

この節では定理 4.0.1の証明をする. まず s = 2のケースについて r に関する帰納法で

証明した後に, 一般のケースを sに関する帰納法で証明する.

まず次を示そう.

命題 4.2.1. 自然数 r が r ≥ 2をみたすとき, A上の r 次元行列 Aと 2次元行列 B に対

して次の等式がなりたつ.

detp(AB) = (detpA)(detpB).

証明. Aが 2次元行列のとき次の等式がなりたつ.

detp(AB) = (det(AB))p−1 = (detA)p−1(detB)p−1 = detpA detpB.

ここでまず第 1, 第 3の等号は AB,A,B が 2次元行列だから定理 2.2.1からわかる. 次に

第 2の等号は通常の行列式の積公式である.

A が k 次元行列のとき detp(AB) = (detpA)(detpB) がなりたつと仮定する. A が

k + 1次元行列のときもこの等式がなりたつことを示す. これは次の計算からわかる.

detp(AB) = ⟨detp(t(AB))⟩p−1

= ⟨detp((tA)B)⟩p−1

= ⟨detp(tA) detpB⟩p−1

= ⟨detp(tA)⟩p−1 detpB

= detpAdetpB.
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ここでまず第 1, 第 5の等号は命題 4.1.3からなりたつ. 次に第 2の等号は超行列の積は結

合法則をみたすこと（命題 4.1.1）からわかる. 第 3の等号は tAが k次元行列であること

に注意すると仮定から導かれる. 最後に第 4の等号は命題 4.1.2からわかる.

この命題から定理 4.0.1を証明しよう.

定理 4.0.1の証明. B が 2次元行列のときは命題 4.2.1の主張である.

B が k 次元行列のとき detp(AB) = (detpA)(detpB) がなりたつと仮定する. B が

k + 1次元行列のときもこの等式がなりたつことを示す. これは次の等式からわかる.

detp(AB) = ⟨detp((AB)t)⟩p−1

= ⟨detp(A(Bt))⟩p−1

= ⟨detpA detp(Bt)⟩p−1

= detpA⟨detp(Bt)⟩p−1

= detpAdetpB.

ここで第 1, 第 5の等号は超行列式の定義（定義 1.1.6）である. 第 2の等号は超行列の積

の結合法則（命題 4.1.1）からわかる. 次に第 3の等号は Btが k次元行列であることに注

意すると仮定から導かれる. 最後に第 4の等号は命題 4.1.2からわかる.
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5 (detX)m の展開係数に 0を含むmの条件

この章では自然数 mに対して (detX)m の展開係数で 0となるものがあるかどうか考

えよう. まず展開係数を次で定める.

定義 5.0.1. L ∈ Ψ2(m)に対して CL は次の等式をみたす整数とする.

(detX)m =
∑

L∈Ψ2(m)

CLx
L.

ここで Ψ2(m)は第 3章で述べたように各行, 各列の和がmとなる非負整数を成分とす

る n2 行列全体である. また X は xij（ただし, 1 ≤ i, j ≤ n）という n2 個の不定元を成

分とする n2 行列 X = (xij)1≤i,j≤n とする. 第 2章では xij は Fp 係数の多項式とみなし
たが, 今後は xij は基本的に Z係数の多項式とみなす. この n2 個の不定元の Z係数多項
式環を Z[X]とかく. CL を定めた上の等式は Z[X]における等式ということになる.

この章ではまず次の定理を示す.

定理 5.0.2. pが素数のとき, 任意の L ∈ Ψ2(p−1)に対して CL ̸= 0. つまり, (detX)p−1

の展開係数は 0を含まない.

この定理は Glynn [G2]が明らかにしたことであり, 第 2章と第 3章の結果から導かれ

る（詳しくは 5.1節）.

実はこの定理の裏もなりたつ（ただし, n ≥ 3のときのみ）.

定理 5.0.3. n ≥ 3とする. m = p−1をみたす素数 pが存在しないとき, ある L ∈ Ψ2(m)

が存在して CL = 0.

この定理は本論文で初めて明らかにされる事実である（詳しくは 5.2節）.

この定理 5.0.2と定理 5.0.3は正則二部グラフの完全マッチングへの分割の個数の話に

言い換えられる（詳しくは第 6章）.

5.1 (detX)p−1 の展開係数は 0を含まない

この節では定理 5.0.2, つまり (detX)p−1 の展開係数は 0を含まないことを示す. この

証明では第 2章「通常の行列に対する超行列式」と第 3章「超行列式の展開」が鍵となる.

定理 5.0.2の証明. この証明では不定元 xij は Fp 係数の多項式として扱う. 定義 5.0.1
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の等式の xij（これは Z 係数の多項式）にこの Fp 係数の多項式 xij を代入することで,

Fp[X]における次の等式を得る.

(detX)m =
∑

L∈Ψ2(m)

CLx
L.

また Fp[X]において次の等式もなりたつ.

(detX)p−1 = detpX =
∑

L∈Ψ2(p−1)

(−1)n

L!
xL.

ここで第 1 の等号は定理 2.2.1 の主張である. また第 2 の等号は定理 3.0.1（A = Fp[X]

のケース）の主張である. この 2つの等式を係数比較することで, L ∈ Ψ2(p − 1)に対し

て次の等式を得る（両辺は Fp の元とみなす）.

CL =
(−1)n

L!
.

したがって次がなりたつ.
L!CL ≡ (−1)n (mod p).

よって CL ̸= 0である.

5.2 m ̸= p− 1なら (detX)m の展開係数は 0を含む

前節で定理 5.0.2を証明したが, 実はこの裏である定理 5.0.3も成立する（ただし, n ≥ 3

のときのみ）. この節ではこのこと, つまりm = p− 1をみたす素数 pが存在しないとき

(detX)m の展開係数は必ず 0を含むことを示す. この事実は本論文で初めて明らかにす

ることである.

以下, mはm = p− 1をみたす素数 pが存在しない自然数とする. この定理は n = 3の

ときが本質的であり, これから n ≥ 4の場合も導かれる.

まず n = 3 のときに定理 5.0.3 がなりたつこと, つまり X が 3 次正方行列のとき

(detX)m の展開係数に 0を含むことを示そう. 具体的にいうと, 次の L = Lab(3)に対す

る展開係数が 0となる.

Lab(3) =

ab+ b− 1 a 1
a ab b
1 b ab+ a− 1

 ∈ Ψ2(m).

ただし, aと bはm+ 1 = (a+ 1)(b+ 1)をみたす自然数とする（m+ 1は合成数なので

このような aと bは必ず存在する）.
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命題 5.2.1. CLab(3) = 0.

証明. α1, α2, α3, β1, β2, β3 ∈ Z[X]を次で定める.

α1 = x11x22x33, α2 = x12x23x31, α3 = x13x21x32,
β1 = x12x21x33, β2 = x11x23x32, β3 = x13x22x31.

すると, 次の等式がなりたつ.

detX = α1 + α2 + α3 − β1 − β2 − β3.

よって (detX)m は次のように展開される.

(detX)m =
∑

k1+k2+k3+l1+l2+l3=m

(−1)l1+l2+l3
(

m

k1, k2, k3, l1, l2, l3

)
αk11 α

k2
2 α

k3
3 β

l1
1 β

l2
2 β

l3
3 .

ただし, 次のような多項係数の記号を用いる.(
m

k1, k2, k3, l1, l2, l3

)
=

m!

k1!k2!k3!l1!l2!l3!
.

ここで
xL

ab(3) = αk11 α
k2
2 α

k3
3 β

l1
1 β

l2
2 β

l3
3 .

をみたす非負整数の組 (k1, k2, k3, l1, l2, l3)は

(ab− 1, 0, 0, a, b, 1), (ab, 1, 1, a− 1, b− 1, 0)

の 2 つのみであることに注意する. 実際 (k1, k2, k3, l1, l2, l3) は次の 9 つの等式をみたす

必要があるが, この解が上の 2つのみであることはすぐわかる.

k1 + l2 = ab+ b− 1, k2 + l1 = a, k3 + l3 = 1,
k3 + l1 = a, k1 + l3 = ab, k2 + l2 = b,
k2 + l3 = 1, k3 + l2 = b, k1 + l1 = ab+ a− 1.

この 2つの組に対応する多項係数は等しい, つまり次の等式がなりたつ.(
m

ab− 1, 0, 0, a, b, 1

)
=

(
m

ab, 1, 1, a− 1, b− 1, 0

)
.

この等式と
(detX)m =

∑
L∈Ψ2(m)

CLx
L
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という展開を比較すると次がわかる.

CLab(3) = (−1)a+b+1

(
m

ab− 1, 0, 0, a, b, 1

)
+ (−1)(a−1)+(b−1)+0

(
m

ab, 1, 1, a− 1, b− 1, 0

)
= 0.

次に n ≥ 4 のときに定理 5.0.3 がなりたつこと, つまり X が n 次正方行列のとき

(detX)m の展開係数は 0を含むことを示そう. 具体的に次の L = Lab(n)に対する展開

係数が 0となる.

Lab(n) =


Lab(3)

m
. . .

m

 ∈ Ψ2(m).

つまり Lab(n)は 3 × 3行列 Lab(3)と n − 3個の 1 × 1行列 (m)が対角線上に並んだ対

角ブロック行列である. ただし, aと bは先ほどと同じように m+ 1 = (a+ 1)(b+ 1)を

みたす自然数とする.

命題 5.2.2. CLab(n) = 0.

証明. xL
ab(n) は次のように表せる.

xL
ab(n) = xab+b−1

11 xa12x
1
13

· xa21xab22xb23
· x131xb32xab+a−1

33

·
∏

4≤i≤n

xmii .

したがって,

xL
ab(n) =

∏
1≤i≤m

x1σi(1)x2σi(2) · · ·xnσi(n)

をみたす σ1, . . . , σm ∈ Sn は ε, (123), (132), (12), (23), (13) のいずれかである. あとは

n = 3のときと同様の議論で CLab(n) = 0が示される.
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6 正則二部グラフの完全マッチングへの偶分割と奇分割の個

数の比較

前章で論じた (detX)m の展開係数 CL が 0か否かという問題は, 正則二部グラフの完

全マッチングへの分割の個数に関する問題に言い換えられる. つまり, 前章の定理はこの

グラフの問題についての定理とみなせる. またこのグラフの問題は Alon–Tarsi予想とい

うラテン方陣に関する未解決問題の一般化とみなせる. さらに前章の定理 5.0.2からこの

予想の特別な場合が解決される.

6.4節では Glynn [G2]による Alon–Tarsi予想の特別なケースの解決をまとめている.

[G2]で扱っているのはラテン方陣だが, 議論を素直に読むとむしろグラフの話と解釈する

のが自然である. このグラフの話を整理したのが 6.1節から 6.3節である.

6.1 各行, 各列の和が一定の正方行列の置換行列への分割

この節では L ∈ Ψ2(m)に対して, Lの置換行列への分割を説明する. ここで Ψ2(m)は

第 3章で述べたように各行, 各列の和が mとなる非負整数成分の n次正方行列全体であ

る. この Lの置換行列への分割は, 正則二部グラフの完全マッチングへの分割と同一視す

るのが自然である（詳しくは 6.3節）.

Ψ2(1)は n次の置換行列全体であることはすぐわかる. これに注意すれば m個の置換

行列の和が Ψ2(m)に含まれることもすぐわかる. 逆に L ∈ Ψ2(m)をm個の置換行列の

和で表したとき, 対応する置換行列たちの組（正確には置換の組）を Lの置換行列への分

割とよぶ. 以下, 単にこれを Lの分割とよぶ.

定義 6.1.1. L ∈ Ψ2(m)とする. m個の置換 σ1, . . . , σm ∈ Sn が次の等式をみたすとき,

Σ = (σ1, . . . , σm)を Lの置換行列への分割とよぶ（以下, 単に Lの分割とよぶ）.∑
1≤i≤m

Pσi = L.

ただし, δij を Kronecker のデルタとし, σ ∈ Sn から定まる置換行列 Pσ を Pσ =

(δσ(i)j)1≤i,j≤n と表す. また Lの分割全体を P(L)と表す.

この置換 σ1, . . . , σm の符号の積を分割 Σの符号と定める.

定義 6.1.2. L ∈ Ψ2(m) の分割 Σ = (σ1, . . . , σm) に対して, Σ の符号 sgnΣ を次で定
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める.

sgnΣ =
∏

1≤i≤m

sgnσi.

とくに sgnΣ = 1なら Σを Lの偶分割とよび, sgnΣ = −1なら Σを Lの奇分割とよぶ.

さらに Lの偶分割全体を EP(L), Lの奇分割全体を OP(L)とかく.

6.2 偶分割と奇分割の個数の差 |EP(L)| − |OP(L)|と展開係数 CL

この節では L ∈ Ψ2(m) に対して, 偶分割の個数 |EP(L)| と奇分割の個数 |OP(L)| が
等しいか否かという問題を考えよう. 第 5章の議論から次のことがわかる.

定理 6.2.1. pが素数のとき任意の L ∈ Ψ2(p− 1)に対して

|EP(L)| ̸= |OP(L)|.

定理 6.2.2. n ≥ 3とする. 任意の素数 pに対してm ̸= p−1であるとき,あるL ∈ Ψ2(m)

が存在して
|EP(L)| = |OP(L)|.

これらの定理は, (detX)m の展開係数 CL に関する次の命題に注意すれば, それぞれ定

理 5.0.2, 定理 5.0.3からわかる.

命題 6.2.3. L ∈ Ψ2(m)に対して次の等式がなりたつ.

CL = |EP(L)| − |OP(L)|.

以下, この命題を示そう.

この命題を示すために補題を 3つ用意する. まず (detX)m は次のように展開できる.

補題 6.2.4. 不定元を成分とする行列 X に対して次の等式がなりたつ.

(detX)m =
∑

Σ∈Sm
n

sgn(Σ)αΣ.

ただし, σ ∈ Sn に対して ασ ∈ Z[X]を

ασ =
∏

1≤i≤n

xiσ(i)

とし, Σ = (σ1, . . . , σm)のとき αΣ ∈ Z[X]を

αΣ = ασ1 · · ·ασm
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と定める.

次の補題はすぐわかる.

補題 6.2.5. L ∈ Ψ2(m)のとき, Σ ∈ P(L)に対して αΣ = xL.

最後に補題 6.2.4, 補題 6.2.5を

(detX)m =
∑

L∈Ψ2(m)

CLx
L

という展開と係数比較すると次がわかる.

補題 6.2.6. 次の等式がなりたつ.

CL =
∑

Σ∈P(L)

sgnΣ.

この補題から命題 6.2.3を導く.

命題 6.2.3の証明. 今述べた補題 6.2.6から次を得る.

CL =
∑

Σ∈P(L)

sgnΣ

=
∑

Σ∈EP(L)

sgnΣ +
∑

Σ∈OP(L)

sgnΣ

= |EP(L)| − |OP(L)|.

以上で命題 6.2.3が導かれたので定理 6.2.1, 定理 6.2.2が示された.

6.3 正則二部グラフの完全マッチングへの分割

前節までで述べた L の分割は, 正則二部グラフの完全マッチングへの分割の話とみな

せる. この節ではこのグラフの分割の説明をする. グラフに関する用語は [K3]を参考に

した.

頂点集合 V とその頂点同士を結ぶ辺たちの組をグラフとよぶ. 本論文では単にグラフ

と言えば多重グラフ（つまり多重辺やループを含むようなグラフ）を意味することとする.

V のどの頂点に対してもその頂点と接続する辺がただ 1つ存在するグラフを V 上の完

全マッチングとよぶ.

頂点集合 V が V1 と V2 に分割されているとする（つまり V = V1 ⊔ V2 をみたす）. V1

の頂点と V2 の頂点を結ぶ辺のみから構成されるグラフを (V1, V2)上の二部グラフとよぶ.
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どの頂点にも接続する辺の数が一定であるグラフを正則グラフとよび, とくにその接続

する辺の数がm個であるときそのグラフをm-正則グラフとよぶ.

以下, (V1, V2)上の m-正則二部グラフ全体を RBG(m)とかく. また (V1, V2)上の二部

グラフであるような V 上の完全マッチング全体を PMとかく. PM = RBG(1)であるこ

とはすぐわかる.

正則二部グラフに関して次がなりたつ.

命題 6.3.1. (V1, V2)上の正則二部グラフが存在するとき |V1| = |V2|がなりたつ.

本論文ではこの命題の証明は省略する. この命題に注意して, 以下 V1, V2 を [n]と同一

視する. すると RBG(m)の元は [n]2 から Z≥0 への写像とみなせる. ここで [n]は n以下

の自然数全体である. また次がなりたつことはすぐわかる.

命題 6.3.2. G ∈ RBG(m) であるためのグラフ G の必要十分条件は次をみたすことで

ある.

∀i ∈ [n],
∑
j∈[n]

G(i, j) = m,

∀j ∈ [n],
∑
i∈[n]

G(i, j) = m.

これに注意すれば PM の m個の元の和が RBG(m) の元であることはすぐわかる. 逆

に G ∈ RBG(m)をm個の PMの元の和で表すことを Gの完全マッチングへの分割とよ

ぶ. 以下, 単にこれを Gの分割とよぶ.

定義 6.3.3. G ∈ RBG(m)とする. (τ1, . . . , τm) ∈ PMm が次の等式をみたすとき, これ

を Gの完全マッチングへの分割とよぶ（以下, 単に Gの分割とよぶ）.∑
1≤i≤m

τi = G.

また Gの分割全体を P(G)とする.

この G の分割は 6.1 節, 6.2 節で述べた L の分割と自然に同一視できる. つまり

RBG(m)と Ψ2(m)（各行, 各列の和がmとなる n次正方行列全体）は次の対応で同一視

できる.

RBG(m) → Ψ2(m), G 7→ (G(i, j))1≤i,j≤n.
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このことは命題 6.3.2 からわかる. 完全マッチング全体 PM = RBG(1) と置換行列全体

Ψ2(1)も同一視できるので, G ∈ RBG(m)の分割に偶奇, つまり符号が自然に定まる. 以

下, Gの偶分割全体を EP(G), 奇分割全体を OP(G)とかく. 偶分割の個数 |EP(G)|と奇
分割の個数 |OP(G)|が等しいか否かという問題に関する定理が, 6.2節の議論の言い換え

で次のように得られる.

定理 6.3.4. pを素数とする. このとき任意の G ∈ RBG(p− 1)に対して

|EP(G)| ̸= |OP(G)|.

定理 6.3.5. n ≥ 3 とする. m = p − 1 をみたす素数 p が存在しないとき, ある

G ∈ RBG(m)が存在して
|EP(G)| = |OP(G)|.

6.4 Glynnによる Alon–Tarsi予想の部分的解決

前節で述べたグラフの問題は Alon–Tarsi予想という未解決問題の自然な一般化とみな

せる. また定理 6.3.4から Alon–Tarsi予想の特別な場合が解決される. この節ではこのこ

とを説明する. [G2]の内容を前節までのグラフの話の観点からまとめたものである.

まず Alon–Tarsi予想の説明をする. Alon–Tarsi予想はラテン方陣の個数についての予

想である. n次ラテン方陣とは各行, 各列に 1から nの自然数が 1回ずつ現れる n× n行

列である. 以下, n次ラテン方陣全体を LS(n)とかく.

n次ラテン方陣はすべての成分が 1である正方行列 L′(n) = (1)1≤i,j≤n ∈ Ψ2(n)の分

割と自然に同一視できる（グラフの話でいうと, 完全二部グラフ G′ の完全マッチングへ

の分割と同一視できる）. 実際, 次の写像は全単射である.

P(L′(n)) → LS(n), (σ1, . . . , σn) 7→
∑

1≤i≤n

iPσi .

ラテン方陣の符号をそれに対応する L′(n)の分割の符号と定める. 言い換えると次のよう

になる.

命題 6.4.1. 任意の Λ ∈ LS(n)に対して, n個の置換 σ1, . . . , σn ∈ Sn が一意的に存在し

て次の等式がなりたつ.

Λ =
∑

1≤i≤n

iPσi .
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定義 6.4.2. Λ ∈ LS(n)に対して Λの符号 sgnΛを次で定める.

sgnΛ =
∏

1≤i≤n

sgnσi.

この符号により偶ラテン方陣, 奇ラテン方陣の概念が定まる. n次の偶ラテン方陣全体

を ELS(n), 奇ラテン方陣全体を OLS(n)とかく. 偶ラテン方陣と奇ラテン方陣の個数の

比較に関する次の予想が Alon–Tarsi予想である [AT].

予想 6.4.3 (Alon–Tarsi予想). nが偶数のとき, |ELS(n)| ̸= |OLS(n)|.

偶ラテン方陣と奇ラテン方陣の個数はそれぞれ

|ELS(n)| = |EP(L′(n))| = |EP(G′)|, |OLS(n)| = |OP(L′(n))| = |OP(G′)|

と表せる. したがって, 前節のグラフの問題は Alon–Tarsi予想の一般化とみなせる. つま

り, 「偶ラテン方陣と奇ラテン方陣の個数は等しいか」という問題は,「グラフの偶分割と

奇分割の個数は等しいか」という問題の特別なケースとみなせる. Glynnの結果である定

理 5.0.2から定理 6.3.4を経由して Alon–Tarsi予想の特別なケースが解決される [G2].

定理 6.4.4. n = p− 1のとき, |ELS(n)| ̸= |OLS(n)|.

実際は定理を得た経緯は逆であり, この Glynn の Alon–Tarsi 予想に関する結果がま

ずあり, これを本論文でまとめ直したのが前節の内容である. つまり [G2] の証明は定理

5.0.2 が鍵であり, これを素直に読むとラテン方陣というよりグラフの話と解釈するのが

自然だという認識にいたったのである.

注意 6.4.5. なお, nが 3以上の奇数のときは |ELS(n)| = |OLS(n)|である. これを示す

ことは比較的易しい. 次の写像が全単射であることを確認すればよい.

ELS(n) → OLS(n),
∑

1≤i≤n

iPσi 7→
∑

1≤i≤n

iPσi(12).

注意 6.4.6. ラテン方陣の符号は通常は別の定義をするが, 偶ラテン方陣と奇ラテン方陣

の個数の比較を考える上では問題ない. 詳しくは次章で述べる.
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7 ラテン方陣の符号

前章でラテン方陣の符号を定めたが, これは印符号とよばれるものであり, 通常採用す

るラテン方陣の符号はこれとは異なる（通常は後述する行符号と列符号の積で定める）.

しかし, ラテン方陣の符号をどちらで定めても Alon–Tarsi予想を考える上では問題ない.

この章ではこのことを説明する. この章の内容は Janssenの論文 [J]からの引用である.

7.1 行符号, 列符号, 印符号

この節ではラテン方陣における行符号, 列符号, 印符号を定める.

まずラテン方陣から [n]3 の部分集合が自然に定まる.

定義 7.1.1. Λ = (λij)1≤i,j≤n ∈ LS(n)に対して, NΛ を次のように定める.

NΛ = {(i, j, k) ∈ [n]3 | λij = k}.

この i, j, k のうち 2 つを固定すると, (i, j, k) ∈ NΛ をみたす残りの 1 つが一意に定ま

る, つまり次の命題が成立することはすぐわかる.

命題 7.1.2. Λ = (λij)1≤i,j≤n ∈ LS(n)に対して, 次の 3つの写像はどれも全単射である.

rΦΛ : [n]2 −→ NΛ, (j, k) 7−→ (i, j, k) (ただし, iは λij = k をみたす).

cΦΛ : [n]2 −→ NΛ, (i, k) 7−→ (i, j, k) (ただし, j は λij = k をみたす).

sΦΛ : [n]2 −→ NΛ, (i, j) 7−→ (i, j, k) (ただし, k は λij = k をみたす).

次の定理は実質的にこの命題の言い換えである.

定理 7.1.3. Λ = (λij)1≤i,j≤n ∈ LS(n)とする.

(1) ある τ1, . . . , τn ∈ Sn が一意に存在して, 任意の i, j, k ∈ [n]に対して

λij = k ⇐⇒ τi(j) = k.

(2) ある ρ1, . . . , ρn ∈ Sn が一意に存在して, 任意の i, j, k ∈ [n]に対して

λij = k ⇐⇒ ρj(i) = k.

(3) ある σ1, . . . , σn ∈ Sn が一意に存在して, 任意の i, j, k ∈ [n]に対して

λij = k ⇐⇒ σk(i) = j.
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注意 7.1.4. この τ1, . . . , τn を Λ から定まる行置換という. また ρ1, . . . , ρn を Λ から定

まる列置換, σ1, . . . , σn を Λから定まる印置換という. 6.4節で述べた LS(n)と P(L′(n))

の同一視の下では, 印置換 σ1, . . . , σn は命題 6.4.1の σ1, . . . , σn と一致する.

これらの置換を用いてラテン方陣の行符号, 列符号, 印符号を定める.

定義 7.1.5. Λ ∈ LS(n)に対して rsgnΛ, csgnΛ, ssgnΛをそれぞれ次で定める.

rsgnΛ =
n∏
i=1

sgn τi, csgnΛ =
n∏
i=1

sgn ρj , ssgnΛ =
n∏
k=1

sgnσk.

これらをそれぞれ Λ の行符号, 列符号, 印符号とよぶ. また行符号と列符号の積を

rcsgnΛ = rsgnΛ csgnΛとかく.

7.2 行符号と列符号の積と印符号の関係

この節では Λ ∈ LS(n)に対して rcsgnΛと ssgnΛに次の関係があることを示そう.

定理 7.2.1. Λ ∈ LS(n)に対して, 次の等式がなりたつ.

rcsgnΛ = ε(n) ssgnΛ.

ただし,

ε(n) =

{
1 (n ≡ 0, 1 (mod 4))
−1 (n ≡ 2, 3 (mod 4)).

と定める.

注意 7.2.2. 通常は単にラテン方陣 Λの符号と言えば rcsgnΛを指す. しかし, 6.4節では

ssgnΛをラテン方陣の符号と呼んで議論していた. だが, この定理 7.2.1からラテン方陣

の符号をどちらで定義しても偶ラテン方陣と奇ラテン方陣が入れ替わる可能性があるが,

これらの個数の差を考える上では問題ない.

以下の定理 7.2.1の証明は [J]をまとめ直したものである.

証明に必要な記号や命題をいくつか用意する. まず置換に対してその転倒数を次で定

める.

定義 7.2.3. σ ∈ Sn に対して非負整数 Inv σ を次で定める.

Inv σ = |{(i, j) ∈ [n]× [n] | i < j, σ(i) > σ(j)}|.
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この転倒数を用いて置換の符号は次のように表せる.

命題 7.2.4. σ ∈ Sn に対して, 次がなりたつ.

sgnσ = (−1)Inv σ.

3つの関係演算子から定まる N2
Λ の部分集合を考える.

定義 7.2.5. 関係演算子 ∼1,∼2,∼3 に対して, N2
Λ の部分集合 N2

Λ(∼1,∼2,∼3)を次で定

める.

N2
Λ(∼1,∼2,∼3) = {((i, j, k), (i′, j′, k′)) ∈ N2

Λ | i ∼1 i
′, j ∼2 j

′, k ∼3 k
′}.

とくに演算子が空白のときは関係を要求しないものとする. たとえば, N2
Λ( , <,>)は次

のようになる.

N2
Λ( , <,>) = {((i, j, k), (i′, j′, k′)) ∈ N2

Λ | j < j′, k > k′}.

定理 7.2.1は次の補題に帰着される.

補題 7.2.6. L ∈ LS(n)に対して, 次がなりたつ.

n∑
i=1

Inv τi =

(
n

2

)2

− |N2
Λ(<,<,>)| − |N2

Λ(>,<,>)|,

n∑
j=1

Inv ρj =

(
n

2

)2

− |N2
Λ(<,<,>)| − |N2

Λ(<,>,>)|,

n∑
k=1

Inv σk =

(
n

2

)2

− |N2
Λ(<,>,<)| − |N2

Λ(<,>,>)|.

ただし,
(
n
2

)
は二項係数を表す. つまり(

n

2

)
=

n!

2!(n− 2)!

である.

定理 7.2.1の証明. 補題 7.2.6を認めて定理 7.2.1を示そう. 命題 7.2.4より次がわかる.

rcsgnΛ ssgnΛ = rsgnΛ csgnΛ ssgnΛ

= (−1)
∑n

i=1 Inv τi + (−1)
∑n

j=1 Inv ρj + (−1)
∑n

k=1 Inv σk

= (−1)
∑n

i=1 Inv τi+
∑n

j=1 Inv ρj+
∑n

k=1 Inv σk .
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補題 7.2.6より次の等式がなりたつ.

n∑
i=1

Inv τi +
n∑
j=1

Inv ρj +
n∑
k=1

Inv σk

= 3

(
n

2

)2

− 2|N2
Λ(<,<,>)| − 2|N2

Λ(<,>,<)| − 2|N2
Λ(<,>,>)|.

ここで |N2
Λ(<,>,<)| = |N2

Λ(>,<,>)| であることを用いた. あとは
(
n
2

)
が n ≡ 0, 1

(mod 4)のとき偶数, n ≡ 2, 3 (mod 4)のとき奇数であることを確認すれば定理 7.2.1を

得る.

この補題 7.2.6は次の 3つの補題からすぐわかる.

補題 7.2.7. Λ ∈ LS(n)に対して, 次がなりたつ.

N2
Λ( , <,>) = N2

Λ(=, <,>) ⊔N2
Λ(<,<,>) ⊔N2

Λ(>,<,>),

N2
Λ(<, ,>) = N2

Λ(<,=, >) ⊔N2
Λ(<,<,>) ⊔N2

Λ(<,>,>),

N2
Λ(<,>, ) = N2

Λ(<,>,=) ⊔N2
Λ(<,>,<) ⊔N2

Λ(<,>,>),

補題 7.2.8. L ∈ LS(n)に対して, 次がなりたつ.

n∑
i=1

Inv τi = |N2
Λ(=, <,>)|,

n∑
j=1

Inv ρj = |N2
Λ(<,=, >)|,

n∑
k=1

Inv σk = |N2
Λ(<,>,=)|.

補題 7.2.9. L ∈ LS(n)に対して, 次がなりたつ.

|N2
Λ( , <,>)| =

(
n

2

)2

, |N2
Λ(<, ,>)| =

(
n

2

)2

, |N2
Λ(<,>, )| =

(
n

2

)2

.

補題 7.2.7は明らか. 補題 7.2.8を示す.

補題 7.2.8の証明. この補題 7.2.8の第 1の等式のみを証明する. 第 2, 第 3の等式は第 1

の等式と同様に示せる. s = 1, . . . , nを固定して, 次のような NΛ の部分集合を考える.

N
(s)
Λ = {(i, j, k) ∈ NΛ | i = s}.
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すると

NΛ =
n⊔
s=1

N
(s)
Λ

がなりたつ. このとき, [n]と N
(s)
Λ は次の対応で同一視できる.

[n] → N
(s)
Λ , j 7→ (s, j, τs(j)).

この対応で j, j′ はそれぞれ I(s) = (s, j, k), I ′(s) = (s, j′, k′)に対応するとする.

j 7→ I(s) = (s, j, k), j′ 7→ I ′(s) = (s, j′, k′).

このとき, j, j′ に「j < j′, τs(j) > τs(j
′)」がなりたつことと I, I ′ に「j < j′, k > k′」が

なりたつのは同値である. よって, 次の等式がなりたつ.

Inv τs = |{(j, j′) ∈ [n]× [n] | j < j′, τs(j) > τs(j
′)}|

= |{(I(s), I ′(s)) ∈ N
(s)
Λ ×N

(s)
Λ | j < j′, k > k′}|.

言い換えると,
I = (i, j, k), I ′ = (i′, j′, k′) ∈ NΛ

のという組のうち
i = i′ = s, j < j′, k > k′

をみたすものの個数が Inv τs である. s を 1 から n まで動かして和をとれば次の等式を

得る.

n∑
s=1

Inv τs = |{(I, I ′) ∈ NΛ ×NΛ | i = i′, j < j′, k > k′}|

= |N2
Λ(=, <,>)|.

次に補題 7.2.9を示す.

補題 7.2.9の証明. この補題 7.2.9 の第 1 の等式は次の計算でわかる. 次の等式がなり
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たつ.

|N2
Λ( , <,>)| = |{((i, j, k), (i′, j′, k′)) ∈ N2

Λ | j < j′, k > k′}|

=
∑

(i,j,k)∈NΛ

|{(i′, j′, k′) ∈ NΛ | j < j′, k > k′}|

=
∑

(j,k)∈[n]2

|{(i′, j′, k′) ∈ NΛ | j < j′, k > k′}|

=
∑

(j,k)∈[n]2

(n− j)(k − 1)

=
∑
j∈[n]

(n− j)
∑
k∈[n]

(k − 1)

=

(
n

2

)2

.

ここでまず第 1の等号は N2
Λ( , <,>)の定義である. 次に第 2の等号は (i, j, k) を固

定したものの和で書き表している. また第 3の等号は [n]2 と NΛ は rΦΛ で同一視できる

ことからわかる. 最後に第 4の等号は (j, k)を固定すると j < j′ をみたす j′ は n− j 個,

k > k′ をみたす k′ は k − 1個であることからわかる.

第 2, 第 3の等式は第 1の等式と同様に示せる.

したがって, ラテン方陣の符号を前章のように ssgnで定めても,通常どおりに rcsgnで

定めても偶方陣と奇方陣の個数の差を考える上では問題ない.
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