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概要

最適化問題とは，与えられた制約条件下で，目的関数の値が最大または最小になる設計

変数の値の組み合わせを求める問題である．近年，最適化技術は工学分野をはじめとする

さまざまな領域で活用され，工場の生産計画や商品の輸送計画などを最適化問題として解

決している．

しかし，最適化問題の中には，制約条件が強い，かつ，目的関数が曖昧であるなど，種

類の異なる複数の難しさを含むために求解が困難な問題が存在する．

本論文は，上記のような種類の異なる複数の問題の難しさを分けることで対象問題を階

層的に表現し，それぞれの難しさに対して異なる解法を適用する階層型最適化方式を提案

する．本方式の特徴は，各階層が独立しているため，各難しさに対応する異なる解法を用

いることが可能な点にある．例えば，問題の特性に依存しない大域的最適化を行うメタ

ヒューリスティクス，問題依存の効率的な局所探索アルゴリズム，さらに，機械学習に基

づく生成モデルなどを，各階層の解法として利用できる．

本論文では，種類の異なる複数の難しさを含む最適化問題の例として，タイリング（平

面充填）が可能な図形（タイル）の生成問題に着目する．本問題は，与えられた図形（目

標図形）をタイルに変形する難しさ，図形間の類似度を定量化する難しさ，さらに，タイ

ルに適した目標図形を用意することの難しさを含む．これらはそれぞれ，強い制約条件，

曖昧な目的関数，および，膨大な探索空間の，3種類の求解を困難にする要因に対応して

いる．本研究では，タイル生成問題における異なる 2つの問題に着目し，提案する階層型

最適化方式を具体化した手法として，目標図形に類似するタイルを生成する手法，およ

び，映像をもとに対象オブジェクトの目標図形とタイルを生成する手法の 2 つの手法を

提案する．実験結果より，先行研究では目標図形に類似するタイルを生成できない場合で

も，提案手法では目標図形に類似したタイルを生成することを確認した．
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第 1章

序論

1.1 研究背景と目的

最適化問題とは，与えられた制約条件を全て満たしつつ，ある目的関数の値が最大また

は最小になる設計変数の値の組み合わせを求める問題である [1, 2]．設計変数が離散値を

とる場合は組み合わせ最適化問題あるいは離散最適化問題と呼ばれ，連続値をとる場合は

連続最適化問題（または単に最適化問題）と呼ばれる．

近年，最適化は，実社会の多くの場面において用いられ，工学分野をはじめとするさま

ざまな領域で活用されている．最適化は，解決したい問題を，設計変数，目的関数，制約

条件から構成されるモデルとして定義し，汎用的な求解アルゴリズムを用いて解を発見す

ることで問題を解決する．工場の生産計画 [3]や商品の輸送計画 [4]などを最適化問題と

して定義し，最良の計画を最適化により求めることができる．

最適化問題はあらゆる分野で用いられているが，最適化問題における求解を困難にする

さまざまな要因が存在する．本論文では，上記の要因を下記の 6つの要因に大別する．

(i) 制約条件が強く，実行可能領域が狭いため，解の発見が難しい

(ii) 目的関数を明確に定義することが困難であり，計算機上に実装することが難しい

(iii) 設計変数の総数（次元数）が多く，探索空間が膨大となる

(iv) 目的関数の形状が複雑であり，大域的最適解を発見することが難しい

(v) 解候補を評価するための目的関数の計算コストが高く，反復回数に制限がある

(vi) トレードオフ関係を含む複数の目的関数が存在し，単一の目的関数にすることが困

1



第 1章 序論

難であるため，単一の大域的最適解を定義することが困難である

(i)の制約条件が強いために解を発見することが難しい問題は，問題の制約条件が強く

なることにより，すべての制約条件を満たす解から構成される実行可能領域のサイズが小

さくなり，解を発見することが困難になる [5, 6]．(ii) の目的関数の明確化が困難で計算

機上に実装が難しい問題は，シミュレーションや機械学習を用いて目的関数の値を近似的

に計算する，あるいは，人間を評価器として最適化のループ内に組み入れるなどのアプ

ローチを必要とする [7–9]．(iii)の設計変数の次元数が多い問題では，次元数が増えるこ

とにより探索空間の大きさが指数関数的に増大するために，良好な解の発見が困難にな

る [10]．最適化問題のなかには，単一の要因のみならず，複数個の求解を困難にする要因

を含む最適化問題も存在する．複数の要因が組み合わさることにより，大域的最適解や良

好な準最適解の発見が飛躍的に困難になる．

本論文は，求解を困難にする複数の要因を含む最適化問題において，問題に含まれる要

因を分けることで問題を階層的に表現し，それぞれの要因に対して異なる解法を適用する

階層型最適化方式を提案する．本方式の特徴は，各階層が独立しているため，各要因に対

応する異なる解法を用いることが可能な点である．例えば，問題の特性に依存しない大域

的最適化を行うメタヒューリスティクス [11]，問題依存の効率的な局所探索アルゴリズ

ム [11]，さらに，機械学習に基づく生成モデルなど [12]を，各階層の解法として利用でき

る．メタヒューリスティクスは，勾配を利用する最適化とは異なり，目的関数の連続性や

凸性を前提とせず，目的関数や制約条件をより自由に設計することを許すため，目的関数

の明確化が困難な問題においても良好な準最適解の発見を可能にする．一方，問題依存の

局所探索アルゴリズムは，対象問題に固有の知識や条件を導入することで強い制約条件を

含む問題においても効率的に実行可能解を得ることができる．また，データの生成過程を

明示的に記述する生成モデルは，分布を学習することで対象の特徴を含むデータを生成す

ることが可能である．

なお，本論文で提案する階層型最適化方式と関連する手法として，複数の解法を組み合

わせるハイブリッドアプローチが挙げられる．提案する階層型最適化方式も広義のハイブ

リッド方式とみなせるが，最適化問題における一般的なハイブリッド方式は，対象問題を

包括的に捉え，複数の最適化アルゴリズムが同一の問題を解く [13–15]．これに対して，

2



第 1章 序論

提案する階層型最適化方式は，対象問題を階層的に分割し，各アルゴリズムがそれぞれ異

なる階層の部分問題を解決する．

本研究では，求解を困難にする要因のうち (i)，(ii)および (iii) に着目し，これらの要

因を複合的に含むタイリング（平面充填）が可能な図形（タイル）の生成問題 [16, 17]に

着目する．タイリングとは，隙間および重複がなく 2次元平面を有限種類の図形で敷き詰

める行為である [16, 17]．平面を連続的に覆うことができる図形は，タイル，または，タ

イリング図形と呼ぶ．

タイル生成問題は 3つの難しさを含む．第 1の難しさは，タイリングが可能な制約条件

を満たしつつ図形の形状を変形することが難しいことである．同一の形状を持つ 2つの図

形が 1 つの辺を共有するため，ある辺を変形するともう一方の辺も変形を行う必要があ

るため，接する図形同士のエッジ形状が一致するようにタイルを設計する必要がある（図

1.1）．この難しさは，最適化問題において求解を困難にする要因 (i) に該当する．第 2の

難しさは，生成したタイルと目標図形との類似性を適切に評価する関数が不明である点で

ある．この難しさは，要因 (ii) に該当する．第 3の難しさは，タイリングに適した目標図

形を用意することが難しいことである．この難しさは，要因 (ii)および (iii) に該当する．

本研究では，タイル生成問題における異なる 2つの問題に着目し，提案する階層型最適

化方式を具体化した手法として，目標図形に類似するタイルを生成する手法，および，映

像をもとに対象オブジェクトの目標図形とタイルを生成する手法の 2 つの手法を提案す

る．前者の提案手法 1は，与えられた目標図形に類似するタイルを生成する問題を二階層

で表現し，上位最適化層にはメタヒューリスティクス，下位最適化層にはエッジ形状に関

する制約条件を満たす図形を解析的に導出する先行研究 [18, 19]を用いる．後者の提案手

法 2は，先行研究 [17–26]とは異なる新たな問題設定を解く手法であり，従来は人間によ

り描画されていた目標図形を，映像から自動生成することを可能にする．提案手法 2は三

階層の構造を持ち，上位最適化層では，対象オブジェクトの目標画像をパラメトリックに

生成可能な変分オートエンコーダ [12, 27]を用いた生成モデルと，その潜在変数空間にお

ける最適化との組み合わせにより，タイリングに適した目標図形を生成する．中位最適化

層および下位最適化層は，提案手法 1 と同じ構成をとり，生成された目標図形に類似す

るタイルを生成する．これらの手法がそれぞれ，先行研究 [17–26]と同一の問題設定にお

いてより優れた解を安定的に発見できること，および，先行研究 [17–26]では取り組まれ
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ていない問題設定においてタイルを生成できることを示すことにより，提案する階層型最

適化方式が求解を困難にする複数の要因を含むタイル生成問題において有効であることを

示す．

図 1.1. タイルの設計におけるエッジ形状を一致させる難しさ

1.2 本論文の構成

本論文は，全 7章で構成される．第 1章は序論とし，第 7章において結論を述べる．

第 1章では，本論文の研究対象について説明し，その一例であるタイル生成問題 [16,17]

を解決する階層型最適化方式を提案する．また，本方式と最適化問題における一般的なハ

イブリッド方式 [13–15]との相違点について述べる．

第 2章では，関連研究について述べる．まず，タイル生成問題の定義について述べ，先

行研究，および，本研究で用いる最適化や機械学習の手法について説明する．次に提案方

式に関連する先行研究として，タイル生成問題を解析的に解く手法 [18–24]，および，メ

タヒューリスティクスを用いて解決する手法 [17,25,26]について説明する．

第 3章では，階層型最適化方式を具体化した第 1の手法，すなわち，与えられた目標図

形に類似したタイルを生成する手法を提案する．本手法は，先行研究 [17–26]と同様の定

式化のもとでタイル生成問題を解く．提案する手法はタイル生成問題を二階層で表現し，

上位最適化層にはメタヒューリスティクスを用い，下位最適化層にはタイリングに必要な

制約条件を満たす図形を解析的に導出する先行研究 [18, 19]を用いる．実験結果より，本

4
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手法は，タイリングが可能な条件を満たしつつ，目標図形に類似するタイルを生成できる

ことを確認した．

第 4 章では，階層型最適化方式を具体化した第 2 の手法，すなわち，タイリングに適

した目標図形を生成する手法の提案を行う．本手法は，先行研究 [17–26]では考慮されて

いない新たな問題設定を解く手法である．タイル生成問題においては一般に，目標図形は

人間により描画されることを前提としていたが，本手法は映像を用いてタイルに適した目

標図形を生成する．本手法は 3つの階層から構成されており，上位最適化層では，対象オ

ブジェクトの画像をパラメトリックに生成するモデルを用いて，潜在変数の最適化により

タイリングに適した目標図形を生成する．中位最適化層および下位最適化層は，目標図形

に類似するタイルを生成する．これにより，目標図形の描画の試行錯誤が不要となること

が期待できる．実験結果により，先行研究 [17–26]では考慮されていない問題設定におい

て，目標図形とタイルを生成できることを確認した．

第 5章では，提案手法が多様な産業に応用可能であることを示す一つの事例として，製

菓への応用を試みる．第 3章で提案した手法の上位最適化層に新たな制約条件を追加する

ことで，成形の際に壊れやすい部位の発生を抑制する．実験結果により，製菓に適したタ

イリングが可能な図形が生成されることを確認した．

第 6 章では，第 3 章で提案した手法の処理速度の高速化を試みる．第 3 章および第 4

章では，アルゴリズムの挙動の解釈の容易性，および，生成される解の多様性を考慮して

単純なメタヒューリスティクスを使用して評価実験を行った．このため，より優れた収束

特性を持つメタヒューリスティクスを用いて高速化を試みる．提案する手法が，将来的に

導入を検討している対話型最適化の実現に寄与するか検証を行う．実験結果により，第 3

章で提案した手法より収束速度が向上したことを確認した．

第 7章では，結論として，これまで述べた第 1章から第 6章を総括する．

5
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関連研究

本章では，関連研究について述べる．まず，2.1節において，最適化問題において求解

を困難にする要因について述べる．次に，2.2 節では，タイリングの基礎知識，および，

タイル生成問題の定義について説明する．はじめに，基礎知識，および，問題の定義を説

明することにより，本論文の対象問題について理解を深める．2.3節では，提案方式に関

連する先行研究として，タイル生成問題を解決する手法，および，各手法の問題点につい

て述べる．先行研究の特徴と問題点について述べることで，第 3章以降で提案する手法と

の違いを明確にする．2.4節，および，2.5節では，2.3節で説明した先行研究と提案方式

にて用いるメタヒューリスティックス，および，提案方式にて用いるオートエンコーダに

ついて説明する．

2.1 最適化問題において求解を困難にする要因

本論文では，最適化問題において求解を困難にする要因を下記の 6 つの要因に大別

する．

(i) 制約条件が強く，実行可能領域が狭いため，解の発見が難しい

(ii) 目的関数を明確に定義することが困難であり，計算機上に実装することが難しい

(iii) 設計変数の総数（次元数）が多く，探索空間が膨大となる

(iv) 目的関数の形状が複雑であり，大域的最適解を発見することが難しい

(v) 解候補を評価するための目的関数の計算コストが高く，反復回数に制限がある
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(vi) トレードオフ関係を含む複数の目的関数が存在し，単一の目的関数にすることが困

難であるため，単一の大域的最適解を定義することが困難である

(i)の制約条件が強いことで，解を発見することが難しい最適化問題は，問題の制約条

件が強くなることにより，すべての制約条件を満たす解から構成される実行可能領域のサ

イズが小さくなり，解を発見することが難しくなる [5, 6]．加えて，目的関数の値を改善

する探索方向と，制約条件を満たす探索方向とはトレードオフ関係にあることが多い．実

行可能領域における大域的最適解を発見する際は，まず，探索空間における初期解に含ま

れる制約違反を解消する方向に最適化を行い，実行可能領域に到達した後に，実行可能領

域を逸脱しないように目的関数の値を改善する方向に最適化を行う必要がある．しかし，

制約が強く，実行可能領域が狭い最適化問題では，実行可能領域に到達するまでの探索が

困難である．さらに，到達した実行可能領域内に大域的最適解が含まれない場合は，制約

違反領域（実行可能領域以外）に再び侵入して他の実行可能領域に移動することが要求さ

れる．このため，一旦，制約条件を違反する方向に探索を行う必要があることと，必ずし

も他の実行可能領域に到達できる保証はない．これらの理由により，制約条件が強い最適

化問題は解を発見することが難しい．

(ii)の目的関数の明確化が困難であるために計算機上に実装が難しい問題は，解の評価

基準である目的関数を数式として定義することが困難であることを指している．例えば，

人間の感性に依存して解を評価する必要がある場合はこの難しさを含む [28]. このような

難しさに対しては，シミュレーションを行ってその結果をもとに目的関数の値を算出する

方法や，機械学習を用いて目的関数の値を近似的に計算する，あるいは，人間を評価器と

して最適化のループ内に組み入れるなどのアプローチが研究されている [7–9]．

(iii)の設計変数の次元数が多いため探索空間のサイズが膨大となる問題は，次元数が増

えることにより探索空間の大きさが指数関数的に増大するために求解が難しくなる [10]．

深層ニューラルネットワークにおける重みの訓練は，数十万次元を超えることが多く，確

率的勾配降下法等の目的関数が微分可能である問題を対象とする解法により解くことは可

能であるが，探索空間が膨大なため良好な解を発見することは容易でない．また，対象

問題の領域知識を利用しないメタヒューリスティクス等のブラックボックス最適化では，

従来は数十次元程度の問題が主に対象とされていたが，近年では共進化アルゴリズムな
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どを中心として，数千次元程度の問題の最適化を行う大規模大域的最適化（Large-Scale

Global Optimization: LSGO）技術の研究 [29]が盛んに行われている．

(iv)の目的関数の形状により求解が困難となる問題は，目的関数の連続性や大域的多峰

性により大域的最適解の発見が困難となることを指す [30]．一般に，目的関数が凸関数で

ある場合は，局所最適解が大域的最適解となるため，探索が容易である．一方，目的関数

が非連続で微分不可能である場合は，勾配を利用する手法では大域的最適解の発見が困難

である．また，メタヒューリスティクスは一般に，多峰性関数や目的関数にノイズを含む

関数であっても局所解に陥りにくい特性を持つが，探索空間の大部分においてある局所解

に誘導するような地形をもち，かつ，大域的最適化がその局所解の反対方向に位置する

ような，いわゆるだまし問題のような景観を持つ関数において極端に探索性能が低下す

る [31]．

(v) の目的関数の計算コストが高い問題は，(ii) のように目的関数の明確化が困難で

あるためにシミュレーションを行い，その結果に基づいて目的関数を値を計算する問題

や，人間を評価器として用いるために処理時間を要し，反復回数が限定される問題を指

す [32, 33]．一般に，シミュレーションモデルの精度と処理速度はトレードオフの関係に

あり，再現度の高いシミュレーションを行うほど高い計算コストが必要となり，より少な

い反復回数で良好な解を発見することが求められる．

(vi)の複数の目的関数を含む問題は多目的最適化問題と呼ばれ，経済学や経営学の分野

で古くから研究されている [34, 35]．一般に，問題に複数の目的関数が含まれる場合はそ

れらの関数の線形和をとることで単一の目的関数を用いる．しかし，性能とコストのよう

に相反する目的関数を含む場合は，両者の適切な重みを設定することが困難となる．この

ため，それらの目的関数を同時に用いて最適化問題を解く多目的最適化が研究されてい

る [36]．多目的最適化では一般に，単一の大域的最適解を定義することは困難であるた

め，他の解よりも明確に劣る（全ての目的関数における値が劣る）解を除くパレート最適

解の集合を発見することが目的となる．得られたパレート最適解集合から一つの解を選択

する際は，一般に，タスクの目的や用途を考慮してユーザが行う必要がある．なお，考慮

すべき目的関数の総数が 4以上となる場合はパレート最適解の数が膨大となり，進化計算

を用いた多目的最適化アルゴリズムを用いる場合であっても，解集団内の多くの解が他の

解に支配されない解となり，解の優劣がつきにくくなるために探索の速度が落ち，最適化
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が困難となる．

(i)の強い制約条件を含む最適化問題は一般的に組み合わせ最適化分野で古くから研究

されており，ナーススケジューリング問題 [37]，グラフ彩色問題 [38] や n クイーン問

題 [39]などが挙げられる．一方，(ii)の目的関数の明確な定義が困難な最適化問題は，旅

客機の翼状形状の最適化問題 [40]，モンタージュ作成問題 [28]やライティング問題 [41]

などが挙げられる．(iii) の設計変数の次元数が多く，探索空間が膨大となる最適化問題

は，配水網の設計問題 [42] や大規模熱交換器ネットワーク設計問題 [43] などが挙げら

れる．

さらに，最適化の実応用における難しさの例を考えるために，新幹線の車両形状の設

計 [44, 45]，および，資産投資のリスク最小化と収益最大化の計算 [46, 47] の 2つの事例

に着目する．

新幹線の車両形状の設計では，新幹線の先頭車両の形状の設計に最適化が用いられてい

る [44, 45]．この最適化問題では，走行時間の短縮，つまり，高速化のための車両設計を

行う．特に，高速走行により発生するトンネル微気圧波を低減するための先頭形状の最適

化では，先頭形状部の断面積分布が重要となる．新幹線の車両形状の設計 [44, 45]は前述

の (ii)および (v)を含み，目的関数の明示的な定義が困難であることから，遺伝的アルゴ

リズム [11, 48]が用いられた．これにより，車両形状の制約条件を満たしつつ，走行速度

の向上，および，トンネル微気圧波も改良以前と同様に維持できる先頭形状を開発した．

次に資産投資のリスク最小化と収益最大化の計算 [46, 47]では，安定した収益を得るた

めに投資者のリスクを減らす一方で，収益は高くなるようにポートフォリオを最適化す

る．一般的に，リスクと収益はトレードオフ関係にあるため，このトレードオフ関係を考

慮して最適なポートフォリオを選択する必要がある．すなわち前記の要因のうち (vi) を

含み，多目的最適化問題として定式化することで，トレードオフ関係にある目的関数を同

時に用いることが可能となる．ポートフォリオの選択に多目的最適化を用いることによ

り，多くの選択肢の中から，人手では発見が難しい投資計画を立案することが可能である．

9



第 2章 関連研究

2.2 タイル生成問題の定義

タイル生成問題とは，隙間および重複がなく 2次元平面を敷き詰める図形（タイル，ま

たは，タイリング図形）を生成する問題である．また，平面にタイルを敷き詰める行為を

タイリングと呼ぶ [16, 17]．

オランダの画家M.C. Escher（エッシャー）は数学や結晶学からタイリングについて研

究し，タイリングに関する芸術的な作品を多く残した [49]．タイリングは，芸術的側面と

数学的側面を持ち，さまざまな図形を表現でき，装飾性に富み，繰り返しのパターンに

よって任意の領域を装飾できる．このため，タイリングは，工業的な応用もされており，

建造物の壁面，天井等のテクスチャ [50]の他，図 2.1のようなコースターや緩衝材などに

も実利用されている．

(a) 緩衝材 *1 (b) コースター兼鍋敷き

図 2.1. タイリングの実利用の例

本論文では，タイル生成問題のなかでも，目標図形に類似するタイルをコンピュータに

より自動設計することを目指すエッシャー化問題 [16,17]（2.2.2項を参照）を解決する手

法について提案する．これは，エッシャー化問題がコンピュータ上でタイルの自動設計を

行う問題であること，および，エッシャー化問題を解決する先行研究 [17–26]が存在して

おり，比較評価を行うためである．

*1 http://www.sanodesign.jp/cushion/Cushion_san.html
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2.2.1 タイリングの基本

本論文では，平面を 1種類のタイルで敷き詰め，かつ，敷き詰め方が一定である Isohedral

タイリングを対象とする．Isohedral タイリングは，数学的に扱いやすく，幅広い表現が

可能であり，かつ，単純さと複数の難しさを含む問題である．さらに，2種類以上のタイ

ルを組み合わせて，1つのタイルとして扱うことも可能である [17]．

Isohedral タイリングは，子孫集団とトポロジー的に等しいタイル T により，以下のよ

うに数学的に定義できる [51]． ⋃
i

Ci(T ) = R2, (2.1)

I(Ci(T )) ∩ I(Cj(T )) = ϕ ∀i, j, i ̸= j. (2.2)

ここで, I(T )は T の内点集合を表し, Ci(T )は T の i番目の複製を表し，R2 はユーク

リッド平面を表している．上記の定義により，タイル T における，隣接するタイル間の共

通部分は，点や曲線または空にすることができる．1つのタイルとのみと隣接している境

界部分（辺）をタイリング辺（tiling edge）と呼び，2つ以上のタイルと隣接している境

界部分（点）をタイリング頂点（tiling vertex）と呼ぶ．また，タイリング頂点を線分で

つないで構成される多角形をタイリング多角形（tiling polygon）と呼ぶ．また，ここで

のタイルについては，閉円板と同相であるものとし，他のタイルとの共通部分における連

結成分数は 1とする．

2.2.1.1 Isohedral タイリング

図 2.3(a) [52]のような 1種類のタイルから構成されるタイリングをMonohedral タイ

リングと呼ばれ，複数種類のタイルからなるタイリングを Multihedral タイリングと呼

ばれる [51]．Monohedral タイリングの中でも，図 2.3(b)のように繰り返し構造を持ち，

タイルの敷き詰めパターンが一定であるタイリングを Isohedral タイリングと呼ぶ．

Isohedral タイリングは全てのタイルが同じ特性をもつため，数学的に扱いやすく，ま

たさまざまな形を表現できる柔軟性も持っている．さらに，2種類以上のタイルを結合さ

せ，１つのタイルとみなすことでMultihedral タイリングも表現できる [17]ことより，汎

用性が高い．
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図 2.2. タイリングの定義

2.2.1.2 タイリングパターン

タイリングパターン（Tiling Pattern : TP）とは，Isohedral タイリングのタイルの敷

き詰め方法，および，タイルの辺形状の制約を決めるパターンである [51]．タイリングパ

ターンは，全 93パターンあり，incidence symbolの違いにより分類したもので，ここで，

incidence symbolとは，図 2.4に示すような Isohedral タイリングのタイル間の隣接関係

を表すラベルである．

タイリングパターンは，incidence symbolにより，93パターンに分類することができ，

IH01 . . . IH93の記号で表される [51]．この分類は，タイルを複製して，平行移動，回転，

鏡映により平面を敷き詰めるパターンのことである．図 2.5にタイリングパターン IH01，

および，IH16の例を示す．ここで，ある 2つのタイリング辺が同じ形状を持つ必要があ

る場合，incidence symbolに割り当てるラベルは向きを含めて同じラベルを割り当てる．

また，両方向に向きを持ち，線対称な特徴があるタイリング辺の場合，incidence symbol

に割り当てるラベルは向きを持たないとして，何も付けない．

また，先行研究 [18,19]（2.3.1.1項参照）では，この incidence symbolの満たす条件を

行列 Aで表現し，Au = 0 (式 2.3)を満たす uを求めることでタイルを生成する．

このような行列表現の性質上，93 パターンから冗長性を排除することにより，29 パ

ターンのみの行列 Aを生成することで，すべてのタイリングパターンを表現することが

12
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(a) Monohedral タイリングではあるが

Isohedral タイリングではない [52]

(b) Monohedral タイリングかつ

Isohedral タイリングである

図 2.3. Monohedral タイリングの例

a a

b

b

c

c

dd
e

e

f

f

図 2.4. IH07の incidence symbol

できる [51]．これは，指定したタイリングパターンのタイルを，式 2.3を満たす解空間と

して考えるため，type-I（2.2.1.3項参照）などの強い制約を持つタイリングパターンの実

行可能解が他のタイリングパターンに全て含まれる場合があるためである．例えば，IH10

は各辺を自由に変形させることができる六角形をベースとして，1種類の type-J のタイ
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図 2.5. タイリングパターンの例：IH01，IH16
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図 2.6. タイリングパターンの冗長性の排除例（IH10は IH07の特殊なケースとして扱う）

リング辺しか存在しない（6辺すべてが点対称で同じ形状の辺である）が，IH07は六角形

をベースとして，3種類の type-Jのタイリング辺が存在する（3組の辺がそれぞれ同一形

状の辺である）．IH07を行列 Aで表現すると，IH10でタイルは，IH07における制約で

すべて生成可能となる (図 2.6)．このため，IH10は IH07の特殊なケースとしてみなすこ

とができる．
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2.2.1.3 タイリングが可能である制約

タイリング辺の変形について考える場合，この変形は incidence symbolに依存して制

限される．この制限は，次の 4つに分けられる．

type-S

タイリング辺の両側のラベルが同じ名前で向きが異なるとき，タイリング辺の中点

に関して点対称でなければならない．その条件を満たす範囲でのみ変形できる．

type-U

タイリング辺の両側のラベルの名前が異なり，少なくとも一方が向きを持たないと

き，タイリング辺の垂直二等分線に関して線対称でなければならない．その条件を

満たす範囲でのみ変形できる．

type-J

タイリング辺の両側のラベルの名前が異なり，ともに向きを持つものの場合，タイ

リング辺は自由に変形できる．

type-I

タイリング辺の両側のラベルの名前が等しく，ともに向きを持たない，または，同じ

向きを持つとき，タイリング辺は直線分でなければならない．これは，タイリング

辺の両側のラベル名が等しく，向きなしか同向きを持つときは，type-Sと type-U

の両方の条件を満たさないといけないため，全く変形できず，直線分となる．

また，これらの制限にくわえ，同じラベルが付いたタイリング辺は，すべて同じ形でなけ

ればならない．

タイリング頂点に関する制限も同様に，incidence symbol に依存して得られる．タイ

リング頂点を動かすことは，タイリング多角形が変形されるということを意味するが，

incidence symbolによってタイリング多角形の辺の長さや内角が制限される．

タイリングの制約条件はタイリングパターンの種類によってそれぞれ異なる．例とし

て，IH07の場合を見る．まず，IH07の incidence symbolは図 2.4のようになっている．

IH07は，3組の type-Jで制限されるタイリング辺から構成されており，また，この 3組

は隣り合い，六角形を構成するには 120度回転を用いてタイリング辺を重ね合わさなけれ

15
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ばならない．

2.2.2 エッシャー化問題

Kaplanらは，コンピュータによるタイリングの自動設計を目指し，タイルの生成問題

をエッシャー化問題として定義した [16, 17]．

エッシャー化問題： 閉じた平面図形（目標図形）W が与えられたとき，以下のような

新たな閉じた平面図形 U を見つける．

条件 1： U は可能な限りW に類似する

条件 2： U は平面を隙間かつ重複なく敷き詰めることができる

つまり，エッシャー化問題を解決することで，タイル U を得ることができる．

さらに本論文では，先行研究において未解決の問題を具体化する 3番目の条件をKaplan

らの定義に追加する．

条件 3： U を構成する辺がお互いに交差しない（つまり，自己交差を含まない）

先行研究 [17–19]では条件 3を含まないため，従来手法の出力結果には，条件 3に違反す

る場合がある．

本論文では，エッシャー化問題の 3つの条件（Kaplanらが定義した 2つの条件と本論

文で追加した 1つの条件）を満たす図形 U をタイル U として定義する．

2.3 エッシャー化問題を解決する先行研究

2.3.1 解析的にエッシャー化問題を解決する手法

エッシャー化問題を解く手法の 1つには，エッシャー化問題を固有値問題としてモデル

化し，解析的に解く手法がある．本項では解析的にエッシャー化問題を解決する手法につ

いて紹介する．

16



第 2章 関連研究

2.3.1.1 解析的最適化手法（AOM）

小泉らは，固有値問題としてエッシャー化問題をモデル化し，解析的に解決する

Isohedralタイリングを設計手法を提案した [18,19]．本論文では，小泉らの手法を解析的

最適化手法（Analytical optimization method）と呼び，AOMと省略する．

解析的最適化手法には，人手により作成された粗い目標図形 W̃ が必要であり，粗い目

標図形 W̃ は，目標図形W を近似し，Ñ 点からなる図形である．この粗い目標図形 W̃

からタイル U の頂点座標を計算する．ここで，粗い目標図形 W̃ とは，目標図形W の

形状に類似するが，頂点数が少なく，粗い図形形状のことを指す．次にタイル U は，W̃

と U の対応する頂点間のユークリッド距離の二乗和式 (式 2.5)を最小化することにより

構築される．

解析的最適化手法の解は，2.2.2項の条件 2である，タイルの対応する 2辺の形状が一

致する制約を満たすことが保証されている．また，解析的最適化手法は，低い計算コスト

でタイルを生成することができる．これは，最適化対象の関数が単純な凸関数であること

を仮定して解析的に解を導出するため，高速にタイルを導出できるためである．また解析

的最適化手法は，低い計算コストでタイルを生成できるため，他の研究者により採用，お

よび，改善されている [20–24] （2.3.1.2，2.3.1.3項参照）．

解析的最適化手法は常に条件 2を満たす図形を生成できるが，以下の欠点がある．

1. 解析的最適化手法は，与えられた粗い目標図形 W̃ の頂点に敏感である．つまり，

出力図形の形状は，与えられた頂点のわずかな変化により，大きく変化する場合が

ある．図 4.1は，耳と後ろ足の形状が微妙に異なるがほぼ同じ形状のウサギの入力

頂点から，異なる形状の出力図形が生成されたことを示す．

2. 図 2.8に示すように，出力図形に自己交差を含む場合がある．ほぼ同じ形状のウサ

ギを入力しているにもかかわらず，図 2.8(a)の出力図形は自己交差を含まないが，

図 2.8(b) の出力図形は耳部分に自己交差が発生している．また，目標図形W の

形状から自己交差の発生を事前に知ることはできない．

3. 図 2.9 に示すように，同じ粗い目標図形 W̃ を与えても，選択するタイリングパ

ターンが異なると出力図形の形状が大きく異なる．同じ形状のウサギを入力してい

た場合でも，選択するタイリングパターンが異なると，図 2.9(a)の出力図形は粗い
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目標図形 W̃ の形状に類似するが，図 2.9(b)の出力図形は粗い目標図形 W̃ の形状

とは大幅に異なる形状である．

4. 解析的最適化手法は，与えられた粗い目標図形 W̃ と生成した出力図形の類似性を

評価する目的関数の自由度が低い．解析的最適化手法は，解析的に出力図形を導出

するために目的関数の形状が連続かつ凸関数である必要がある．このため，解析的

最適化手法に用いる目的関数は，2図形間の頂点数が等しい，かつ，2図形の頂点

間に対応付けを行う必要がある．解析的最適化手法に用いる目的関数は，この 2つ

の条件を満たした関数である必要があるため，目的関数の自由度が低い．

上記の欠点より，自己交差を含まず粗い目標図形 W̃ に類似するタイルを得るために

は，粗い目標図形 W̃ の形状を試行錯誤しながら，解析的最適化手法を繰り返し適用する

必要がある．つまり，適切なタイリングパターンの探索と粗い目標図形 W̃ の形状の微調

整を人手で行う必要がある．さらに，試行錯誤中にタイリングパターンを変更すると，再

度，粗い目標図形 W̃ の形状の微調整を行う必要がある場合がある．また，目標図形W

の頂点をすべて使用しても，粗い目標図形 W̃ よりも必ず良い出力図形が得られるとは限

らない．このため，目標図形W の頂点は，粗い目標図形 W̃ の形状，頂点数とタイリン

グパターンに応じて選択する必要がある

以降，解析的最適化手法の計算方法の詳細を示す．粗い目標図形を W̃ とし，W̃

に類似するタイルを U とする．W̃ の境界上に反時計回りに並んだ Ñ 個の点の列

(Q1, Q2, . . . , QÑ ) を考え，W̃ を Ñ 角形で近似する．U も同様に (P1, P2, . . . , PÑ )と考

える．

i = 1, 2, . . . , Ñ に対して，Pi の座標を (xi, yi)とする．これらの座標を一列に並べてで

きる 2n次元の縦ベクトルを

u = (x1, y1, x2, y2, . . . , xÑ , yÑ )t

とする．ただし，tは転置を表す．図形 W̃ に対しても同様に (Q1, Q2, . . . , QÑ ) の縦ベ

クトルを w̃ とする．

IH07のタイルを生成する方法を例にあげ，解析的最適化手法の説明を行う．IH07の場

合の U を構成する Ñ 点を図 2.10のように表す．
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(1) 粗い目標図形 W̃ (2) 出力図形

(a) 良い例

(1) 粗い目標図形 W̃ (2) 出力図形

(b) 悪い例

図 2.7. 粗い目標図形 W̃ の形状に敏感な例

IH07のタイリング多角形は六角形であるため，Ñ を 6の倍数で Ñ = 6mとしている．

図 2.10に示すように，正六角形の左下の頂点が PÑ = P6m になるように反時計回りに点

を並べると，Pm, P3m, P5m が 120度回転の中心となる．

点 (x, y) を原点として反時計回りに角度 θ ラジアンだけ回転した結果，点 (x′, y′) に

移ったとすると，

(
x′

y′

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x
y

)
が成り立つ．回転角度が dのとき，ここの 2× 2行列を R(d)とすると

R(d) =

(
cos dπ

180 − sin dπ
180

sin dπ
180 cos dπ

180

)
P1, P2, . . . , Pm−1 は，Pm を中心とする時計回り 120度回転（反時計回り 240度回転）

によって，それぞれ P2m−1, P2m−2, . . . , Pm+1 に移る．したがって，
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(1) 粗い目標図形 W̃ (2) 出力図形

(a)自己交差を含まない例

(1) 粗い目標図形 W̃ (2) 出力図形

(b)自己交差を含む例

図 2.8. 似た粗い目標図形 W̃ の形状から自己交差が生じる例

(a)IH28 (b)IH21

図 2.9. タイリングパターン選択により出力図形が異なる例

(
x2m−i − xm

y2m−i − ym

)
= R(240)

(
xi − xm

yi − ym

)
, i = 1, 2, . . . ,m− 1

また，同じ回転によって P6m は P2m へ移るので，
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図 2.10. 120度回転による辺の対応

(
x2m − xm

y2m − ym

)
= R(240)

(
x6m − xm

y6m − ym

)
も成り立つ．

これらの 2つの方程式が，ひとつのタイリング辺に対して mセットの 2m個あり，タ

イリングが可能な制約として行列で表現できる．残りの 2辺についても同様の制約が得ら

れるため，合計 6m個の方程式で表される．Ñ = 6mより，この連立方程式は 2m個の変

数に対する Ñ 個の方程式から成っている．これらをまとめて，

Au = 0 (2.3)

で表すことができる．A はタイリングが可能であるための制約であり，タイリングパ

ターンによって行列の要素が変化する．IH07の場合，Aは Ñ 行，2Ñ 列の定数ベクトル

となる．

次に，タイル U と粗い目標図形 W̃ との類似度を定量化するため，U と W̃ の点を一

対一に対応付ける（i = 1, 2, . . . , Ñ に対して Pi が Qi に対応する）．各対応点間のユー

クリッド距離を 2 つの図形の形状差 FL とする．つまり，形状差 FL が 2 図形間の類似

性を表す指標となる．2 つの図形の形状差 FL を Pi と Qi のユークリッド距離の 2 乗和

d(Pi, Qi)で表すと次のようになる.

FL =

Ñ∑
i=1

d2(Pi, Qi)
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この FL を目的関数とし，最小化問題として定式化する．形状差 FL は 2図形間の変化

量を示すため，形状差 FL が小さくなるほど 2 図形間の類似性は高いことを示す．ここ

で，Qi の座標を (xi, yi)と置く．したがって，

w̃ = (x1, y1, . . . , xÑ , yÑ )t

で表す．このとき，FL は次のように変形できる．

FL =

Ñ∑
i=1

{(xi − xi)
2 + (yi − yi)

2} (2.4)

= (u− w̃)t · (u− w̃) (2.5)

ここで，タイリングが可能な制約を示す方程式 (2.3)の解空間の次元を k とする．この

解空間を張る正規直交基底を 1つ選び，それを (g1, g2, . . . , gk)とする．gi は 2Ñ 次元の

縦ベクトルである．これらを並べてできる行列を

G = (g1, g2, . . . , gk)

と表す．このとき，uは k 次元の変数ベクトル z を用いて

u = Gz (2.6)

と表せる．これは，タイリングが可能な制約 (式 2.3)を満たす uとして，一般解を表現し

ている．これを式 (2.5)に代入し，

FL = (Gz − w̃)t − (Gz − w̃) (2.7)

となる．これより，1つの関数による最適化問題としての定式化が実現する．ここで,式

(2.7)は z に関して連続であるため，式 (2.7)が最小値をとるのは，z のどの成分について

も最小値を達成していなければならない．また，FL は形状差であるため，非負であるこ

とが明らかである．すなわち最小値が１つであり，極値も変曲点も持たない．以上より，

FL が最小をとる z は，

∂FL

∂zi
=

∂[(Gz − w̃))t · (Gz − w̃))]

∂zi
= 2(Gz − w̃))t · gi = 0, i = 1, 2, ..., k

(2.8)
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を満たす．

k 個の方程式からなる (2.8)をまとめ，変形すると

（Gz − w̃)t ·G = 0

Gt(Gz − w̃) = GtGz −Gtw̃ = 0

さらに，Gは正規直交基底行列により，GtGは単位行列となるため

z = Gtw̃ (2.9)

となり，Gの式で z が求まる．(2.6)に (2.9)を代入し，

u = GGtw̃ (2.10)

以上より，タイリングが可能な制約を示す方程式 (2.3)の一般解を解空間における正規

直交基底Gと変数ベクトル z で表現することで，２つの形状差 FL を最小とする z を求

める式へと帰着でき，粗い目標図形 W̃ からタイル U の解析的な生成が可能な式 (2.10)

が導出できる．

ここで，Pi と Qi を一対一の対応を定めたが，この第一頂点（開始点）の違いにより，

Gが変わることに注意する．つまり，W̃ に最も近い U を求めるためには，Ñ 通り第一

頂点を 1つずつズラして FL を算出し，その中で最小となる U が出力図形となる．

このように小泉らは，行列計算を用いた解析的最適化手法により，エッシャー化問題の

条件 1を必ず満たしつつ，高速かつ効率的にタイルの自動生成を行うことが可能である．

解析的最適化手法を用いて良質な解（タイル）も確認された．

2.3.1.2 重み付き解析的最適化手法

今堀らは，解析的最適化手法 [18, 19]の目標図形形状に重みを用いることで，形状を崩

したくない部分など，重みにより形状に優先度を導入した [20,21]．

解析的最適化手法 [18,19]では，粗い目標図形 W̃ を構成する頂点に優先度がないため，

タイルに変形する際，ユーザが優先的に保持したい形状を崩して変形する場合がある．一

方，今堀らが提案した手法 [20, 21]は，粗い目標図形 W̃ を構成する頂点に重みを導入す

ることで，ユーザが優先的に保持したい形状部分の変化量を少なくタイルに変形すること
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が可能となる．さらに，重みの値を調整することで，粗い目標図形 W̃ の形状の優先度を

細かくつけることも可能である．この手法は，解析的最適化手法と同様に固有値問題とし

てモデル化しているため，解析的に解を導出しつつ，タイルにユーザの優先度も反映する

ことができる．

しかし，この手法は解析的最適化手法と同様に，タイルに自己交差を含む場合があるこ

と，および，適切なタイリングパターンを選択する必要があるという問題を解決できてい

ない．さらに，重みはユーザが与えるため，調整するパラメータが解析的最適化手法より

増加しているため，適切な粗い目標図形 W̃ の形状，および，適切なタイリングパターン，

適切な重みをユーザが決定する必要がある．

2.3.1.3 網羅的な解析的最適化手法

永田らは，タイルの各辺に割り当てる頂点数を網羅的に変更する手法を提案してい

る [22–24]．

解析的最適化手法 [18, 19]は，タイルの全辺に同数の頂点を配置した場合のみ考慮して

おり，このモデル化では，表現できるタイルの形状の自由度が低く，目標図形W を単純

化した Ñ 角形の粗い目標図形 W̃ の頂点を適切に選択しないと良好な解は得られないと

いう問題がある（2.3.1.1項参照）．一方，永田らが提案した手法 [22–24]は，Ñ 点の頂点

をタイルの辺に割り当てる全割り当て方を考慮することで，表現可能なタイルの形状の自

由度を向上させた．これにより，解析的最適化手法と比較して，粗い目標図形 W̃ に類似

するタイルを生成することが可能となった．

また，解析的最適化手法では，Ñ 角形の粗い目標図形 W̃ とタイルU の形状差 FL を求

めるために，開始点を 1つずつズラしながら最小となる FL を求めるため，FL を Ñ 回計

算する必要があり，これに，タイルの辺への全割り当て方を考慮すると計算量は O(Ñ3)

以上となる．一方，この手法では，開始点と割り当て方を考慮した際の計算量を O(Ñ)ま

で削減することができる．さらに，分岐限定法の考え方に類似した方法で計算を削減する

ことで，高速に解を導出することが可能となった．

しかし，適切なタイリングパターンを事前に推定する必要がある．また，重み付き解析

的最適化手法 [20, 21]と同様に重みを用いているため，ユーザによる重みの調整が必要で

ある．重み付き解析的最適化手法と同様に，事前にユーザが決定するパラメータが多いた
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め，ユーザの試行錯誤は必要である．

2.3.2 メタヒューリスティクスを用いてエッシャー化問題を解決する

手法

エッシャー化問題を解く手法の 1 つには，メタヒューリスティクスを用いて，タイル

の辺形状を直接変形する手法がある．本項ではメタヒューリスティックスを用いてエッ

シャー化問題を解決する手法について紹介する．

2.3.2.1 焼きなまし法を用いた手法

Kaplanは焼きなまし法（Simulated Annealing : SA）[11, 53]（2.4.2.1項参照）を用

いてエッシャー化問題を解く手法を提案した [17]．

この手法は，Isohedralタイリングの 93パターンをもとに基本図形を与え，これを初期

図形として，図形の辺形状をランダムな値により変化させ，評価する．評価が上がる場合

は変化を受け入れ，評価が下がる場合は，温度パラメータ T による確率によって変化を受

け入れるか受け入れないかを判別する．この処理を繰り返し，与えられた図形に類似する

形状のタイルを生成する．この手法により凸に近い図形に対して，良質な解の生成が数値

実験により示されている．

しかし，辺変形の探索空間が膨大であることや，焼きなまし法の特性上，図形間のデー

タ交換が不可能なため，与えられた図形形状によっては，良質な解に収束しない場合や探

索時間が膨大になるという問題がある．

2.3.2.2 遺伝的アルゴリズムを用いた手法

小野らは実数値最適化によりタイル形状を直接生成する手法（Direct Deformation

using Genetic Algorithm: DDGA）を提案した [25, 26]．本論文では，小野らの手法を

DDGAと省略する．

この手法は，遺伝的アルゴリズムを用いることで，目的関数と制約条件を柔軟に用いる

ことが可能な利点により，エッシャー化問題の条件 3（生成されたタイルに自己交差を含

まない）に違反する解を淘汰することができる．さらに，この手法の解は，条件 2（対応

する 2辺の形状が一致する制約）を満たすことが保証される．DDGAは，解析的最適化
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手法 [18, 19]により初期図形を作り，辺の形状を設計変数として，辺形状の変形を繰り返

すことで，タイルを生成する．また DDGAは，良好なタイルが見つかるまで，ユーザが

入力する図形を再描画できるインタラクティブシステムとして実装している．

ただし，設計変数が実数値のため探索空間が膨大であるため，解の品質や処理時間に問

題がある．さらに，設計変数が互いに強く依存しているため，図形形状を適切に変形する

ためには，複数の設計変数を同時に調整する必要がある．このため，良好なタイルを生成

できない場合がある．

2.4 メタヒューリスティックス

最適化アルゴリズムには，問題に特化した手法と，問題に特化しない手法とが存在す

る [11]．典型的な最適化問題においては，問題に特化した最適化アルゴリズムが提案され

ていることが多く，問題に関する情報を用いることで，効率的に最適解を得ることができ

る．しかし，問題に特化した最適化アルゴリズムでは，問題に関する情報が十分に得られ

ない場合，対象問題を限定しない汎用的な手法が必要となる．特に目的関数の入出力関係

のみを用いて最適化を行うブラックボックス最適化であることが望ましい．一般に，汎用

的な最適化アルゴリズムをメタヒューリスティックスと呼ぶ．本節では本論文で用いるメ

タヒューリスティックスについて述べる．

2.4.1 最適化問題

最適化問題とは，与えられた制約条件を全て満たしつつ，ある目的関数の値が最大ま

たは最小になる変数の値の組み合わせを求める問題である [1, 2]．最適化問題を解くこと

を最適化という．最適化とは，ある基準に従ってもっとも適切な状態を探索することで

ある．

最適化問題は一般的に以下のように表される．f(x)を目的関数，F を実行可能領域と

呼ぶ．目的関数 f(x)は実数値，あるいは整数値をとる関数 f：F → X である．f(x) を
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最小または最大にする実行可能解を最適解と呼ぶ．

Minimize f(x)

Subject to x ∈ F

F ⊆ X

設計変数が離散値をとる場合は組み合わせ最適化問題あるいは離散最適化問題と呼ばれ，

連続値をとる場合は連続最適化問題と呼ばれる．

2.4.2 局所探索

2.4.2.1 焼きなまし法

焼きなまし法（Simulated Annealing : SA）は，大域的最適化問題への汎用の確率的

メタアルゴリズムであり，遷移確立に金属加工の焼きなまし（annealing）を模してい

る [11, 53]．金属の焼きなましとは，金属材料を高温に熱した後で徐々に冷やして，結晶

を成長させて内部のひずみなどの欠陥を減らし，より良い金属を作る作業である．広大な

探索空間内の与えられた関数の大域的最適解に対して良好な近似を与える．近傍内の各

解に解の良さに応じた遷移確率を設定し，それに従って次の解をランダムに選ぶ．温度

（temperature）と呼ばれるパラメータ T により調整し，以下 3つのステップを繰り返す

ことによって解を得る．なお，以下では最小化問題を考える．

ステップ 1 i = 0, k = 0 と置く．

ステップ 2 初期解 x0 を生成し，初期温度 T0 を設定する．

ステップ 3 以下のステップ a, b および c を，終了条件を満たすまで繰り返す．

a) 次の解候補 sを，xi の近傍 ϵ(xi)からランダムに選択する．

b) f(s) ≤ f(xi) ならば，受理確率を 1 とし，それ以外の場合は，確率を

exp[−{ f(s) − f(xi)} /Tk] として，確率に従い解候補 s を受理し，xi+1 =

s, i = i+ 1とする

c) 冷却スケジュールに従い，Tk 値の更新を行い，Tk+1 = Tk, k = k+1とする．

ステップ 4 終了条件が満たされれば探索を終了．

このとき，初期温度 T0 を高温に設定することでランダムな移動を生じやすくし，大域

的な探索が可能となる．探索が進むにつれて徐々に小さくすることでランダムに移動する
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確率を減少させる．

評価値が f(s) ≤ f(xi)の場合は xi+1 = sとし，f(s) > f(xi)の場合は Tk の温度

が高いほど xi+1 = sとなる確率が高くなり，Tk の温度が低いほど置き換える確率が低く

なる．

焼きなまし法では，初期温度 T0 の定め方と温度の更新方法を定める必要がある．以下

に基本的な手法を示す．

初期温度 T0 の定め方

探索初期で，解候補の中から受理される解候補の割合が SApinit (0 < SApinit < 1)

になるように初期温度 T0 を設定する．

温度の更新方法

温度 Tk の更新方法を冷却スケジュール（cooling schedule）と呼び，よく用いられ

る方法は以下の 2つである．

幾何冷却法（geometric cooling） Tk 値を Tk+1 = rTk, (0 < r < 1)と等比級

数的に減少させる

対数冷却法（logarithmic cooling） Tk 値を Tk+1 = c/(log(k + 1)), (0 < c)

に従って徐々に減少させる．

焼きなまし法の動作は，Tk 値が高い場合，ランダムサーチ，低い場合，局所探索

となり，中間値の場合，再アニーリングが適用される．再アニーリングとは，暫

定解が見つかった時点の温度 Tfound を記憶し，解が更新されない場合，温度を

T := Tfound と一旦高くすることである．

2.4.2.2 タブー探索

タブー探索は過去の一定期間内に見つけた解候補をタブーリストに登録し，近傍点の中

から次の解候補を生成する際にはリストに登録されていない解候補を選択する最適化アル

ゴリズムである [11, 54]．タブー探索は，局所解への収束を避けるため，解が悪化する方

向への移動も許容するが，タブーリストにより直前に探索した点への移動を禁止すること

で，同じ点を何度も探索することを避けつつ局所最適化を乗り越え，大域的最適解を求め

るように探索を行う．
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以下にタブー探索のアルゴリズムを示す．なお，ここでは最小化問題を考える．

1. 初期探索点 x0 をランダムに選択し，i = 0, t = 0とする．

2. タブーリスト TLを初期化する．

3. 次の探索点の候補集団 STS を，xi の近傍 ϵ(xi)から xi と TLに属する点を除い

たものとする．STS が空集合でない場合は近傍探索で優れた解を求め，STS が空

集合の場合は 5へ進む．

4. STS が空集合でない場合，STS 中で最も優れた解 sts を次の探索点として受理

し，xi+1 = sts, t = 0, i = i+ 1として，現在の探索点を TLに追加し，TLを更

新して 6へ進む．

5. STS が空集合の場合，t = t + 1とし，もし，tが規定値 t∗ に達した場合は終了．

それ以外の場合は TLを更新して 6へ進む．

6. 終了条件を満たさなければ，3に戻る．

2.4.3 進化計算

進化計算は，生物の進化のメカニズムを模倣し，データ構造を変形，合成，選択する手

法である [55]．本項では代表的な進化計算について紹介する．

2.4.3.1 自己適応型差分進化

2006年に Brestらによって提案された自己適応型差分進化（Self-Adaptive DE: jDE）

[56]は，差分進化 [57]の制御パラメータであるスケールファクタ SF と交叉率 CRを個

体ごとに保持し，一定の確率でそれぞれの値をランダムに変化させる．これにより，SF

と CRの組み合わせで，個体ごとに異なる役割を持たせた探索が可能となり，さらにユー

ザによるパラメータの調整が不要となる．

各世代における τ1 と τ2 の確率により，jDEは指定された範囲内の制御パラメータ値と

して SFi,g+1 と CRi,g+1 は，以下の式に従いランダムに変更する．

SFi,g+1 = SFl + SFu · r1 (2.11)

CRi,g+1 = r2 (2.12)

ここで，rj は [0, 1]を範囲とした一様乱数値であり，τ1 と τ2 は，それぞれ SFi と CRi を
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変更する確率である．SFL と SFu は，スケールファクタの範囲を決定する．SFL = 0.1,

SFu = 0.9, τ1 = 0.1, τ2 = 0.1を構成することにより，jDEは良い収束特性を示した．つ

まり，個体集団の多様性を維持することにより局所最適を脱する [58]．ただし，収束速度

は，JADE [59], SHADE [60, 61], CMA-ES [62] などの他の自己適応型メタヒューリス

ティクスほど高速ではない．

図 2.11 に jDE の擬似コードを示す．2-3 行目で初期化を行う．まず，NP 個の個体

x1,g, . . . , xNP ,g から成る個体集団 pg を生成する．各個体はD次元の実数値ベクトルに

より構成され，定義範囲内におてランダムに数値を生成する．生成した個体集団 pg を目

的関数 f(·)を用いて評価し，個体 xi,g における評価値は f(xi,g)となる．終了条件を満た

すまで，5行目以降の処理を繰り返す．個体集団 pg 内の全 NP 個の個体 x1,g, . . . ,xNP ,g

に対して，6 行目以降の処理を行う．xi,g の制御パラメータである SFi と CRi を式

（2.12），式（2.12）に従い更新を行う．次に xi,g に遺伝子操作を適用し，探索に用いる子

個体を生成する．まず，xi,g に突然変異を適用し，次に xi,g をターゲットベクトルとし，

pg 内からベースベクトル xbase,g を選択する．xbase,g に摂動を加え，変異ベクトル νi,g

を生成する．ここで，νi,g を生成する操作を差分突然変異と言い，pg 内からランダムに

2Y 個の個体を選び，Y 個の対の個体 xr2y−1,g,xr2y,g の差分ベクトルに SFi を掛け合わ

せ，xbase,g を加え，νi,g を生成する．νi,g を生成する式を以下に示す．

νi,g = xbase,g +ΣY
y=1SFi(xr2y−1,g − xr2y,g) (2.13)

ただし，base ̸= r1 ̸= r2 ̸= . . . ≠ r2y である．次に，xi,g に交叉を適用し，xi,g と νi,g

の交叉によりトライアルベクトル ui,g を生成する．本手法では，二項交叉を用いた．二

項交叉では，CRi とランダムに選択した次元 jrand ∈ [1, D]に基づき，以下の式により，

ui,g の各要素 ui,j,g ∈ ui,g(j = 1, 2, . . . D)を決定する．

ui,j,g =

{
νi,j,g if(randi,j [0, 1] ≤ CRiorj = jrand)

xi,j,g (otherwise)
(2.14)

ここで，randi,j [0, 1]は範囲 [0, 1]の一様乱数である．上記の突然変異と交叉をまとめる

と以下のようになる．

ui,j,g =

{
xbase,g + SFi(xr2y−1,j,g − xr2y,j,g) if(randi,j [0, 1] ≤ CRiorj = jrand)

xi,j,g (otherwise)

(2.15)
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最後に生成された ui,g を用いて評価する．xi,g におけるトライアルベクトル ui,g の評価

値は f(ui,g)となる．f(xi,g)と f(ui,g)を比較し，評価値が優れているベクトルを次世代

の個体とする．世代数を更新し，5行目の処理に戻る．

Algorithm 1 自己適応型差分進化のアルゴリズム

1: g ← 0

2: 個体 x
(g)
1 , . . . ,x

(g)
NP
からなる初期個体集団 P (g) を生成する.

3: 個体集団 P (g) 内の全開口保 x
(g)
i (i ∈ {1, . . . , NP })を評価する.

4: while 終了条件を満たさない do

5: for i = 1から NP まで実行する do

6: x
(g)
i の制御パラメータ SFi と CRi を更新する.

7: x
(g)
i に交叉と突然変異を適用する.

8: すべてのトライアルベクトル τ
(g)
i (i ∈ {1, . . . , NP })を評価する.

9: z
(g)
i の適応度と τ

(g)
i の適応度を比較して，優れたベクトルを P (g+1) に追加する.

10: end for

11: g ← g + 1

12: end while

図 2.11. 自己適応型差分進化の疑似コード

2.4.3.2 遺伝的アルゴリズム

遺伝的アルゴリズム (Gnentic Algorithm：GA) [11,48]は 1970年代 John Hollandら

により提案された，進化的計算法に代表される近似最適化アルゴリズムである．探索する

解を個体とみなし，個体集団に対し，選択，交叉，突然変異といった生物の進化過程を模

倣した操作を行うことで解探索を行う．GA の原理は, ダーウィンの「種の起源」に端を

発する進化論に基づく遺伝子による進化を参考にしている. 生物は細胞の中に遺伝子の組

み合わせである染色体をもっており, 生物のすべての先天的特徴は, 染色体がどのような

遺伝子の組み合わせで成り立っているかによって決定される. 生物の進化には, それぞれ

異なる染色体を持つ個体の集団が必要である. 集団内では 2 つの個体を親とする交配に

よって, 新たな世代の個体が生み出される. この新たな世代の個体は, 双方の親の染色体

を交叉させた遺伝子を受け継ぐ．一方で, 双方の親とも異なる遺伝子の組み合わせとなる

ため, 親の世代から進化した個体となる. さらに, 低い確率で発生する突然変異によって
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遺伝子には変化が生じる. この変化は前世代の遺伝子とは無関係であり, 交配とは異なる

進化をする. これらの進化は親個体からのランダムな変化であり, 進化後の個体が親の個

体より優れたものであるとは限らない. しかし, 生物は進化の結果, その生物を取り巻く

環境に適した特徴を持っている. つまり, 個体集団内で環境に適応できない個体が死滅し,

環境に適応する特徴を持つ優秀な個体が生き残り, 次世代の親となる．これにより, 環境

に適応した特徴を発現する遺伝子を持つ個体が集団内に増えるため，生物は集団として環

境に適した方向へと進化していくことができる.

GA の基本的な処理手順は図 2.12 の疑似コードで示すように, 初期集団の生成に始ま

り,　終了条件を満たすまで, 評価，複製選択, 交叉, 突然変異，生存選択の処理が繰り返

し行われるという手順になっている. 図 2.12の疑似コードにおける各手順についての詳

細を下記に示す.

Algorithm 2 遺伝的アルゴリズム

1: g ← 0

2: 個体 x1,g, . . . ,xNP ,g からなる初期個体集団 pg を生成する

3: while 停止条件を満たさない間 do

4: 個体集団 pg 内の全個体 xi,g (i ∈ {1, . . . , NP })を評価する
5: pg から Npr 個の親個体 xj,g (j ∈ {1, . . . , Npr})を選択する
6: 親個体に遺伝子操作を行い，Nch 個の子個体 xk,g+1 (k ∈ {1, . . . , Nch})を得る
7: 子個体集団 xk,g+1 (k ∈ {1, . . . , Nch})の中から，親個体と入れ替える個体を選択

する

8: 選択した子個体と親個体を入れ替えた集団を個体集団 pg+1 とする

9: g ← g + 1

10: end while

図 2.12. 遺伝的アルゴリズムの疑似コード

初期集団生成（Initialization）

疑似コードの 2行目では，初期個体集団の生成を行う．生成される個体数は集団サ

イズによって定められており, 各個体は解候補となりうる個体を持っている. 一般
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的に初期集団として生成される個体はランダムに遺伝子を組み合わせて構成され

る. 大域的な解の探索を行うためにも, 初期集団の解候補は多様性を持たせて生成

することが重要である.

一般に, 集団サイズが小さい場合, 1世代あたりの計算量は小さくなるが, 解に収束

するまでの世代数が大きくなるとともに, 局所解へ陥る可能性が高くなる．一方，

集団サイズが大きい場合は, 計算量が大きくなるが，多様な解候補を得ることがで

きる．このため， 対象とする問題によって最適な集団サイズは異なる.

評価（Evaluation）

疑似コードの 3行目では，個体集団が終了条件を満たしているか判定する. 条件と

しては一般的に次のようなものが挙げられる.

• 進化世代が規定数を超える

• 個体集団の適応度の平均値が規定値を超える

• 個体集団の最大または最小適応度が規定値を超える

ここで，適応度 (fitness) とは, どれだけその個体が優秀であるかを示したもので,

対象とする問題の最適解に近いほど良い値を示す.

疑似コードの 4行目では，解候補の評価を行う．あらかじめ問題に応じた目的関数

（評価関数）を定めておき, これを用いて目的関数値，つまり，適応度を求める. 目

的関数は解の品質や性能を表す関数である．

選択（Selection）

疑似コードの 5行目の複製選択では，個体集団の中から交叉, 突然変異などの遺伝

的操作の対象となる親個体を選択する．また，疑似コードの 7 行目の生存選択で

は，評価によって得られた適応度に基づいて, 個体集団の中から次世代に子孫を残

すことができる個体を選択する．一方で, 死滅させる個体も選択する. 複製選択お

よび，生存選択の手法は世代交代モデルによって決まる．以下に各世代交代モデル

について記載する [63]．

1. SGA（SimpleGA）複製選択では適応度に比例した選択確率を用いたルーレッ

ト選択 [11]によって, 集団から個体を復元抽出する. すなわち, 親個体におい

ては重複する可能性も起こる. 生存選択では親の個体を新たに生成された子個

体で置き換える．
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2. IGS（Iterated Genetic Search）複製選択では適応度を無視して, 母集団から

個体をランダムに非復元抽出する. すなわち, 母集団から重複無く全ての親個

体を用いて組み合わせを作る. 生存選択では親集団から平均適応度以下の個体

をランダムに選択し, 生成された子個体と入れ換える．

3. SS（Steady State）複製選択ではランキング選択 [11]によって母集団から個

体を復元抽出する．生存選択では親集団から最悪個体を選び, 生成された子個

体と入れ換える．

4. CHC（C: Cross generational elitist selection, H: Heterogeneous recombina-

tion, C: Cataclysmic mutation）複製選択では適応度を無視して, 母集団から

個体をランダムに非復元抽出する．親集団と子集団を合わせた 2 世代の中か

ら, 適応度の高い順に母集団サイズ分の個体を次世代に残す．

5. ER（Elite Recombination）複製選択では適応度を無視して, 母集団から個体

をランダムに非復元抽出する．生存選択では各家族（2つの親個体と 2つの子

個体）の中から, 最良 2個体を次世代に残す．

6. MGG（Minimal Generation Gap）[64] 複製選択では個体集団からあらかじ

め定められた数（一般的には 2つ）の個体をランダムに選択し，親個体とする．

生存選択では家族の中で最良の適応度をもつ解候補の保存と，ルーレット選

択 [11]を行う．家族から最良の適応度を持つ個体と，その個体を除く家族集団

からルーレット選択によって選ばれた 1 個体の計 2 個体を次世代に残す．以

下に，MGGのアルゴリズムを示す，

1 ) 初期化： 個体集団 p0 の初期化．

2 ) 複製選択： 個体集団 pg から親個体 xpr,g をランダムに 2個体選択（g は

世代数）．

3 ) 遺伝子操作： 親個体 xpr1,g, xpr2,g から子個体 xof,g を生成．

4 ) 生存選択： 家族集団 xpr1,g, xpr2,g, xof,g から 2 個体選択する．1 個体

目は，エリート選択，2 個体目はルーレット選択により選び，親個体

xpr1,g, xpr2,g と置き換え，次世代の個体集団 pg+1 とする．

5 ) 終了判定： 終了条件を満たさなければ，2に戻る．

交叉（Crossover）
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疑似コードの 6行目の交叉は, 2つの個体を親として互いの個体の一部を交換した

新たな遺伝子をもつ個体を生成するものである. GAにおける一般的な交叉方法と

して, 1点交叉, 多点交叉, 一様交叉が挙げられる.

1. 1 点交叉（One-point Crossover）は，親となる個体の染色体の切断箇所をラ

ンダムに一カ所指定し，指定された箇所を交叉点として２つの親の遺伝子を交

叉させる（図 2.13）．

2. 多点交叉（N-point Crossover）親となる個体の染色体の切断箇所をランダム

に数カ所（図の例では２カ所）指定し，それらの箇所を交叉点として２つの親

から交互に遺伝子を受け継ぐ（図 2.14）．

3. 一様交叉（Uniform Crossover）は，交叉時にランダムなマスクパターンを作

成し，そのマスクパターンをもとに，二つの親個体の持つ染色体の入れ替えを

行い，子個体の染色体を決定する交叉手法である．図 2.15に交叉の例を示す．

ビットストリング型の遺伝子を持つ二つの親個体から，二つの子個体を生成す

る．マスク配列の長さは，染色体長に設定し，マスクのバイナリ情報をもとに

子個体に親の遺伝子を複製する．

突然変異（Mutation）

疑似コードの 6行目の突然変異は，ある一定の確率に基づいて個体の一部の遺伝子

を他の遺伝子に置き換える操作である. 交叉による探索は親の遺伝子に依存するた

め, 限られた範囲しか探索できず局所解に陥ってしまう場合がある. そこで, まっ

たく異なる遺伝子に変更する突然変異を用いることによって, より広い範囲を探索

することができる. 突然変異は局所解への収束を防ぐことができるが, 突然変異率

（発生率）を高くすると, ランダムな探索になり, 交叉による進化的な探索を阻害し

てしまう. このため一般に突然変異率は低い値に設定される.

2.4.3.3 分散推定アルゴリズム

分散推定アルゴリズム（Estimation of Distribution Algorithm: EDA）[65, 66]とは，

µ個の個体により構成される個体集団の中から，優れている個体をM 個選択し，選択さ

れた優れた個体に関する何らかの確率モデルを構築し，この確率モデルに従い，次世代の

個体集団を生成するアルゴリズムである．
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図 2.13. 1点交叉
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図 2.14. 多点交叉
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図 2.15. 一様交叉

一般化した EDAのアルゴリズムは，以下の通りである．

1. 初期化： 個体集団 p0 の初期化（個体数 µ）．

2. 評価： 個体集団 pg の全個体 xi,g(i ∈ {1, . . . , µ})の適応度の評価を行う（g は世

代数，iは個体の識別番号）．

3. 選択： 適応度をもとに優れた個体をM 個選択し，個体集団mg をつくる．

4. 確率モデル構築： 選択された個体集団mg をもとに確率分布を推定する．
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5. 個体生成： 推定された確率分布をもとに次世代の個体集団 pg+1 を生成する．

6. 終了判定： 終了条件を満たさなければ，2に戻る．

EDAは GAと異なり，適応度の高い順に個体を選択し，確率分布を推定するモデルを

構築して，そのモデルに基づいて次世代の個体集団を生成することである．

■(a) PBIL PBIL(Population-based incremental learning)は，GAの個体集団 pg

中に含まれる個体 xi,g の遺伝子の分布を学習して最適化を行う手法である [65, 66]．

以下に PBILのアルゴリズムを示す．

1. pc = 0.5(c ∈ {1, . . . , L}，L：個体の遺伝子長)として初期化する．

2. 確率 pc に基づいて，µ個の個体 xi,g(i ∈ {1, . . . , µ})を生成する．

3. 全個体 xi,g の評価を行う．

4. 個体 xi,g を適応度が優れている順にソートし，上位 M 個（M < µ）の個体

xpro,g(pro ∈ {1, . . . ,M})を用いて確率 pc を更新する．

5. 終了条件を満たせば終了し，それ以外は 2に戻る．

ここで，確率 pc は c番目の遺伝子が 1となる確率を示している．また，確率 pc の更新式

は以下の通りである．
pc = pc(1.0−R) + xc

pro,g ·R (2.16)

ここで，xc
pro,g は xpro,g の c番目の遺伝子を表す．また，R（0.0 < R < 1.0）は，学

習の速度を決定するパラメータであり，通常，0.0に近い値を用いる．PBILで用いられ

る確率モデルは，確率変数間の相互依存性がなく，独立して学習を進める．PBILは優れ

た個体 xpro,g(pro ∈ {1, . . . ,M}) の遺伝子の確率分布を学習することで最適解を求める

手法であり，EDAとして最も単純なアルゴリズムの 1つである．

2.4.3.4 粒子群最適化

粒子群最適化 (Particle Swarm Optimization) は群知能の 1 つであり，社会的振る舞

いを参考にして考えられたアルゴリズムである [55, 67]．遺伝子操作を行う GAとは異な

り，粒子群最適化では自分と仲間の動きにより次の行動が決定される．

粒子群最適化の個体は，位置ベクトル loci，速度ベクトル vi と，個体が最良の適応度を
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獲得した場所 posi を記憶している．そして，個体全体における最も良い適応度を獲得し

た場所 posg も各個体が共有している．

速度ベクトル vi は，以下の式により更新される．

vi = χ(ω vi + κ1 · (posi − loci) + κ2(posg − loci)) (2.17)

ここで，χは収束係数を示し，0.9 ≤ χ ≤ 1.0の範囲からランダムに選択され，ω は減

衰係数をである．また，κ1, κ2 は各個体と次元固有の乱数であり，その上限値は 2.0であ

る．もし，速度ベクトル vi がある制限を超えた場合，最大速度 Vmax が代わりに使用され

る．こうすることで，探索領域内に個体を保ちつつ，探索を行うことが可能となる．

さらに各個体の位置ベクトル loci は世代ごとに loci ⇐= loci + vi により更新される．

以下に粒子群最適化のアルゴリズムを示す．

1. 初期化する．

2. 各次元において，過去に獲得した位置よりも適応度が良い場合，現在の位置を posi

に保存する．

3. 各次元において，posi のうち，最も適応度が良いものを posg に保存する．

4. 各次元において，上記で探索した posi, posg と以前の速度 vi から，次の速度

vi+1(t)を決定する．

5. vi+1(t)が制限速度内なら次の位置 loci+1(t)を求める．制限速度を超えた場合，最

大速度 Vmax に置き換える．

6. 個体数分だけ繰り返す．

2.4.4 ハイブリッドアルゴリズム

最適化問題を対象とするもっとも一般的なハイブリッドアルゴリズムは，メタヒューリ

スティクスによる大域探索と，問題領域の知識を利用した局所探索を組み合わせた探索手

法である [13–15]．GAは高い大域的探索能力を発揮する一方で，局所探索能力の欠如す

ることが多くの研究で示されている．この点を補うために，GAと局所探索を組み合わせ

た枠組みの開発が盛んに行われている [2, 68, 69]．最適化問題を対象とするハイブリッド

アルゴリズムの中で，メタヒューリスティクスの欠点を補うために，メタヒューリスティ
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クスと局所探索を組み合わせた遺伝的局所探索 [68]と，2つのメタヒューリスティクスを

組み合わせた Parallel recombinative simulated annealing [2, 69]について説明する．

2.4.4.1 遺伝的局所探索

遺伝的局所探索 (Genetic Local Search)は，個体を評価する際に，個体が表す解をその

まま評価するのではなく，その個体を初期値として局所探索を行う手法である [68]．

遺伝的局所探索では，GAの各個体に局所探索を適用し，GAによる大域的な探索を，

局所探索による解の近傍の系統的な探索を行う手法である．用いる局所探索は種々のアル

ゴリズムが考えられ，問題の領域に応じた固有の工夫も導入しやすい．この局所探索と

GAを組み合わせることにより，両者の欠点を克服することが可能である．このようなハ

イブリッド化を可能としているのは，GAが個体集合を対象に目的関数のみを頼りに探索

を進めているため，適用範囲が広い手法であることによる．

遺伝的局所探索のアルゴリズムを以下に示す．

1. GAにより個体集団を初期化する．

2. 各個体を初期値として局所探索を実行する．

3. 局所探索により得られた解と適応度をもとに，GAが遺伝的操作を行う．

4. GAの終了条件を満たさない場合は，2へ戻る．

2.4.4.2 Parallel recombinative simulated annealing

Parallel recombinative simulated annealing(PRSA) は，焼きなまし法による探索に

GAの特徴である個体集合と遺伝子操作を組み合わせた手法である [2, 69]．

PRSAは，並列に実行している焼きなまし法の間で，探索で得た情報を交叉により交換

するものである．一方，GAの選択演算は親子に限定されており，良い個体を増殖させる

ことによる探索の重点化は生じない．

以下に PRSAのアルゴリズムを示す．なお，ここでは最小化問題を考える．

1. ランダムにM 個の個体を生成し初期個体集団 p0 とし，初期温度 T0 を設定する．

2. 個体をランダムにペアリングし，各ペアに対して以下の処理を行う．

a) 2個の親個体 xpr1,g, xpr2,g に遺伝子操作を適用し，2つの子個体 xof1,g, xof2,g
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を生成する．

b) 2 組の親子のペアのそれぞれについてトーナメント選択を行う．確率は

par = 1/[1+ exp{( f(xpr,g)− f(xof,g)} /Tk] により求める．次世代に残る確

率は，親個体が par であり，子個体が (1− par)である．

3. 終了条件を満たせば終了し，満たさない場合は冷却スケジュールに従って，Tk 値

を更新し，2に戻る.

2.4.5 2段階最適化

2段階最適化（Bilevel optimization）は，1つの最適化がもう一方の最適化の制約の役

割を持つ 2段階の最適化を含む手法である [70, 71]．上位レベルの最適化がリーダーとな

り，下位レベルの最適化がフォロワーとして，組織的階層により問題の解決を行う．2段

階最適化は，入れ子構造のため，問題を解くことが難しい．特に，2段階線形計画問題の

ような簡単なインスタンスに対してさえ，非凸や切断性の問題がある．2段階線形計画問

題は NP困難であり，最適化の解を評価するだけでも NP困難なタスクであることが証明

されている．

2段階最適化の一般的な定式化は以下の数式で表される．

minx ∈ X,y F (x, y) (2.18a)

s.t. G(x, y) ≤ 0 (2.18b)

miny f(x, y) (2.18c)

s.t. g(x, y) ≤ 0 (2.18d)

ここで，x ∈ Rn1 , y ∈ Rn2 である．上記の式の変数は，上位変数 x ∈ Rn1 と

下位変数 y ∈ Rn2 の 2 つのクラスに分けられる．同様に目的関数は，上位目的関数

F : Rn1 × Rn2 → Rと，下位目的関数 f : Rn1 × Rn2 → Rから成る．また，ベク

トル値関数 G : Rn1 × Rn2 → Rm1 は上位制約を示し，g : Rn1 × Rn2 → Rm2 は

下位制約を示す．また，上位制約 Gは，両方のレベルの変数が含まれており，特殊な役割

を果たす．上位レベル最適化は，下位レベル最適化の意思決定者を拘束しないため，間接

的に最適化を行う必要がある．

式（2.18）に関する緩和問題は，以下の数式で表され，この式の最適値が式（2.18）の
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最適値の下界となる．

minx ∈ X,y F (x, y) (2.19a)

s.t. G(x, y) ≤ 0 (2.19b)

s.t. g(x, y) ≤ 0 (2.19c)

ここで，緩和された実行可能領域は，以下の式で表される．

Ω = {(x, y) ∈ Rn1 × Rn2 : x ∈ X, G(x, y) ≤ 0, g(x, y) ≤ 0} (2.20)

与えられた固定ベクトル x̄ ∈ X に対する下位レベル最適化の実行可能領域は，以下のよ

うに定義される．
Ω(x̄) = {y ∈ Rn2 : g(x̄, y) ≤ 0} (2.21)

一方，下位レベル最適化の反応ベクトルは，以下の数式で表される．

R(x̄) = {y ∈ Rn2 : y ∈ argmin{f(x̄, ŷ) : ŷ ∈ Ω(x̄)}} (2.22)

ここで，2段階最適化の定義に従うと，下位レベル最適化は，大域的最小化が解ける問題で

ある必要がある．つまり，下位レベル最適化は凸である必要がある．すべての y ∈ R(x̄)

は，論理的反応である．与えられた xに対して，R(x)は暗黙的に定義された xの多価関

数であり，この引数値によっては，空の場合もある．最後に，2段階最適化の実行可能点

を再グループ化した集合 IRは，以下の数式で表せる．

IR = {(x, y) ∈ Rn1 × Rn2 : x ∈ X, G(x, y) ≤ 0, y ∈ R(x)} (2.23)

IRは，リーダーの実行可能領域に対応して，誘導領域と呼ぶ．IRは，一般的に非凸で

あり，上位制約のもと切断される場合，空の場合がある．

また，2段階最適化には，2つのモデルアプローチがある．1つ目は，楽観的 2段階最

適化と呼ばれ，反応集合 R(x)がシングルトンでない場合，リーダーは Ω(x)の中から自

分に最も適した要素を選択することを仮定する．このとき，点 (x∗, y∗) ∈ Rn1 × Rn2

は以下のように定義され，式（2.18）の局所最適解と呼ぶ．

x∗ ∈ X, (2.24a)

G(x∗, y∗) ≤ 0, (2.24b)

y∗ ∈ R(x∗), (2.24c)

F (x∗, y∗) ≤ F (x∗, y) for all y ∈ R(x∗) (2.24d)
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さらに，次のような x∗（半径 δ > 0）の開近傍 V (x∗; δ)が存在する．

ϕ0(x
∗) ≤ ϕ0(x) for all x ∈ V (x∗; δ) ∩ X (2.25)

ここで，ϕ0(x) = miny{F (x, y) : y ∈ R(x)}となる．V (x∗) = X に対応して，δ =∞

が選択できる場合，大域的楽観解と呼ぶ．

一方，リーダーとフォロワーの協力が許されない場合やリーダーがリスク回避のため，

フォロワーが望まない選択を行った場合のダメージを制限した場合を悲観的局所解と言

う．点 (x∗, y∗) ∈ Rn1 × Rn2 は式（2.18）の悲観的局所解となり，以下で表現できる．

x∗ ∈ X, (2.26a)

G(x∗, y∗) ≤ 0, (2.26b)

y∗ ∈ R(x∗), (2.26c)

F (x∗, y∗) ≥ F (x∗, y) for all y ∈ R(x∗) (2.26d)

さらに，次のような x∗（δ > 0）の開近傍 V (x∗; δ)が存在する．

ϕp(x
∗) ≤ ϕp(x) for all x ∈ V (x∗; δ) ∩ X (2.27)

ここで，ϕp(x) = miaxy{F (x, y) : y ∈ R(x)}となる．δ =∞が選択できる場合，大

域的悲観解と呼ぶ．

これらのモデルアプローチは，フォロワーの視点から説明できる．楽観的解は，協調的

な行動から得られる解であり，悲観的解は，攻撃的なフォロワーにより得られる解である．

2.5 オートエンコーダ

オートエンコーダとは，教師なし学習の 1種であり，特徴抽出手法の 1つである [12]．

オートエンコーダは，順伝搬でループのないニューラルネットワークを用いて表現学習を

行う．表現学習は，ニューラルネットワークを含む機械学習の技術である．ニューラル

ネットワークの各層はデータの特徴量を学習する．つまり，t+1番目の層は，t番目の層

が学習した表現を用いて学習する．層が進むごとに単純な表現から複雑な表現を学習し，

概念の階層と呼ばれる構造を構築する．この階層は，上位層では抽象的になり，下位層で

は具体的になる．

オートエンコーダは，エンコーダとデコーダから構成される．エンコーダは，表現学習

を行うことで入力されたデータを別の表現に変換し，デコーダは，変換された表現を元の
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形式に再変換する．つまり，オートエンコーダは生成モデルの 1 種である．エンコーダ

は，入力データの新しい表現を学習する役割を担う．ここで，新しい表現は，元の特徴量

と入力データの集合から得られた新しい特徴量集合を示す．エンコーダ関数は以下の式で

表される．
h = f(x) (2.28)

ここで，入力データ xを学習済のエンコーダに与えることにより，新しい表現 hを用い

て，より高解像度な出力画像を生成する予定である．

一方，エンコーダ関数の出力を用いて，入力データに近似する rを再構成するデコーダ

関数は，以下の式で表される．
r = g(h) (2.29)

デコーダ関数は，エンコーダの出力 hを入力とし，再構成関数 g を用いて r を出力する．

オートエンコーダは，損失関数を最小化することにより，学習を行う．損失関数は，再

構成誤差が可能な限り小さくなるように定義される．ここで，再構成誤差とは，デコーダ

が hを元に再構成した r と xの差のことである．

2.5.1 Variational Autoencoder (VAE)

変分オートエンコーダ（Variational Autoencoder : VAE）とは，平均値ベクトル µ

と分散ベクトル σ が出力されるオートエンコーダである [12, 27]．この 2 つのベクトル

は，一連の確率変数を構成する．つまり，i 番目の µi と i 番目の σi は，i 番目の確率変

数の平均値と標準偏差を表す．このように確率的な出力をエンコーダが構成することで，

VAEは入力データから学習した情報に従って連続空間からサンプリングすることが可能

である．

VAEの学習方法について説明する [27]．エンコーダは，平均値 µと分散 σ を出力し，

入力データポイント xのための潜在変数 z を以下のように生成する．

z = µ+ σ ⊙ ϵ, where ϵ ∼ N (0, I) (2.30)

ここで，⊙は要素ごとの席を表す．

各パラメータを求めるために，入力データポイント xの N 個の互いに独立で同一の分

布に従うサンプルからなるデータセットX = {x(i)}Ni=1 について考える．X は観測され
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ていない潜在変数 z を含む，何らかのランダムな処理により生成されたと想定する．こ

の処理は 2 つのステップから構成される．(1) 事前分布 pθ∗(z) から z(i) が生成される．

(2) 条件付き分布 pθ∗(x|z) から x(i) が生成される．ここでは，事前分布 pθ∗(z) と尤度

pθ∗(x|z)は，分布 pθ(z)と pθ(x|z)のパラメトリックの集合から来ており，これらの確率

密度関数は，θと z の両方に関してほぼ全ての場所で微分可能であることを仮定する．し

かし，真のパラメータ θ∗ と潜在変数 z(i) の値は未知である．また，真の事後分布 pθ(z|x)

は，解決が困難であるため，近似した認識モデル qϕ(z|x)を導入する．ここで，qϕ(z|x)

をエンコーダ，pθ(x|z)をデコーダと呼ぶ．

限界尤度 pθ(x) は，個々のデータポイントの限界尤度の和 log pθ(x
(1), . . . , x(N)) =

ΣN
i=1 log pθ(x

(i))から構成され，それぞれ以下のように書き換えることができる．

log pθ(x
(i)) = DKL(qϕ(z|x(i))||pθ(z|x(i))) + L(θ,ϕ;x(i))) (2.31)

最初の右辺は，真の事後分布からの近似の KL ダイバージェンスである．この KL ダイ

バージェンスは正であり，2番目の右辺の項 L(θ,ϕ;x(i))は，データポイント iの限界尤

度の (変分)下限と呼ばれ，次のように書くことができる．

log pθ(x
(i)) ≥ L(θ,ϕ;x(i)) = Eqϕ(z|x) [− log qϕ(z|x) + log pθ(x, z)] (2.32)

ここで，L(θ,ϕ;x(i))は以下のように書くことができる．

L(θ,ϕ;x(i)) = −DKL(qϕ(z|x(i))||pθ(z)) + Eqϕ(z|x(i))

[
log pθ(x

(i)|z)
]

(2.33)

変分パラメータ ϕと生成パラメータ θ の両方に関して，微分して下限 L(θ,ϕ;x(i))を最

適化したい．しかし，ϕを基準とした下限の勾配は少し問題がある．このタイプの問題に

対する通常の（ナイーブな）モンテカルロ勾配推定は，次の通りである．

▽ϕEqϕ(z)[f(z)] = Eqϕ(z)[f(z)▽qϕ(z) log qϕ(z)] ≃
1

L
ΣL

l=1f(z)▽qϕ(z(l)) log qϕ(z
(l))

(2.34)

ここで，z(l) ∼ qϕ(z|x(i))である．

しかし，この勾配推定は非常に高い分散を示すため，VAEには不向きである．

この問題を解決するために，qϕ(z|x) からサンプルを生成する別の方法を導入する．

qϕ(z|x)は，以下の対角共分散構造を持つ多変量の正規分布として仮定できる．

log qϕ(z|x) = logN
(
z;µ,σ2I

)
(2.35)
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さらに，[27]にて提案されている推定器では，以下のように KLダイバージェンスを計

算し，推定を行わずに微分することが可能である．

L(θ,ϕ;x) ≃ 1

2

Dl∑
d=1

(
1 + log((σd)

2)− µ2
d − σ2

d

)
+

1

L

L∑
l=1

log pθ(x|z(l)) (2.36)

ここで，µd と σd は，µと σ の d番目の要素を示し，θ と ϕは，式 (2.36)の勾配を使用

して同時に最適化される．

2.5.2 Convolutional Variational Autoencoder（ConvVAE）

畳込み変分オートエンコーダ（Convolutional VAE: ConvVAE）は，VAEのエンコー

ダとデコーダに畳み込み層と逆畳み込み層を追加したオートエンコーダである [72]．

VAEのエンコーダとデコーダに畳み込み層と逆畳み込み層を追加することにより，画

像から特徴を抽出しやすくなる [73]．

逆畳み込み層は，入力の空間的なアップサンプリングを行い，画像の潜在変数の生成モ

デルと意味的セグメンテーションアルゴリズムには重要な要素である．この逆畳み込み層

の目的は，逆畳み込みを行うことで特徴量の数を減らしながら入力の空間サイズを増加さ

せることである．大域的表現に基づく生成モデルは，まず，空間分解能が小さく，特徴量

の数が多い他の表現（例えば，潜在変数のような数値）に線形的にマッピングされる．次

に逆畳み込み層により，逆畳み込み演算が潜在変数のような表現に適用されて，空間分解

能を徐々に増加させ，特徴量を減少させる．最後の出力層では，画像などの形で出力す

る．畳み込み層と逆畳み込み層を導入することで，画像から特徴を抽出することができる

ため，画像を処理する際に ConvVAEは用いられる場合がある．

詳細な説明は，2.5.1項を参照されたい．
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階層型最適化方式の提案

　 本章では，提案する階層型最適化方式を具体化した第 1の手法，すなわち，与えら

れた目標図形に類似したタイルを生成する手法を提案する．本手法は，先行研究と同様の

定式化のもとでエッシャー化問題を解く．提案手法 1 はエッシャー化問題を二階層で表

現し，上位最適化層にはメタヒューリスティクスを用い，下位最適化層にはタイリングに

必要な制約条件を満たす図形を解析的に導出する解析的最適化手法を用いる．提案手法 1

は，エッシャー化問題が含む 2つの難しさを解決することで，目標図形に類似したタイル

を生成する．提案手法 1の上位最適化層において目的関数が曖昧な難しさを解決し，下位

最適化層において制約条件が強い難しさを解決する．実験結果より，本手法は，タイリン

グが可能な条件を満たしつつ，目標図形に類似するタイルが生成できることを確認した．

まず，3.1節では，先行研究の問題点，および，本章の要点について述べる．次に，3.2

節では，提案手法の主な考え方と形状空間における解釈を述べる．3.3節では，階層型最

適化方式や双方向マッピングベース関数など，提案手法の詳細を示す．3.4節では，実験

により提案手法の有効性を先行研究と比較した．3.5節では，本章の結論を述べる．

3.1 はじめに

　 本章では，階層型最適化方式を具体化し，エッシャー化問題に適用した方式の提案を

行う．この方式は，先行研究 (第 2章を参照)と同様の定式化のもとでエッシャー化問題

を解く．

最適化問題の中には，制約条件が強く，かつ，解の評価基準が曖昧であるなど，種類の異
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なる複数の難しさを含むために求解が困難な問題が存在する．このような問題の一例とし

て，エッシャー化問題 [16,17]（タイル生成問題）がある．このエッシャー化問題を解く手

法として，これまでに，小泉らの解析的最適化手法 [18,19](2.3.1.1項を参照)や Kaplan，

小野らのメタヒューリスティクスを用いてエッシャー化問題を解決する手法 [17, 25, 26]

(2.3.2項を参照)が提案されている．

しかし，これらの先行研究にはいくつか問題点がある．解析的最適化手法 [18, 19] は，

生成されたタイル U に自己交叉を含んでしまう問題や解析的最適化手法の入力となる粗

い目標図形 W̃ の形状に非常に敏感である問題がある．これらの問題から，解析的最適化

手法は W̃ の形状を調整しつつ，適切なタイリングパターンを選択する必要があるため，

人手による試行錯誤が必要となる．

メタヒューリスティクスを用いてエッシャー化問題を解決する手法 [17, 25, 26]は，目

的関数や制約条件を柔軟に設定できる一方，タイル U の形状を直接最適化しているため，

探索空間が膨大であり，変数間の依存が強いため，十分に目標図形W に類似する U を

生成することが難しい．Kaplanは，ほぼ凸形状に近いW に対してのみ，W に類似する

U が生成できことを実証しており [17]，GAをベースとした DDGA [25, 26]では，最適

化の際にユーザのサポート，および，初期集団の生成に解析的最適化手法を用いるという

2つの支援が必要であることがわかっている．

本章では，階層型最適化手法を用いたエッシャー風タイルを生成する手法を提案す

る．またこの手法を本論文では，Escher-Like Tile design method using Hierarchical

OptimizatioN と命名し，以降この手法を指す際は，ELTHONと呼ぶ．本手法は，入力

された粗い目標図形 W̃ から高速に解を導出する解析的最適化手法 [18, 19]と，さまざま

なメタヒューリスティクスを組み合わせた手法である．エッシャー化問題は，入力される

目標図形W の形状や解きたいタスクにより，適切な図形間の類似度の評価指標が異なる

ため，メタヒューリスティクスの柔軟性が必要である．しかし，DDGA [25,26]で示され

ているように，同じ問題を組み合わせて解決する単純なハイブリッドアルゴリズムは，タ

イルを設計することに適していない．そこで，ELTHONでは，問題の難しさを分割する

階層的なアプローチを採用する．階層的に組み合わせる最適化手法は，それぞれの長所を

活かして分割した問題を解決する．

ELTHONが解決する問題（エッシャー化問題）は，強い制約条件を持つため，解の発
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見が容易でない難しさ，および，図形間の類似性を評価する万能な関数は発見されていな

い難しさを含む．これらの難しさは，タイルの設計における，接する図形同士のエッジ形

状が一致する制約を満たす難しさ，および，目標図形との類似性を適切に評価する関数が

発見されていない難しさに該当する．エッシャー化問題が含む難しさを解決するために，

ELTHONは，下位最適化層に解析的最適化手法を用いて，エッジ形状の制約を満たす図

形を解析的に導出する．しかし，解析的最適化手法には問題点があり，この問題点を解決

するために，上位最適化層にメタヒューリスティクスを用いて，図形間の類似性をより適

切に評価し，かつ，目標図形W の形状の調整作業を自動化する．上記のように階層的に

最適化を行うことで，エッシャー化問題の難しさを解くことが期待される．

本章の要点は以下の通りである．

• ELTHONは，階層構造を持つ最適化アプローチを採用し，種類の異なる最適化ア

ルゴリズムにより分解した難しさを解決することでエッシャー化問題を解決する．

具体的には，上位最適化層が与えられた問題（目標図形W）を下位最適化層で解

決できる問題（粗い目標図形 W̃）に修正する．

• 本章では，エッシャー化問題の定式化を変更し，探索空間サイズを縮小する．

• 本章では，メタヒューリスティクスの利点である目的関数の柔軟性を利用して，頂

点数が大きく異なる 2つの多角形間の，双方向のマッピングに基づく図形形状間の

類似度を評価する関数を利用する．

3.2 階層型最適化方式の概要

3.2.1 基本的なアイデア

本章で提案する ELTHONは，エッシャー化問題の難しさを分割し，先行研究 [17–26]

の問題点を解決する階層型最適化方式を採用している．2.2.2項で述べたたように，エッ

シャー化問題には 3つの条件がある．これらの条件を解決するために ELTHONでは，2

層の異なる解法を用いている．上位最適化層に用いるメタヒューリスティクスは，さまざ

まな目的関数や制約条件を柔軟に利用することが可能であるため，エッシャー化問題の条

件 1と条件 3を解決することを保証し，解析的最適化手法 [18,19]は高速に条件 2を満た
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した解を導出することを保証する．ELTHONのメタヒューリスティクスは，問題を直接

解決するものではなく，解析的最適化手法の入力を最適化する役割を持つ．なぜなら，メ

タヒューリスティクスにより問題を直接解決すると，巨大な設計変数空間内から良いタイ

ルを探索する必要があるため，良い解を探索することが難しいことが分かっているためで

ある [17, 25,26]．

上記の理由から ELTHONでは，下位最適化層に粗い目標図形 W̃ をタイルに変形する

解析的最適化手法を採用し，上位最適化層にメタヒューリスティクスを採用する．上位最

適化層は，下位最適化層への入力を最適化するために，下位最適化層の入力に当たる粗い

目標図形 W̃ の適切な集合を目標図形W から求めることと，適切なタイリングパターン

の選択を行う．下位最適化層は，W̃ と選択されたタイリングパターンを入力として，条

件 2を満たす，かつ，W̃ に類似するタイル U に変形する．次に上位最適化層は，下位最

適化層の出力を評価する．上位最適化層で U を評価することにより，下位最適化層では

考慮できない目的関数や制約条件を用いることができる．特に本章では，頂点数が大きく

異なる 2つの多角形間の双方向のマッピングに基づく図形形状間の類似性距離関数を導入

する．これにより，2つの多角形を解析的最適化手法で用いる関数 FL(式 2.4)よりも厳密

に比較することが可能である．

ELTHONは，先行研究の欠点である解析的最適化手法の W̃ の調整の試行錯誤が必要

であることや，メタヒューリスティクスに基づく手法の解の品質の低さを解消することが

できる．

3.2.2 形状空間における階層型最適化方式の概念的解釈

本項では，有限の頂点を持つ全ての 2次元多角形（図 3.1を参照）から構成される概念

空間 S における ELTHONの解釈について説明する*1．入力された目標図形W（図 3.1

の星印）は，多数の頂点からなる滑らかな形状の表現を可能とする多角形である．FC2

と FC3 はそれぞれ，条件 2と条件 3を満たす領域を示し，その 2つの領域が重なる領域

FC2
∩ FC3

が実行可能領域である．S 上の距離は，図形間の類似度合いを示し，距離が

近いほど類似度が高く，距離が遠いほど類似度が低い．エッシャー化問題は実行可能領域

*1 ここでは，議論を簡単にするために，タイリングパターンを省略しており，図 3.2 では最適化中に
ELTHONが適切なタイリングパターンを選択している．
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（FC2
∩ FC3

）の中で，W に最も近い最適解 U∗ を求める問題である．最も近い最適解

U∗ は，図 3.1のひし形マークで示されている．

F
C2

Feasible region

(F
C2
�F

C3
)

F
C3

Input goal figure W Optimal solution U
�

S

図 3.1. 入力された目標図形W と概念空間 S 上の最適解

図 3.2(a) に ELTHON の視覚的な解釈を示す．上位最適化層は，粗い目標図形 W̃ i,g

(i ∈ {1, . . . , NP }を生成する．ここで，iと gはそれぞれ，解候補の個体集団内の番号と，

現在の世代数を示し，NP は個体数を示す．W̃ i,g は，W の輪郭上から Ñ 個の頂点を選

択して生成されているため，W と似た形状を持つ．この W̃ i,g（図 3.2(a)の黒丸のマー

ク）は，GAなどのメタヒューリスティクスにおける遺伝子型である．ELTHONの下位

最適化層では，解析的最適化手法 [18, 19]を採用し，条件 2を満たすことがほとんどない

W̃ i,g を条件 2を満たす図形 U i,g に変形している．解析的最適化手法によって得られた

タイル U i,g は，W̃ i,g の表現型とみなされる（図 3.2(a)ii)）．解析的最適化手法は，S 上

の任意の点を FC2 上の点に変換する（図 3.2(a)ii)）．変換された点は，必ず FC2 上に存

在するが，必ずしも FC2 ∩FC3 上に存在するとは限らない．次に上位最適化層は，条件 1

と条件 3（つまり，図 3.2(a)iii)に示す U i,g とW との形状の類似距離，および，U i,g に

自己交差を含まないこと）からU i,g を評価し，この結果に基づいて新たな解候補 W̃ i,g+1

を生成する．
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ELTHONは解候補の生成と評価を繰り返すことで，エッシャー化問題の 3つの条件を

すべて満たす解を探索する．

3.2.3 階層型最適化方式と解析的最適化手法の関係

本項では，解析的最適化手法 [18, 19] と ELTHON の S 上での挙動の違いを探ること

で，解析的最適化手法と ELTHONの関係を議論する．3.2.2節で述べたように，解析的

最適化手法は S 上の任意の点を FC2
上の点に変化するが，FC2

∩ FC3
上の点に位置する

ことは保証しない．また，変換前の点がわずかに変化するだけで，変換後の点の位置が

大きく変化する可能性がある (2.3.1.1項を参照)．このため，解析的最適化手法は目標図

形W の輪郭上で頂点座標の位置を試行錯誤して，粗い目標図形 W̃ (図 3.2(b)i)の黒丸の

マーク)を構築する必要がある．ELTHONの上位最適化層は，上記の解析的最適化手法

の人手による試行錯誤に代わる役割を持つ（図 3.2(a)i)）．

一方，解析的最適化手法の目的関数は図 3.2(b)ii)に示すように，U と W̃ の対応する

点間の距離を計算する．しかし，この計算方法には 2点改良する余地がある．1点目は，

粗い目標図形 W̃ ではなく，目標図形W とタイル U の類似度を計算する必要がある．2

点目は，U 上の頂点は，必ずしも W̃ 上の対応する頂点と最も近いとは限らないため，U

の頂点に加えて U の辺にたいしても，それぞれ最も近い点を探索する必要がある．

これらの問題を解決するために，3.3.2.4 (a)項にて述べている双方向マッピングベース

関数を導入している．

3.2.4 階層型最適化方式とDDGAの関係

本項では，GAベースの先行研究（DDGA）[25, 26]と ELTHONとの関係について述

べる．両手法とも，メタヒューリスティクスと解析的最適化手法 [18, 19]を採用している

が，後述するようにアーキテクチャが異なる．

まず，両手法の違いは，両手法のメタヒューリスティクスが異なる問題を解決している

点である．DDGAのGAは図 3.2(c)ii)に示すように，U i,g の形状を直接最適化し，U i,g

から U i,g+1 を生成する．一方，ELTHONのメタヒューリスティクスを用いている上位

最適化層では，U i,g の形状を直接最適化するのではなく，図 3.2(a)i)に示すように W̃ i,g
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を最適化している．DDGAでは，GAと解析的最適化手法が同じ問題（タイル U に変形

する）を解くため，DDGAは単純なハイブリッド最適化アルゴリズムであるのに対して，

ELTHONは階層的なアプローチを採用し，メタヒューリスティクスと解析的最適化手法

が異なる問題と解く．

次に，両手法の違いは解析的最適化手法の適用方法が異なる点である．DDGAは，図

3.2(c)i) に示すように初期個体の生成にのみ解析的最適化手法を適用している．一方，

ELTHONでは，遺伝子型と表現型の対応付けを行うために解析的最適化手法を適用して

いる．つまり，ELTHONは図 3.2(a)ii)に示すように，すべての解候補に対して解析的最

適化手法を適用している．
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図 3.2. 各手法のタイル U の生成・評価手順に関する概念的解釈
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3.3 階層型最適化方式の構成

3.3.1 上位最適化層と下位最適化層の関係

ELTHON は，上位最適化層の 2 値最適化に GA [11, 48] や分散推定アルゴリズム

（EDA）[65, 66] のようなメタヒューリスティクスを採用することができる．同様に，

ELTHONの下位最適化層に解析的最適化手法 [18, 19]とその拡張手法 [20–24] (2.3.1.2，

2.3.1.3項を参照)を採用することができる．本章では，GAと解析的最適化手法を採用す

る．これは，アルゴリズムの挙動の解釈の容易性，および，生成される解の多様性を考慮

しているため，単純なメタヒューリスティクスを使用する．

図 3.3に ELTHONのアーキテクチャの概要を示す．GAに基づく上位最適化層は，粗

い目標図形 W̃
∗
を構成する頂点の最適な集合と，W̃

∗
の適切なタイリングパターン p∗ を

求める問題である．xi,g とで表される解候補（個体）は，選択された頂点の集合 W̃ i,g と

タイリングパターン pi,g から構成される．

Initialization

Evaluation

Selection

Crossover and
mutation

ChooseHp
according to TP p

CalculateL from
Hp u = 0

GenerateU by
u = L Lt w

Upper layer optimizer

(GA)

Lower layer optimizer

(Analytical optimization method)

Wi,g , pi,g
～

Ui,g

図 3.3. ELTHONのアーキテクチャの概要

アルゴリズムはまず，上位最適化層の解候補 x1,1,x2,1, . . . ,xNP ,1 をランダムに初期化

する．上位最適化層は，個体を下位最適化層に渡し，その個体の表現型を形成する．下

位最適化層は個体を受け取り，個体を 1つずつ最適化し，各 xi,g の表現型としてタイル

U i,g を生成する．この表現型は W̃ i,g に類似しつつ条件 2を満たす．
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生成された個体の表現型 U i,g は，上位最適化層に戻され，条件 1と条件 3を満たして

いるかを確認するために，目的関数と制約条件により評価される．ここで，上位最適化層

は U i,g と目標図形W と比較するのに対して，下位最適化層は 3.2.3 項で説明したよう

に，U i,g と W̃ i,g とで比較することに注意いただきたい．

適応度に基づいて，上位最適化層は，選択，交叉，突然変異などの遺伝子操作により新

しい個体 xi,g+1 を生成する．以上の処理を，停止条件に達するまで繰り返す．

3.3.2 上位最適化層

3.3.2.1 上位最適化層の必要性

上位最適化層は，粗い目標図形 W̃ を構成する頂点の集合と適切なタイリングパターン

pを探索する．探索された W̃ と pは，両方とも下位最適化層に入力される．

2.3.1.1項で述べたように，解析的最適化手法 [18,19]では，入力形状を少し変えるだけ

でも出力される形状が大きく変化することがある．このため，W̃ を構成する適切な頂点

の集合を見つけることは難しい．しかし，入力された目標図形W の変化と解析的最適化

手法により変換されたタイル U との間に全く関連がなければ，ランダムサーチでも良い

W̃ を探索することができ，メタヒューリスティクスは不要となる．

メタヒューリスティクスを問題に適用することの妥当性は，適応度距離相関（Fitness

Distance Correlation : FDC）[74] によって評価することができる．最良解までの距離が

減少するにつれて適応度が増加する場合は，メタヒューリスティクスはランダムサーチよ

りも高速に解を見つけることができる．図 3.4は，問題インスタンスの FDCの一例を示

す図である．この図は，最適解からハミング距離が異なる場合の双方向マッピングベース

関数 FBM（3.3.2.4 (a)項を参照）の適応度をプロットした図である．各ハミング距離に

おいて，既知の最良解から 1,000個の解をランダムにサンプリングした結果である．平均

適応度は，既知の最良解からの距離が長くなるにつれて低下する傾向があり，メタヒュー

リスティクスの方がランダムサーチよりも効果的であることが示唆された．

3.3.2.2 上位最適化層の個体表現

3.2.4項で述べたように，上位最適化層は，与えられた目標図形W のダウンサンプリ

ング方法（ダウンサンプリング後の図が粗い目標図形 W̃ に当たる）と，適切なタイリン
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(a) 目標図形 (b) 既知の最良解

(c) (b) から生成したタイル
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図 3.4. 上位最適化層が解く問題の適応度距離相関

グパターン pの組み合わせを探索するのに対して，DDGAの GAは直接タイル U を探

索する．そのため，DDGAの GAが Ñ 個の実数値*2 からなる膨大な探索空間を探索し

なければならないのに対して，ELTHONは探索空間を N 個の 2値*3 に縮小している．

図 3.5 に上位最適化層の遺伝子型と表現型の個体表現を示す．遺伝子型は長さ N + 5

の 2値の文字列で表され，N ビットはマスクパターン，5ビットはタイリングパターン p

を表す．マスクパターンは，W の輪郭に沿って選択された頂点の集合を表し，このマス

クパターンを基に W̃ i,g を形成する．タイリングパターン pi,g の 5 ビットの 2 値文字列

は，29個のタイリングパターンのうち 1つのタイリングパターンを表す．29個のタイリ

ングパターンは 93個のタイリングパターンから冗長性を排除して選ばれた [51]（2.2.1.2

を参照）．29個のタイリングパターンとバイナリ列との対応は，表 3.1に示す．

上位最適化層の表現型は，下位最適化層を W̃ i,g と pi,g に適用して得られたタイルU i,g

*2 より正確には，変数の数はタイリングパターンに依存している．例えば，IH01では辺の半分を任意に変
更することができるため，Ñ/2 点の頂点座標が必要となる．IH16 では辺の 3 分の 1 を変更するため，
Ñ/3点の頂点座標が必要となる．

*3 タイリングパターンを表す変数を除く
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である．U i,g は常に辺の一致制約（条件 2）を満たすが，必ずしも自己交差の制約（条件

3）を満たすとは限らない．
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図 3.5. 個体表現

表 3.1. バイナリ列とタイリングパターン pの対応

バイナリ列 TP p バイナリ列 TP p バイナリ列 TPp

00000 IH01 01010 IH27 10100 IH51

00001 IH02 01011 IH28 10101 IH52

00010 IH03 01100 IH30 10110 IH53

00011 IH04 01101 IH31 10111 IH55

00100 IH05 01110 IH33 11000 IH39

00101 IH06 01111 IH41 11001 IH79

00110 IH07 10000 IH43 11010 IH84

00111 IH21 10001 IH44 11011 IH86

01000 IH23 10010 IH46 11100 IH88

01001 IH25 10011 IH47

3.3.2.3 上位最適化層における遺伝的アルゴリズム

ELTHONの上位最適化層は，2値最適化のための任意のメタヒューリスティクスを採用

することができる．階層型最適化方式の有効性を検証するために，本章では EDA [65,66]
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のような最新のメタヒューリスティクスではなく，MGG（Minimal Generation Gap）モ

デル [64]を持つ単純なGAを採用している．MGGは連続的な世代交代モデルであり，個

体集団の一部が 1世代で入れ替わることを意味し，その挙動は容易に理解できる（2.4.3.2

項を参照）．MGGを用いた GAは個体集団の多様性を維持することができるため，上位

最適化層が最適化の際に適切なタイリングパターンを選択することに役立つ．このために

は，良いタイリングパターンを持つ個体を徐々に増やし，特定のタイリングパターンへの

早期収束を避ける必要がある．

図 3.6 に GA に基づく上位最適化層のアルゴリズムを示す．初期集団 p1 =

{x1,1,x2,1, . . .xNp,1} は，ランダムに生成された個体 xi,1 から形成され，ほぼ等数の個

体が各タイリングパターンを保有している．

初期化後，GAのメインループ（図 3.6の 4行目から 11行目）は，個体の評価と生成を

繰り返し行う．個体 xi,g を評価する場合，下位最適化層は対応する表現型 U i,g を生成す

る（2.3.1.1を参照）．そして，得られたU i,g の適応度を目的関数により計算する（3.3.2.4

(a)項を参照）．ELTHONでは，ランキング [75]やスケーリング [76,77]などの手法によ

り評価することも可能だが，目的関数値を直接適応度として用いる．

評価後，上位最適化層は，得られた適応度を基に個体を再現する．MGG では，個体

集団の一部を新しい個体に置き換える．再現された個体の割合は，世代間ギャップ RG

によって決定される．次世代の個体数が NP × RG に達するまで，アルゴリズムは選択，

交叉，突然変異を繰り返す．まず，個体集団 pg から 2つの個体 xpr1,g，xpr2,g をランダ

ムに非復元抽出で選択する．親個体 xpr1,g と xpr2,g との一様交叉により，2つの子個体

xof1,g+1 と xof2,g+1 が生成される．交叉に続いて，xof1,g+1 と xof2,g+1 のビット反転に

よる突然変異が mp の確率で行われる．ここで，mp は突然変異率と呼ばれる．xpr1,g,

xpr2,g,xof1,g+1, xof2,g+1 の中で最も優れた個体と，残りの 3個体の中からルーレット選

択により選択されたもう 1つの個体が，次世代の個体集団 pg+1 に格納される．個体の再

現後，pg 内の親個体として選択されなかった個体は pg+1 に格納される．

上記の処理は，アルゴリズムが予め設定した停止条件に達すると終了する．
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Algorithm 3 遺伝的アルゴリズム

1: g ← 0

2: 個体 x1,g, . . . ,xNP ,g からなる初期個体集団 pg を生成する

3: while 停止条件を満たさない間 do

4: 個体集団 pg 内の全個体 xi,g (i ∈ {1, . . . , NP })を評価する
5: while

∣∣pg+1

∣∣ < NP ×RG do

6: pg から 2個体 xpr1,g と xpr2,g を親個体としてランダムに非復元抽出で選択する

7: 親個体を一様交差し，子個体 xof1,g+1 と xof2,g+1 を得る

8: xpr1,g, xpr2,g, xof1,g+1, xof2,g+1 の中から適応度が最も良い個体と，ルーレッ

ト選択により選択された 1個体を pg+1 に追加する．

9: end while

10: pg の中で選択されていない残りの個体を pg+1 に追加する

11: g ← g + 1

12: end while

図 3.6. 上位最適化層で用いる GAのアルゴリズム

3.3.2.4 目的関数

条件 2は下位最適化層によって保証されているため，上位最適化層の目的関数と制約条

件は条件 1と条件 3を検証するだけで良い．このため目的関数は，U i,g とW との類似

度と U i,g の自己交差のペナルティにより決定します. 全体的な目的関数 F (·)は次の式で

与えられる．

F (U i,g) = FT (U i,g,W ) + ρ(U i,g), T ∈ {BM,TF,BM + TF} (3.1)

ここで，関数 FT (U i,g,W ) は，U i,g とW との間の形状の類似距離を評価し，ρ(U i,g)

は，U i,g の自己交差の数に依存するペナルティである．

本章では，GAにおける目的関数と制約条件の柔軟性を利用して，図形形状の類似距離

を計算する 3つの関数を用いた．例えば，解析的最適化手法 [18, 19]では，図形の輪郭を

捉えた最も近い頂点間のユークリッド距離を用いている．しかし，先行研究 [17, 25, 26]

にて用いられている回転関数の方が局所的な凹凸を評価するのに適している．本章ではま
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ず，解析的最適化手法に用いられた目的関数に似ているが，より厳密に最近傍点を求めら

れ，得られたタイル U と与えられた目標図形W を比較する距離ベース関数 FBM (·)を

提案する．次に先行研究 [17, 25, 26]にて用いられた回転関数 FTF (·)を用いて評価する．

最後に，上記の 2つの関数の重み付き線形和 FBM+TF (·)を用いて評価する．

■(a) 双方向マッピングベース関数 本章では，解析的最適化手法 [18, 19]で使用され

ている関数 FL（式 2.3）と FL を改良した双方向マッピングベース関数 FBM を紹介す

る．FBM と FL はどちらも，2つの多角形の最近傍点間のユークリッド距離の 2乗和を

計算するが，FBM は，対応する最近傍点自体を求めるのに対し，FL は，W̃ i,g と U i,g

の対応する点間の距離を計算するのみである．解析的最適化手法では，FL が連続的な凸

関数であることが要求されため，対応する点間の距離のみ計算する．しかし，変換された

タイル U i,g に対応する W̃ i,g の頂点は，U i,g の輪郭上の別の点が近い可能性がある．ま

た，与えられた目標図形W と粗い目標図形 W̃ は，全く異なる座標の場合があるため，

U i,g は W̃ i,g ではなく，W と比較しなければならない．このためには，2 つの図形W

と U i,g との間の最近傍点を対にしなければならないが，多くの場合，W と U i,g の頂点

数は異なる．

U i,g 上の各点について，W 上の最も近い頂点を探索する一方向マッピングでは，凸

形状を正しく評価できない．例えば，図 3.7(a)の一方向マッピングでは，U i,g の突出し

た形状を正しく評価することができない．U i,g の u12, u13, . . . , u15 に最も近い点は，そ

れぞれ，νW (u12), νW (u13), . . . , νW (u15)であり，ここで，νW (uj)はW の輪郭上で uj

に最も近い点を表す．U i,g とW との対応点 (対になっている u12 と νW (u12), u13 と

νW (u13), . . .)間の距離が小さいので，図形形状の類似性も高くなる．しかし，u13 と u14

との間には，U i,g 上に頂点が存在しないため，突起の先端付近の距離が計算されず，U

における凸形状の再構成が乏しい．なお，突起部分を延長しても関数値に変化はない．ま

た，逆方向の一方向マッピング，つまり，W 上の各点について U i,g 上の最も近い点を求

める場合も同様の問題がある (図 3.7(b)を参照)．

そのため，最も近い点を探索し，双方向の U i,g とW との形状の類似距離を計算する

必要がある．提案された双方向マッピングベース関数 FBM は，次のように定義される．

FBM (U i,g;W ) = min
θ
{fED (r(U i,g; θ),W ) + fED (W , r(U i,g; θ))} , (3.2)
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ここで，r(U i,g; θ)は角度 θを介してU i,g を回転させる回転演算子である．角度オフセッ

ト θ は，U i,g とW との類似度が最も高くなるように U i,g を回転させる．このとき，

U i,g の重心位置は，W の重心位置と一致すると仮定する．以下の議論では，議論を簡単

にするため，r(U i,g; θ)を U として表記する．

fED(·) は，2 つの図形間の形状の類似距離を 2 つの図形形状の輪郭上の最も近い点間

のユークリッド距離の和として計算する．

fED(A,B) =
1

|A|

|A|∑
i=1

{(
xai − xνB(ai)

)2

+
(
yai − yνB(ai)

)2
}
, (3.3)

ここで，A と B は 2 つの多角形を表す．多角形 A は |A| 頂点 {a1, a2, . . .} を含み，

(xai
, yai

)は ai の座標を示し，
(
xνB(ai), yνB(ai)

)
は ai に最も近い B の輪郭上の点の座

標である．また，
(
xνB(ai), yνB(ai)

)
は必ずしも B の頂点に対応するとは限らず，B の

辺上に存在する場合もあることに注意されたい．

νW (u14)
νW (u15)

νW (u13)
νW (u12)

u13

u12

u14 u15

Obtained tile U

Given figure W Obtained tile U

Given figure W

w95

U (W95) u7

u8

u9

u10
u11

u12

(a) fED (U i,g , r(W ; θ)) では評価できない突出し
た形状の欠損

(b) fED (r(W ; θ),U i,g) では評価できない不要な
凹みの出現

図 3.7. 一方向マッピングでは評価できない場合の例

■(b) 回転関数 回転関数は，辺の長さに対する角度を表した多角形の 1次元表現であ

る [78, 79]．2 つの多角形の回転関数の差は，次のような類似度の目的関数 FTF を提供

する．
FTF (U i,g;W ) = min

θ
fTF (r(U i,g; θ),W ) , (3.4)

fTF (A,B) =

∫ 1

0

|φA(s)− φB(s)| ds, (3.5)
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ここで，AとB は多角形であり，sは正規化された円弧の長さであり，φA(s)は sに対す

る反時計回りの接線の角度を示す回転関数である．A と B の間の回転関数の類似度は，

φA(s)と φB(s)の差分の積分として定義され（図 3.8の灰色部分の合計），差分の積分が

0に近いほどAとB の間の類似性が高いことを示す．fTF (r(U i,g; θ),W )は回転に敏感

であるため，すべての回転角度 θ に対して計算され，最小値が FTF に割り当てられる.

A
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図 3.8. 回転関数 FTF の計算例.

■(c) 重み付き線形和 3つ目の関数である FBM+TF (·)は，双方向マッピングベース

関数と回転関数の重み付き線形和を取った関数であり，これまでの両関数の利点を活かし

た関数である．具体的には，2つの多角形の輪郭を FBM により簡単に評価し，多角形の

局所的な形状を FTF で評価する.

FBM+TF (U i,g;W ) = FBM (U i,g;W ) + βFTF (U i,g;W ) , (3.6)

ここで，β は，各目標図形W に対して自動的に決定される重みパラメータである．重み

付け後，初期個体集団 p1 における，FBM と βFTF の平均値は同一である．

β =

∑Np

i=1 FBM (U i,1;W )∑Np

i=1 FTF (U i,1;W )
(3.7)
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3.4 評価実験

3.4.1 実験準備

本章では，ELTHON の有効性を検証するために 3 つの実験を行った．最初の実験で

は，先行研究の DDGA [25, 26] との比較を行った．この実験により，ELTHON の階層

構造の有効性，つまり，探索空間の縮小効果を明らかにする（実験 1）．2 つ目の実験で

は，ELTHON，DDGA，解析的最適化手法 [18, 19]で生成したタイルの品質の比較を行

う（実験 2）．この実験では，生成されたタイルをいくつかの基準（制約違反数と図形形状

の類似度の指標：実験 2-1）と，主観的な評価（実験 2-2）により評価した．また，実験 2

では，ELTHONの挙動を明らかにした（3.4.3.3を参照）．3つ目の実験では，ELTHON

が漫画のキャラクタなど複雑な形状の図形から，どれだけ効果的にタイルを生成できるか

評価する（実験 3）．

図 3.9は，評価実験で用いる 32枚の目標図形W を示したものである．各目標図形W

は，用いる 32図形の形状を具体的に表現できる 180点（N = 180）で構成されている．

3.4.2 実験 1：階層型最適化方式の構成の有効性の評価

実験 1では，DDGA [25,26]との比較を行った．

本実験では，ELTHONの構成を次のようにした．上位最適化層には，一様交叉，ビッ

ト反転突然変異，世代交代モデルにはMGG [64]を採用した（2.4.3.2項を参照）．停止条

件を指定する関数評価数（FEs）の上限は，50,000FEsする．個体集団サイズ NP，交叉

率，個体あたりの突然変異率 mp，世代交代ギャップはそれぞれ，100，0.96，0.03，0.5

とする双方向マッピングベース関数と回転関数により得られる評価値はオーダーが異なる

ため，ペナルティ関数 ρ は FBM では 100，FTF では 1.0 を自己交差の発生回数に乗じ

た値を加算する．階層構造方式の有効性を明確にするために，ELTHON，DDGAともに

目的関数は FTF とした．また，DDGA [26]の著者は 2つのタイリングパターン（IH07，

IH28）しか実装していないため，実験 1の ELTHONは同じ 2つのタイリングパターン

に限定した．

DDGAのパラメータは参考文献 [26]の値に設定した．個体集団サイズ，交叉率，個体
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S1 S2 S3 S4 S5 S6

S7 S8 S9 S10 S11 S12

S13 S14 S15 S16 S17 S18

S19 S20 S21 S22 S23 S24

S25 S26 S27 S28 S29 S30

S31 S32

図 3.9. 目標図形W
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あたりの突然変異率，次世代に保持されるエリート数をそれぞれ，100，0.98，0.05，2と

した．停止条件は ELTHONとの整合性を考慮して，50,000FEsとした．DDGAにおけ

る対話処理は省略した．各手法について 5試行実験を行った．

図 3.10は，実験の全体的な結果，つまり，個体集団内で最も優れた個体の適応度の推

移を示している．この結果は，32個の目標図形を 5回実行して得られた適応度を平均化

した結果である．図 3.11は実験 1の各結果を示す．図 3.11は，目標図形 S7，S12，S29

の 5 試行の結果を平均化した最良解の適応度の遷移を示す．また，表示されている図形

は，5試行中最も適応度が良い最良解を見つけた試行において，表示されているタイミン

グに生成された最良解である（全図形の結果は付録 Aに示す）．テストした 32図形のう

ち，以下のような傾向が見られた．

Observation 1（2手法による FTF 値の比較） ELTHON は 32 図形中 21 図形（図

3.11 (a)S7，(c)S29 など）において，DDGAよりも優れた FTF 値を示したのに対して，

DDGAは図 3.11 (b)S12 のみ ELTHONを上回った*4．

Observation 2（収束速度） 同一品質の解を見つけるためには，DDGA と比較して

ELTHONが約 33倍の速さで発見できることがわかる．

(Observation 2)の高速化の程度は，2手法により得られた最良解が同じ FTF 値に達した

際の FEsを比較して算出した．図 3.10より，最適化終了時（50,000 FEs）の DDGAに

よる最良解の適応度の平均値は 0.97である．ELTHONは約 1,500 FEsの最適化により，

同品質の解を発見したため，50, 000/1, 500 ≃ 33倍の高速化を実現した．

ELTHON は，Ñ 次元の連続（実数値）探索空間（実験では 60 次元）から N 次元の

バイナリ探索空間（実験では 180次元）に探索空間を縮小した*5．このため，ELTHON

は DDGA よりも短い処理時間で優れた解を発見することができた．探索空間の大きさ

を大まかに比較するため，60 次元の実数値を 100 個の離散値と仮定する．この場合，

ELTHONと DDGAの探索空間サイズはそれぞれ，2180 ≃ 1054 と 10060 = 10120 として

計算される．

ELTHONの計算コストの低さは，全世代の個体ごとに反復処理を行った解析的最適化

*4 有意水準 5%のWelch検定によるもの
*5 180次元はタイリングパターンを選択するための変数を覗いた次元数である．
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図 3.10. 実験 1の結果：32個のすべての図形における，最良解の適応度の遷移の比較

手法にも起因しているを考える．これに対して，DDGAでは，初期個体集団の生成時に

解析的最適化手法を適用するのみである．

3.4.3 実験 2：生成されたタイル形状の従来手法との比較

実験 2 では，ELTHON のタイルの生成性能を解析的最適化手法 [18, 19]，および，

DDGA [25, 26] と比較した．本実験では，生成されたタイルの品質を評価するために，

ELTHONの上位最適化層の目的関数に FBM，FTF，FBM+TF の 3つの関数で試行し，

それぞれの組み合わせを個別にテストした．また，解析的最適化手法と DDGAの目的関

数はそれぞれ FL(式（2.4）)と FTF （式（3.4））を用いた．これらの 5つの手法の性能

比較を図 3.9に示す 32図形について行った．

DDGAと ELTHONについては 5試行行い，解析的最適化手法は粗い目標図形 W̃ と

なる入力を 174回実行し，W̃ の形状を微妙に変更するユーザの試行錯誤を再現した．W̃

の形状の変更を再現するために，与えられた目標図形W の輪郭を構成する点群から頂点

をサンプリングした．サンプリングは 2種類の方法で行った．
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図 3.11. 実験 1の結果：最良解の適応度の遷移の比較

• 等間隔サンプリング (ΣEI): このサンプリング手法は，一定の点数ごとに点を選択

する．選択された点は，ほぼ等間隔で区切られている．

• 三角形分割によるサンプリング (ΣTM): 入力された図形を三角形の集合に分割し，

三角形の全角度の中で最小角度を最大にする Delaunay三角法 [80]を適用して，三

角形の角に対応する点を求めるサンプリング手法である．
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選択された点の総数は，60，120，180点のように変化させた．この 3種類の点数と冗

長性を排除した 29種類のタイリングパターンと上述した 2種類のサンプリング方法を組

み合わせ，1図形に対して 174回の解析的最適化手法を適用してテストを行い，各ケース

で FL が最も低い出力を最良解とする．

ELTHONと DDGAのパラメータは実験 1と同様であるが，ELTHONはタイリング

パターンの全 29種類を用いて評価し，DDGAには（ [25, 26]の実装を踏襲して），シル

エットの類似度を補助的に用いる FTF ベースの関数を導入する*6．

3.4.3.1 実験 2-1：定量評価

■(a) 制約違反数 実験 2 に用いたすべての手法は，条件 2 を満たすことを保証する

が，解析的最適化手法は条件 3を考慮していない．DDGAも ELTHONも自己交差の完

全な排除を保証していないが，いずれの手法も自己交差制約に違反する解にはペナルティ

を与える．そこでそれぞれの手法において，自己交差制約に違反した解の数を調べた．

自己交差の制約に違反する最良解の数を表 3.2に示す．表 3.2より，以下のことが観測

された．

Observation 3（制約違反の比較） 解析的最適化手法では 58.9%，DDGAでは 38.8%

の最良解においてタイルに自己交差を含んでいるのに対して，ELTHONは全 32図形で

制約違反の解消に成功した．

DDGA がペナルティ機構を有するにも関わらず自己交差を除去できなかった理由は，

DDGA の設計変数間に強い依存性があることに起因している．そのため，局所的な最

適条件ができ，辺形状を改善しながら自己交差の制約違反を除去することが難しい．つ

まり，ELTHONは DDGAのように辺形状を直接修正する手法から，解析的最適化手法

のための適切な粗い目標図形 W̃ の頂点を目標図形W からサンプリングする手法へと，

エッシャー化問題を再構築することに成功した．

■(b) 目標図形との類似性 図 3.12から図 3.17は 5つの方法によって生成された S1，

S7，S16，S20，S26，S28 の代表的な結果を示す（全図形の結果は付録 Bに示す）．結果の

*6 実験 2の DDGAの目的関数は，FTF とシルエット画像の類似距離の重み付き線形和であり，2つの図
形を 32× 32画素に縮小したときの画素の一致率を定義する．
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表 3.2. 32図形の目標図形に関する自己交差の制約に違反する最良解の数

目標図形 AM DDGA ELTHON

FBM FTF FBM+TF

S1 5/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S2 3/6 3/5 0/5 0/5 0/5

S3 3/6 2/5 0/5 0/5 0/5

S4 0/6 3/5 0/5 0/5 0/5

S5 1/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S6 6/6 4/5 0/5 0/5 0/5

S7 2/6 1/5 0/5 0/5 0/5

S8 0/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S9 5/6 5/5 0/5 0/5 0/5

S10 4/6 4/5 0/5 0/5 0/5

S11 5/6 4/5 0/5 0/5 0/5

S12 0/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S13 6/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S14 4/6 3/5 0/5 0/5 0/5

S15 6/6 2/5 0/5 0/5 0/5

S16 6/6 2/5 0/5 0/5 0/5

S17 6/6 1/5 0/5 0/5 0/5

S18 1/6 3/5 0/5 0/5 0/5

S19 2/6 1/5 0/5 0/5 0/5

S20 3/6 2/5 0/5 0/5 0/5

S21 5/6 4/5 0/5 0/5 0/5

S22 3/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S23 3/6 2/5 0/5 0/5 0/5

S24 2/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S25 5/6 0/5 0/5 0/5 0/5

S26 4/6 3/5 0/5 0/5 0/5

S27 6/6 2/5 0/5 0/5 0/5

S28 6/6 2/5 0/5 0/5 0/5

S29 2/6 1/5 0/5 0/5 0/5

S30 3/6 5/5 0/5 0/5 0/5

S31 2/6 1/5 0/5 0/5 0/5

S32 4/6 2/5 0/5 0/5 0/5

合計 58.9% 38.8% 00.0% 00.0% 00.0%
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図は，目標図形，得られたタイル，FBM , FTF , FBM+TF の値，選択されたタイリングパ

ターン，最良解の頂点数を示している．最良解は各手法の最小の目的関数値であり，平均

目的関数値は DDGAと ELTHONの 5試行によって得られた最良解と解析的最適化手法

の 6回の最良解（3種類の頂点数と 2種類のサンプリング方法の組み合わせで得られた）

により計算された．最適化中に使用しなかった形状の類似距離（DDGAは FBM，解析的

最適化手法は FTF など）の値は，最適化後に得られた最良解をもとに計算した．平均値

の欄では，タイリングパターンは 5試行中最も頻繁に選択されたタイリングパターンを示

し，解析的最適化手法の場合は最も頻繁に選択されたサンプリング方法も示す．

従来手法と ELTHONの類似度を比較すると，以下のようなことが分かった．

Observation 4（目的関数値の比較） FBM を目的関数として用いた ELTHONは，32

図形中 19図形（S7，S16 など）で解析的最適化手法よりも良い FBM 値を持つ解が得られ

たが，解析的最適化手法は ELTHONよりも良い解は得られなかった．また，FTF を目

的関数として用いた ELTHONは，32図形中 22図形（S26，S28 など）で DDGAよりも

良い FTF 値を持つ解が得られたが，DDGA は ELTHON よりも良い解は得られなかっ

た*7．

FBM を用いた ELTHONは，3.3.2.4項で述べたように，FBM 値を直接適応度として使

用するため，解析的最適化手法よりも FBM 値が良い解が得られる．しかし，目的関数

の数値比較は，エッシャー化問題において必ずしも適切なものではない．図 3.12から図

3.17の目的関数値と得られたタイル形状について，さらに観察した結果をまとめると以下

のようになる．

Observation 5（人間の主観を関数で表現することの難しさ） 実験された関数は，人

間の主観と同じように図形形状の類似度を評価することはできない．

例えば，S1 を解析した場合，FBM と FBM+TF を目的関数とした ELTHONにより生成

された最良解の FBM の値はそれぞれ，12.1と 19.4であるが，タイルは FBM の場合より

FBM+TF の場合の方が目標図形に類似している．次に，S20 を解析した場合，FBM を用

いた解析的最適化手法と ELTHONで生成した最良解の FBM 値はそれぞれ，29.9と 16.0

*7 有意水準 < 0.05のWelchの t-検定により決定される
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であったが，両手法により得られたタイル形状は人間の目から見てかなり類似している．

従って，Observation 5より，FBM は多くの場合，2図形形状間の全体的な類似度を適

切に評価するが，実験に用いた 3つの目的関数は，先行研究と ELTHONの公平な性能評

価比較を提供しない．

AOM [18,19] DDGA [25,26] ELTHON
Goal figure W FL FTF FBM FTF FBM+TF

Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave.
FBM 45.7 198 94.2 215 12.1 16.8 24 83.5 19.4 21.6
FTF 0.93 3.00 0.67 0.85 0.90 0.94 0.57 0.58 0.60 0.61

FBM+TF 222 766 249 318 184 194 134 194 116 138
p IH04 IH41 IH07 IH07 IH47 IH23 IH23 IH23 IH23 IH23

Vertices 120 120 60 60 84 89.8 100 97 100 90.6
downsampl-

ing way
ΣTM

図 3.12. 実験 2-1の結果 (S1)

AOM [18,19] DDGA [25,26] ELTHON
Goal figure W FL FTF FBM FTF FBM+TF

Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave.
FBM 103 147 146 199 24.3 25.7 71.9 82.9 26 35.3
FTF 0.50 0.678 0.74 0.85 0.88 0.91 0.56 0.58 0.53 0.61

FBM+TF 201 233 239 306 135 139 142 155 99 111
p IH23 IH23 IH07 IH07 IH04 IH04 IH04 IH23 IH04 IH04

Vertices 180 120 60 60 96 98.4 90 95.0 90 94.8
downsampl-

ing way
ΣTM

図 3.13. 実験 2-1の結果 (S7)

3.4.3.2 実験 2-2：主観評価

先行研究と ELTHONによるタイルの品質を比較するために，20名の被験者を募り，主

観評価を行った（実験 2-2）．
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AOM [18,19] DDGA [25,26] ELTHON
Goal figure W FL FTF FBM FTF FBM+TF

Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave.
FBM 570 639 235 1010 129 170 295 325 120 135
FTF 5.34 5.79 0.97 1.18 0.94 1.10 0.71 0.73 1.00 1.06

FBM+TF 1090 1198 329 1120 234 277 365 395 220 238
p IH21 IH21 IH07 IH07 IH23 IH23 IH23 IH23 IH23 IH23

Vertices 120 120 60 60 85 89 95 92 100 91
downsampl-

ing way
ΣTM

図 3.14. 実験 2-1の結果 (S16)

AOM [18,19] DDGA [25,26] ELTHON
Goal figure W FL FTF FBM FTF FBM+TF

Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave.
FBM 29.9 68.4 105 170 16.0 16.2 32.0 43.7 18.4 20.6
FTF 0.98 1.00 0.93 1.36 0.75 0.87 0.74 0.77 0.75 0.76

FBM+TF 129 169 201 306 91.0 103 109 121 87.5 96.9
p IH04 IH04 IH07 IH07 IH04 IH04 IH04 IH04 IH04 IH04

Vertices 180 120 60 60 84 101 90 92.4 102 99.6
downsampl-

ing way
ΣTM

図 3.15. 実験 2-1の結果 (S20)

被験者には，先行研究と ELTHONにより生成された 5つの出力を，対応する目標図形

と比較して，類似度により順位付けを行ってもらった．また，同率順位も許容している．

実験した 5つの方法間の統計的有意差は，Friedman検定により評価する．Friedman検

定が有意であった場合，Wilcoxonの符号付き順位検定により評価した．

表 3.3は，5つの方法により生成されたタイルと，被験者により割れ当てられた順位の

平均と標準偏差を示す．最良解と 2 番目に良い結果に有意差がある場合，最良の結果が

太字で強調表示される．最良解と 2番目に良い結果に有意差は無いが，2番目に良い結果

と 3番めに良い結果に有意差がある場合，上位 2つの良い結果の順位が強調表示される．
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AOM [18,19] DDGA [25,26] ELTHON
Goal figure W FL FTF FBM FTF FBM+TF

Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave.
FBM 303 351 161 288 66.4 73.0 205 226 77.4 81.8
FTF 2.87 3.25 0.95 1.02 1.13 1.18 0.86 0.88 0.90 0.98

FBM+TF 644 738 287 410 201 214 312 330 186 199
p IH04 IH04 IH28 IH28 IH04 IH04 IH07 IH07 IH04 IH04

Vertices 60 120 60 60 102 99.6 90 91.6 96 96
downsampl-

ing way
ΣEI

図 3.16. 実験 2-1の結果 (S26)

AOM [18,19] DDGA [25,26] ELTHON
Goal figure W FL FTF FBM FTF FBM+TF

Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave. Best Ave.
FBM 310 498 122 195 53.4 57.6 93.2 125 61.1 71.0
FTF 5.09 6.53 0.878 1.02 0.70 0.76 0.54 0.57 0.56 0.61

FBM+TF 991 1372 256 332 150 160 165 202 140 153
p IH47 IH47 IH07 IH07 IH04 IH04 IH04 IH04 IH04 IH04

Vertices 180 120 60 60 96 98.4 90 90.6 90 93.6
downsampl-

ing way
ΣEI

図 3.17. 実験 2-1の結果 (S28)

Friedman検定が有意でない場合，または上位 3つの結果がWilcoxonの符号付き順位検

定で有意差がない場合，結果は強調表示されない．

所見をまとめると以下のようになる．

Observation 6（目標図形との類似度の比較） 全体的に，FBM と FBM+TF を用いた

ELTHON は，32 図形の目標図形のうち，それぞれ 16 図形，11 図形の目標図形に対し

て，最も視覚的に類似した結果を示した．解析的最適化手法は 2図形において最も目標図

形に類似するタイルを生成したが，DDGAはほとんどの場合において最も類似していな

結果となった．
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FTF を用いた ELTHONでは，2図形（S1，S28）のみが上位の結果となった．いずれの場

合も，FTF の結果は FBM+TF と同等の結果を示した．そこで，次のような観察を行った

Observation 7（回転関数の寄与） 回転関数 FTF は，FBM が局所的で微妙な形状の

改善に役立つこともあるが，通常では，FBM が FTF よりも人間の主観に近い結果を示

した．

3.4.3.3 階層型最適化方式の動作

ELTHONの挙動を調べるために，ELTHONの 96回の試行（3つの目的関数と目標図

形 32図形，および，5試行のうち適応度が最も優れた最良解が得られた 1試行の組み合

わせ）において，選択されたタイリングパターンの遷移と選択された頂点数の遷移を観察

した．

図 3.18は，最適化が進むにつれて，全個体で選択されるタイリングパターンの割合の

遷移をプロットした図である．選択されたタイリングパターンの割合は色で区別されて，

最終世代の最良解が選択したタイリングパターンには丸印を付ける．

96試行のすべてのケースで，初期個体集団では，すべてのタイリングパターンが等しく

選択されている．そして，最適化が進むにつれて，タイリングパターンの割合には 2つの

傾向が見られた．

1つ目の傾向は，85%のケースで見られた（図 3.18(a)）が，最終世代で最も優れた個体

が選択したタイリングパターンの割合が単調に増加する．例えば，図 3.18 (a)では，IH01

の割合は，200世代目までに急激に増加し，その後，最終世代まで一定の割合を保った．

2つ目の傾向は，残りの 15%のケースで見られた（図 3.18(b))）では，最適化の途中ま

では，最良解が選択するタイリングパターンとは異なるタイリングパターンの割合が増加

していたが，その後，他のタイリングパターン（最良解が選択するタイリングパターンを

含む）の割合が増加し，最終的には，その割合が逆転した．

上記の結果から，ELTHONは多点探索の明確な優位性が明らかになった．

Observation 8（局所解からの脱出） ELTHON は，タイリングパターンにより局所

最適解から脱出する．局所最適解は，最終的には最適ではない中間的に良いタイルを生成

する．
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表 3.3. 実験 2-2：主観評価の結果

AM DDGA ELTHON

Fig FBM FTF FBM+TF

Ave. S.D. Ave. S.D. Ave. S.D. Ave. S.D. Ave. S.D.

S1 4.00 (±0.00) 4.95 (±0.22) 2.80 (±0.51) 1.70 (±0.56) 1.25 (±0.62)
S2 2.35 (±0.57) 5.00 (±0.00) 1.15 (±0.65) 3.65 (±0.57) 2.45 (±0.80)
S3 3.55 (±1.07) 5.00 (±0.00) 2.20 (±0.93) 1.85 (±0.85) 2.05 (±0.97)
S4 1.75 (±0.94) 5.00 (±0.00) 3.40 (±1.11) 2.10 (±0.77) 2.20 (±0.87)
S5 2.50 (±1.07) 5.00 (±0.00) 1.55 (±0.97) 3.25 (±0.77) 2.55 (±0.86)
S6 3.05 (±0.59) 4.95 (±0.22) 1.70 (±0.64) 3.75 (±0.62) 1.35 (±0.48)
S7 3.70 (±0.56) 5.00 (±0.00) 1.05 (±0.22) 2.80 (±0.68) 2.25 (±0.77)
S8 1.65 (±0.85) 4.85 (±0.65) 1.60 (±0.80) 4.05 (±0.22) 1.75 (±0.94)
S9 3.05 (±0.74) 4.90 (±0.30) 1.20 (±0.51) 3.65 (±0.85) 2.00 (±0.55)
S10 3.55 (±0.80) 4.95 (±0.22) 2.00 (±0.45) 3.25 (±0.54) 1.20 (±0.40)
S11 2.80 (±1.12) 5.00 (±0.00) 1.90 (±0.89) 2.40 (±0.97) 2.65 (±1.15)
S12 2.05 (±0.74) 3.25 (±1.22) 2.70 (±1.10) 4.85 (±0.48) 1.70 (±0.95)
S13 1.95 (±1.07) 4.95 (±0.22) 3.00 (±1.00) 2.60 (±1.32) 2.20 (±0.87)
S14 1.90 (±0.94) 5.00 (±0.00) 1.75 (±0.89) 3.20 (±0.98) 3.05 (±0.74)
S15 3.55 (±0.80) 5.00 (±0.00) 1.80 (±1.08) 2.05 (±1.02) 2.15 (±0.91)
S16 3.95 (±0.22) 5.00 (±0.00) 1.40 (±0.58) 2.85 (±0.57) 1.50 (±0.50)
S17 2.75 (±0.83) 4.80 (±0.87) 1.20 (±0.87) 3.50 (±0.81) 2.35 (±0.73)
S18 3.90 (±0.44) 5.00 (±0.00) 1.25 (±0.54) 2.70 (±0.71) 1.60 (±0.58)
S19 3.50 (±0.97) 4.75 (±0.62) 1.15 (±0.36) 3.30 (±0.84) 2.00 (±0.71)
S20 1.90 (±0.99) 5.00 (±0.00) 1.80 (±0.93) 3.45 (±1.07) 1.85 (±0.85)
S21 3.85 (±0.36) 5.00 (±0.00) 1.55 (±0.50) 3.15 (±0.36) 1.25 (±0.43)
S22 2.80 (±0.68) 4.15 (±0.36) 1.30 (±0.56) 4.75 (±0.43) 1.90 (±0.44)
S23 4.55 (±0.92) 3.65 (±1.15) 1.60 (±0.92) 2.25 (±0.89) 2.40 (±0.92)
S24 1.30 (±0.78) 5.00 (±0.00) 2.00 (±0.95) 3.35 (±1.06) 2.50 (±1.07)
S25 3.05 (±0.59) 4.20 (±0.60) 1.45 (±0.59) 4.40 (±0.73) 1.65 (±0.57)
S26 3.95 (±0.50) 4.75 (±0.43) 1.65 (±0.48) 3.15 (±0.48) 1.25 (±0.43)
S27 2.90 (±1.04) 4.80 (±0.87) 2.05 (±1.02) 2.90 (±1.30) 1.90 (±0.94)
S28 4.10 (±0.30) 4.90 (±0.30) 2.65 (±0.73) 1.65 (±0.73) 1.65 (±0.57)
S29 3.75 (±0.70) 4.95 (±0.22) 1.40 (±0.58) 2.65 (±0.79) 1.90 (±0.99)
S30 3.00 (±0.63) 4.85 (±0.48) 1.80 (±0.68) 3.85 (±0.57) 1.30 (±0.56)
S31 4.00 (±0.00) 5.00 (±0.00) 1.75 (±0.94) 1.90 (±0.77) 1.75 (±0.83)
S32 2.70 (±0.95) 4.90 (±0.30) 1.35 (±0.79) 3.55 (±0.86) 2.35 (±0.91)
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図 3.18(b)では，200世代目に IH07を持つ個体が個体集団内の 4分の 1を占めている

が，IH07 を用いた最良解の FTF 値は 0.81 で止まっている（図 3.19(a) に IH07 を選択

した個体のタイルを示す）．探索の中盤以降，IH04を選択する個体が増加する．最終的に

は，個体群の中で最も優れた個体の FTF 値は 0.56となり，タイリングパターンは IH04

を選択した（図 3.19(b)に IH04を選択した個体のタイルを示す）．

(a) S8 (FBM ) (b) S14 (FBM )

図 3.18. 選択された TPの割合の遷移例

(a) IH07を選択した個体 (b) IH04を選択した個体

図 3.19. タイリングパターンによる S7 のタイルの違い

また，全頂点の中で選択された頂点数の割合は，選択されたタイリングパターンよりも

単純に変化した（S7 と S13 の代表例を図 3.20に示す）．図 3.20では，最終世代で最適解

が選択した頂点数の総数を，それぞれのケースで囲んでいる．最適解が選択した頂点数の

割合は，探索開始から中盤にかけて増加し，それ以降は減少しなかった．
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(a) S7 (FBM ) (b) S13 (FTF )

図 3.20. 選択された頂点数の遷移例

3.4.4 実験 3：漫画のキャラクタへの応用

最後の実験では，ELTHONが複雑な漫画のキャラクタをタイルに変形できることを実

証する．

目標図形は図 3.21(a)と (b)，3.22(a)と (b)に示すキャラクタ（目標図形 S33 と S34，

S35，S36）である．図 3.21(c)と (e)，3.22(c)と (e)はそれぞれ，FBM と FBM+TF，FTF，

FBM を用いた ELTHON により選択された頂点を示し，図 3.21(d) と (f)，3.22(d) と

(f)は，ELTHONが生成したタイルを示す．選択されたタイリングパターンは S33 では

IH28，S34 では IH04，S35 では IH46，S36 では IH21 である．図 3.21(g) は図 3.21(d),

(f)の輪郭を，図 3.22(g)は図 3.22(f)の輪郭を，人手により少し修正したタイルである．

以上の結果から，ELTHONによって生成されたタイルは，特徴的な凹凸を維持しつつ，

所定の形状に類似することが分かった．
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(a) 目標図形 S33
*8 (b) 目標図形 S34

*8

(c) S33 のために選択

された頂点

(d) S33 から生成した

タイル

(e) S34 のために選択

された頂点

(f) S34 から生成した

タイル

(g) S33 と S34 の内部絵を手動で描画したタイル

図 3.21. 実例に適用した結果（S33，S34）

*8 c⃝2008 Studio Ghibli・NDHDMT https://www.ghibli.jp/works/ponyo/#&gid=1&pid=30
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(a) 目標図形 S35
*9 (b) 目標図形 S36

*9

(c) S35 のために選択

された頂点

(d) S35 から生成した

タイル

(e) S36 のために選択

された頂点

(f) S36 から生成した

タイル

(g) S35 と S36 の内部絵を手動で描画したタイル

図 3.22. 実例に適用した結果（S35，S36）

*9 c⃝1988 Studio Ghibli https://www.ghibli.jp/works/totoro/#&gid=1&pid=19
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3.5 おわりに

本章では，階層型最適化方式に基づくエッシャー風タイルを生成する手法（Escher-Like

Tile design method using Hierarchical OptimizatioN : ELTHON）を提案した．上位最

適化層は下位最適化層への適切な入力を探索し，固有値問題を解くことでタイルを生成す

る．つまり，上位最適化層は解析的最適化手法で必要とされる試行錯誤処理を代替するも

のである．ELTHONは，下位最適化層に解析的最適化手法を用いてエッジ形状の制約を

満たす図形を解析的に導出し，上位最適化層にメタヒューリスティクスを用いて図形間

の類似性をより適切に評価し，かつ，目標図形W の形状の調整作業を自動化する．実験

の結果より，ELTHONで生成したタイルは，解析的最適化手法の手作業を省きつつ，与

えられた目標図形形状に近似することを確認した．また，階層的に最適化を行うことで，

エッシャー化問題の難しさを分割して解くことが可能なことを確認した．さらに，3つの

目的関数の性能を評価，比較し，その有効性が与えられた目標図形形状に依存することを

確認した．
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階層型最適化方式の拡張

本章では，階層型最適化方式を具体化した第 2の手法，すなわち，タイリングに適した

目標図形を生成することで，目標図形に類似するタイルを生成する手法の提案を行う．本

手法は，先行研究 [17–26]では考慮されていない新たな問題設定を解く手法である．エッ

シャー化問題においては一般に，目標図形は人間により描画されることを前提としていた

が，提案手法 2は映像や CGモデルを用いてタイルに適した目標図形を生成する．提案手

法 2は 3つの階層から構成されており，上位最適化層では，対象オブジェクトの画像をパ

ラメトリックに生成するモデルを用いて，潜在変数の最適化によりタイリングに適した目

標図形を生成する．中位および下位は，目標図形に類似するタイルを生成する．これによ

り，目標図形の描画の試行錯誤が不要となることが期待できる．

提案手法 2を提案するために，エッシャー化問題をもとに新たな問題の定義を行う．提

案手法 2は，エッシャー化問題に 4番目の条件を追加した問題を解決する．

条件 4： 目標図形W は対象オブジェクトの特徴を有する

先行研究 [17–26] では，目標図形W は人間により描画または準備されることを前提し

ているため，対象オブジェクトの特徴を有し，タイリングに適する目標図形であるかは，

タイルをせいせいするまで不明である．そこで，提案手法 2 が解決する問題は，対象オ

ブジェクトの特徴を有し，タイリングに適する目標図形W，および，タイルの生成を目

指す．

提案手法 2は，上記の問題（タイル生成問題）が含む 2つの難しさを解決することで，
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目標図形を自動生成し，生成した目標図形からタイルを生成する．提案手法 2は，上位最

適化層において目的関数が曖昧な難しさ，および，探索空間が膨大である難しさを解決

し，中位・下位最適化層において制約条件が強い難しさ，および，目的関数が曖昧な難し

さを解決する．実験により，本手法は，タイリングに適した目標図形を生成することを確

認した．

まず，4.1節では，第 3章にて提案した ELTHONの問題点，および，本章の要点につ

いて述べる．次に，4.2節では，処理手順や目的関数など，提案手法 2の詳細を示す．4.3

節では，実験により提案手法 2の有効性を示す．4.4節では，本章の結論を述べる．

4.1 はじめに

　 本章では，先行研究 [17–26]とは異なる問題設定とし，タイリングに適した目標図形

とタイルを同時に生成する問題を解決する．

先行研究，および，第 3章にて提案した ELTHONは，入力された目標図形に類似する

タイルを得ることを目的としている．しかし，エッシャー化問題には，目標図形を用意す

ることが難しいという問題点がある．これは，目標図形の形状によって，タイルへの変換

が難しい図形が存在することが要因である．この難しさは，問題自体に起因するものであ

り，タイルに変形が困難な図形，および，解は存在するが最適な解を発見することが難し

い図形が存在する．例えば，円をタイルに変形すると六角形にしか変換できず，これ以上

円に似せることはできない．これは，前者の問題の一例である．一方，後者の問題の一例

は，図 4.1に示すように，同じオブジェクトであっても，ポーズが異なるとタイルに変形

することが難しい場合がある．上記のことより，タイリングに適した目標図形を探索す

ることが重要であることがわかる．このため，先行研究，および，第 3 章にて提案した

ELTHONでは，入力する目標図形を何度も描き直す必要がある．

本章では，タイリングに適した目標図形を生成する問題を解決することを目的として，

対象オブジェクトの画像をパラメトリックに生成するモデルを構築し，潜在変数の最適化

によりタイリングに適した目標図形を生成する手法を提案する．これにより，目標図形の

描画の試行錯誤が不要となり，訓練データに含まない画像の生成も期待される．またこの

手法を本論文では，TIling design from Movies using Hierarchical OptimizatioN と命
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1) 目標図形W 2) タイル U 1) 目標図形W 2) タイル U

(a) 良い例 (b) 悪い例

図 4.1. 目標図形W から影響を受ける例

名し，以降この手法を指す際は，TIMHONと呼ぶ．

本章で提案する手法は，三階層からなる最適化手法となっている．まず，ConvVAE [72]

（2.5.2 項参照）により訓練データの低次元特徴量空間を学習する．次に，学習した

ConvVAE の潜在変数を最適化することにより，タイリングに適した目標図形を生成す

る．提案手法は，上位最適化層にて潜在変数の最適化をメタヒューリスティクスにより行

い，中間・下位最適化層には第 3章にて提案した手法を用いて，タイルを生成する．

TIMHONが解決する問題は，設計変数の次元数が多いより問題を解くことが難しい，

および，図形間の類似性を評価する万能な関数は発見されていない難しさ，さらに，強い

制約条件を持つため，解の発見が容易でない難しさを含む．これらの難しさは，タイル生

成における，目標図形を用意することの難しさ，および，図形同士のエッジ形状が一致す

る制約を満たしつつ，目標図形に類似するタイルを生成する難しさに該当する．これら

の難しさを解決するために，TIMHONは，上位最適化層に機械学習の生成モデルとメタ

ヒューリスティクスを用いて，目標図形をパラメトリックに生成する．これにより，図形

を生成するという膨大な探索空間を生成モデルの潜在変数空間に圧縮することができる．

探索空間を圧縮することで，図形を生成するという自由度が高い問題を解くことが可能と

なる．さらに，中位・下位最適化層に ELTHONを用いて，目標図形に類似するタイルを

生成する．上記のように階層的に最適化を行うことで，目標図形とタイルを同時に設計す

る問題の難しさを解くことが期待される．
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4.2 アルゴリズムの構成

　

4.2.1 基本的なアイデア

本章では，映像よりキャラクタ画像が生成可能なモデルを学習し，タイリングに適した

キャラクタのポーズを選択，および，生成する手法を提案する．本手法は，単に映像から

タイリングに適したキャラクタのポーズを選択するのみではない．映像から訓練画像を作

成し，この訓練画像からパラメトリックにタイリングに適したキャラクタのポーズを生成

する．これにより，訓練データ内に含まれないキャラクタのポーズが生成されることが期

待できる．以下に，TIMHONの基本アイデアを示す．

アイデア 1: ConvVAEによるキャラクタ画像の潜在変数の学習：ConvVAE [72]（2.5.2項参

照は，低次元の潜在変数によりキャラクタのポーズの特徴を表現することができ

る．また，潜在変数を変更することでキャラクタのポーズを連続的に変形，およ

び，補間することが可能である．

アイデア 2: 潜在変数の最適化：タイリングに適したキャラクタのポーズを探索するために，潜

在変数の最適化を行う．TIMHON ではさまざまなポーズを取得するために，個

体集団の多様性を維持しつつ，徐々に収束することが可能な自己適応型差分進化

（jDE）[56]（2.4.3.1項参照）を採用する．デコードしたキャラクタのポーズの輪郭

形状が ELTHONの入力となる．ELTHONにより，タイルへの変形，および，元

のキャラクタのポーズとタイルの類似度を評価する．

図 4.2 に TIMHON の構造と ELTHON と解析的最適化手法 [18, 19] の関係を示す．

TIMHONの入力は，タイルに変形したい対象キャラクタを含む映像であるのに対して，

ELTHONの入力は，キャラクタの輪郭形状である．このため，TIMHONは，キャラク

タのポーズを生成するための上位最適化層と，目標図形W の輪郭形状を修正して W̃ を

探索するための中間最適化層，および，W̃ をタイルに変形するための下位最適化層の 3

層からなる階層型最適化方式となっている．

84



第 4章 階層型最適化方式の拡張

Character image

generation

Character image

contour modification

Tileable image

generation

Input video images

Tiles

Koizumi’s analytical

optimization method

ELTHON

The proposed method

図 4.2. TIMHONの構造と先行研究との関係

ここで，TIMHON は，対象キャラクタのシルエット（輪郭）を生成する手法であり，

輪郭内部の画像の生成は行わないことに留意されたい．エッシャー化問題の最も難しい点

は，タイルの輪郭を求めることであり，タイルの輪郭に従って内部の絵を描くことは難し

くないため，生成の対象としない．

4.2.2 処理手順

TIMHONは，図 4.3に示すように学習フェーズとタイル生成フェーズの 2つのフェー

ズから構成される．学習フェーズでは，入力された映像から抽出した対象キャラクタのシ

ルエット画像を用いて ConvVAE [72]の学習を行う．TIMHONでは，対象キャラクタの

ポーズを得ることを目的としているため，対象キャラクタの輪郭内部の情報は無視する．

ConvVAEを学習させたあと，生成フェーズではタイリングに適したキャラクタのポーズ

を生成し，生成されたキャラクタの輪郭形状をタイルに変形する．タイル生成フェーズは

図 4.2に示す 3階層の TIMHONを用いて目標図形とタイルを生成する役割を持つ．

学習フェーズとして，映像から ConvVAEの訓練データを作成し，ConvVAEの学習を

行う．まず訓練データの作成では，映像をフレームに分け，セマンティックソフトセグメ

ンテーション [81] により各フレームを対象キャラクタ（前景）とその他（背景）に分離
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され，Tf フレームに対して，前景と背景のラベル付けを手動で行う．その後，残りのセ

グメンテーションされたフレームは，HSVヒストグラムを特徴量とした，単純な k-近傍

法により自動的に前景と背景のラベル付けが行われる．抽出された対象キャラクタは白

黒のシルエット画像に変換され，対象キャラクタの大きさにトリミングされて，Pt × Pt

ピクセルにリサイズする．図 4.4に訓練データの一例を示す．上記の処理により得られた

Pt × Pt ピクセルのシルエット画像が ConvVAEの訓練データとなる．ConvVAEは教師

なし学習であるため，TIMHON の学習フェーズで行う手作業は，Tf フレームに対して

行うラベル付けのみである．

Semantic segmentation

Character extraction 

using k-NN

Training Conv-VAE

Generate initial population

Image reconstruction 

using Conv-VAE

Tile generation 

using ELTHON [14]

Evaluation

Check stop condition

Population reproduction

Learning phase Tile generation phase

Input video images

Tiles

Conv-VAE

Solution candidate 

reproduction

Initialization

Solution candidate evaluation

Select constraint matrix ��

according to tiling pattern

Calculate orthogonal 

matrix � from ��� � �

Calculate tileable shape 

� � ��
�
�

The upper layer The middle layer (ELTHON [14]) The lower layer [4, 5]

図 4.3. TIMHONの処理手順

図 4.4. ConvVAEの訓練データの例

タイル生成フェーズでは，タイリングに適したキャラクタのポーズを探索するために適
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切な潜在変数値の組み合わせを求める．そして，生成されたキャラクタの輪郭形状をタイ

ルに変形する．図 4.3に示すように，タイル生成フェーズでは，メタヒューリスティクス

を用いて，解候補の生成と評価を繰り返し行う．これは，最適化の設計変数が ConvVAE

が学習した潜在変数値の組み合わせであり，キャラクタのポーズを ConvVAE のデコー

ダを用いて復号しているためである．潜在変数の最適化により生成されたキャラクタの輪

郭形状をタイルに変形後，上位最適化層にてタイルの評価を行い，新たな解候補を生成す

る．ここで，TIMHONでは，生成されたキャラクタの輪郭形状をタイルに変形するため

に ELTHON（第 3章を参考）を使用しているが，エッシャー化問題を解決する手法であ

れば，どの手法でも適用可能である．TIMHONで ELTHONを用いる理由は，目標図形

に類似するタイルを生成できるためである．上記の処理を停止条件が成立するまで繰り返

し実行する．

図 4.5に TIMHONが用いる ConvVAEのネットワーク構造を示す．エンコーダは，2

層の畳み込み層と全結合層から構成され，全ての層の活性化関数として ReLU 関数を用

いる．全結合層は平均 µと分散 σ を出力して，入力データポイント xの潜在変数 z を生

成する（詳細は 2.5.2項を参照）．一方，デコーダは，全結合層と 2層の逆畳み込み層から

構成される．上記のエンコーダ・デコーダネットワークにより，入力データポイント xの

次元を減らすことができる．ここで，潜在変数 z の次元数は Dl 次元とする．

4.2.3 潜在変数の最適化

TIMHONでは，潜在変数の最適化により，タイリングに適し，かつ，映像に含まれな

いキャラクタのポーズを生成する．

最適化を行う設計変数は，Dl 次元の潜在変数 z（図 4.6）であり，最小化する目的関

数 Flo は，ConvVAE のデコーダを用いて生成されたキャラクタの輪郭形状W (z) と

ELTHON により変形されたタイル形状 U(z) との形状の類似度の距離，および，U(z)

の形状の複雑度の重み付き線形和である．W (z)とU(z)の形状の類似度の距離は小さい

ほど類似性が高いことを示し，U(z)の形状の複雑度は大きいほど U(z)の形状が単純で

ないことを示す．

Flo(z) = γFBM (U(z),W (z)) + (1− γ)FC (U(z)) + ρ (W (z)) . (4.1)
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28x28x1

Conv

14x14x16
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z
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�

Input Latent vector

(a) エンコーダネットワーク

z

Deconv

14x14x32

Deconv

28x28x16

28x28x1
FC

16

OutputLatent vector

Deconv

28x28x1

(b) デコーダネットワーク

図 4.5. TIMHONが用いる ConvVAEのネットワーク構造

ここで，U(z) は潜在変数 z から復元したキャラクタの輪郭形状W (z) を ELTHON

により変換したタイルを表す．また，FBM は，双方向マッピングベース関数（3.3.2.4(a)

項を参照）であり，FC(U(z))は形状の複雑さを評価する関数であり，以下の数式で表現

される．

FC(U(z)) =
l(U(z))

2
√

S(U(z))π
(4.2)

ここで，l(U(z))と S(U(z))はそれぞれ，U(z)の輪郭の長さとU(z)の面積を示す．ま

た， U(z)と同じ面積を持つ円の円周と U(z)の円周の長さの比を示す FC(U(z))を導

入することで単純すぎる形状を持つタイルが生成されることを抑制する．

ρ(W (z))は品質の悪いW (z)を抑制するために，W (z)が「W (z)は，大きなボケを

持つ領域を含まない」と「W (z) の隣接する領域が 1 つである」という 2 つの制約条件

に違反した場合，ペナルティ値を返す関数である．ρ(W (z))は，以下の式により計算さ

れる．
ρ(W (z)) = ρblur(W (z)) + ρcont(W (z)) (4.3)
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図 4.6. TIMHONの上位最適化層の個体表現

ρblur(W (z)) =

{
Vblur if var(L(W (z))) < Rblur

0 otherwise
(4.4)

ρcont(W (z)) =

{
Vcont if Narea(W (z)) > 1
0 otherwise

(4.5)

ここで， var(L(W (z)))は復元されたW (z)のラプラシアンフィルタ [82, 83]の分散

を表す．Narea(W (z))は，W (z)の隣接する領域の数がを表す．

1 つ目の制約条件であるW (z) は，大きなボケを持つ領域を含まないは，W (z) のボ

ケ度合いを数値化し確認する．W (z) のボケ度合いは，W (z) にラプラシアンフィルタ

を適用して，適用後に得られた画像 L(W ) の分散 var(L(W (z))) を計算する [82, 83]．

var(L(W (z))) が閾値 Rblur を下回った場合，W (z) はボケ度合いが強いとしてペナル

ティ値を与える．ラプラシアン画像の分散 var(L(W (z)))を用いて画像のボケ具合を表

す式は以下のように示せる．

var(L(W (z))) = Σ(i,j)∈Ω(x,y)(∆I(i, j)− ∆̄I)2 (4.6)

ここで，Ω(x, y)はピクセルの局所近傍を示し，∆I はラプラシアンフィルタで畳み込んだ

ラプラシアン画像を示し，∆̄I は Ω(x, y)内のラプラシアン画像の平均値を示し，i, j は画

像内の座標を示す．上記の式をW (z)全体に適応することで，W (z)のボケ度合いを表

すことができ，var(L(W (z))) が閾値 Rblur を下回った場合は，W (z) のボケ度合いが

強いと判断する．また，ラプラシアンフィルタを適応後の画像の分散により，画像のボケ

度合いを評価できる理由は以下の通りである．一般的にラプラシアンフィルタは，エッジ
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検出に使用されており，焦点があった画像であれば，エッジ部分と非エッジ部分（背景）

との差が大きくなり，画像の分散が大きいことを示す．一方，画像の分散が小さい場合，

エッジ部分と非エッジ部分（背景）との差が小さくなり，画像中のエッジ部分が少なくな

り，ボケた画像であると判断ができる．このため，ラプラシアンフィルタを適用した画像

の分散により，画像のボケ度合いを評価できる．

2 つ目の制約条件である W (z) の隣接する領域が 1 つであるは，W (z) 内の隣接

する領域が 1 つであるか確認する．W (z) を 2 値画像に変換し，W (z) 内の領域数

Narea(W (z))を検出し，Narea(W (z))が 2以上存在する場合，ペナルティ値を与える．

つまり，Narea(W (z))は，W (z)内の連結成分の総数である．ただし，Narea(W (z))が

2以上の場合でも，隣接する領域サイズが小さい（領域を構成する画素数が少ない）場合

は，領域として扱わない．

TIMHON は，各解候補 xi に自身の制御パラメータ（スケールファクタ Fi と交叉率

CRi）を持つ単純な自己適応機構を持つ jDE [56]を用いる．詳細な説明は，2.4.3.1項を

参照されたい．

4.3 評価実験

4.3.1 実験準備

本章では，TIMHON の有効性を検証するために，映像からタイルを生成する実験を

行った．この実験では，猫の映像 69本（映像 1本あたり平均 2,673フレーム）を含むデー

タセットを作成した．上記のデータセットを作成するために，セグメンテーションを行う

のために 150フレーム，すなわち，1つの映像に対して Tf =2または 3フレームに手動

でラベル付けを行った．

TIMHONの ConvVAEに関するパラメータは以下のように設定した．入力画像サイズ

Pt を 28ピクセル，潜在変数空間の次元数Dl を 6から 10次元，バッチサイズを 128，エ

ポック数を 200とした．jDEの制御パラメータ FL, FU , RSF , RCR は，参考文献 [58]を

もとにそれぞれ，0.1, 0.9, 0.1, 0.1 とした. jDEにおける停止条件，個体集団サイズはそ

れぞれ，500，10とした．残りのパラメータ Vblur, Vcont, Rblur, γ はそれぞれ，103, 103,

3.0× 103, 0.01と設定した．ELTHONは，一様交差，ビット反転による突然変異，MGG
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世代交代モデル [64]を用いた．停止条件，個体集団サイズ，交叉率，突然変異率，試行回

数は，25,000, 50, 0.4, 0.03, 1 とした．

4.3.2 実験結果

図 4.7は，訓練済の ConvVAEの潜在変数空間を可視化した例を示す．図 4.7(a)に示

すDl = 7の結果では，z1 と z6 をそれぞれ [−4.0, 0.0]，[−4.0, 4.0]の範囲で変化させ，z2,

z3, z4, z5, z7 をそれぞれ 2.0, 0.0, 0.0, 0.0, 0.0 に固定した結果である．図 4.7(a) より，

縦軸の値が小さくなるにつれて，立っている猫が徐々に座るポーズに変化している．同様

に，図 4.7(b)に示す Dl = 10の結果では，z3 と z5 をそれぞれ，[−4.0, 4.0]，[−4.0, 0.0]

の範囲で変化させ，z1, z2, z4, z6, z7, z8, z9, z10 をそれぞれ，0.0, 1.0, 2.0, 1.0, 2.0, 1.0,

1.0, 2.0に固定した結果である．図 4.7(b)より，横軸の値が大きくなるにつれて，左を向

いていた猫が徐々に右を向くように変化している．

(a) Dl = 7 の結果 (横軸と縦軸はそれぞ

れ，−4.0 ≤ z1 ≤ 0.0, −4.0 ≤ z6 ≤ 4.0.

z2, z3, z4, z5, z7 はそれぞれ，2.0, 0.0,

0.0, 0.0, 0.0に固定した結果).

(b) Dl = 10の結果 (横軸と縦軸はそれぞ

れ，−4.0 ≤ z3 ≤ 4.0, −4.0 ≤ z5 ≤ 0.0.

z1, z2, z4, z6, z7, z8, z9, z10 はそれぞれ，

0.0, 1.0, 2.0, 1.0, 2.0, 1.0, 1.0, 2.0 に固

定した結果).

図 4.7. 訓練済み ConvVAEの可視化結果の例.
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図 4.8から 4.12は，jDEを用いて潜在変数を最適化して生成したタイリングに適した

ポーズを持つキャラクタ画像と，ELTHON を用いてタイルに変形した結果を示してい

る．また，目的関数 Flo(z)の値も示す．図は潜在変数空間の次元を 6から 10次元に変更

した場合の結果を示している．

提案手法は，多点探索の利点を活かして，タイリングに適したさまざまなキャラクタの

ポーズを探索している．また，各復元画像W (z) に最も類似する訓練画像も図 4.8 から

4.12に示している．図 4.8の 3番目，4番目の結果，図 4.10の 1番目の結果，図 4.12の

3番目，5番目の結果のように，尻尾の位置や足の位置が異なるなど，訓練画像に似てい

ない復元画像W (z) の出力も発見された．このことから，ConvVAE は訓練画像の中か

ら中間的なポーズを生成することに成功して，jDEを用いた潜在変数の最適化により，タ

イリングに適したキャラクタのポーズを補間できていることがわかった．

TIMHONは，訓練画像の部分的な形状を組み合わせることで，訓練画像に似ていない

復元画像W (z)を出力したと考える．また本実験では，復元画像W (z)に最も類似する

訓練画像の探索には，単純なピクセル間のハミング距離を用いている．このため，キャラ

クタのポーズの類似性までは考慮できていないと考える．この理由により，訓練データ内

に復元画像W (z)により類似する訓練画像が存在する可能性がある．

図 4.13に本評価実験で得られたタイルを用いたタイリングアートを示す．内部のイラ

ストは，人間により描かれたものである．図 4.13より，TIMHONはさまざまなポーズの

猫のタイルの生成に成功していることがわかる．

4.4 おわりに

本章では，映像からタイリングに適したキャラクタ画像を生成し，タイルに変形する手

法を提案した．TIMHONは，ConvVAEを用いてキャラクタの特徴量空間を学習し，タ

イリングに適したキャラクタのポーズを探索し，映像に含まれていない新たなポーズを生

成することができる．実験結果より，TIMHONは，タイリングに適したさまざまなポー

ズのキャラクタ画像を探索することに成功し，訓練データに含まれないポーズも生成する

ことができた．また，階層的に最適化を行うことで，目標図形とタイルを同時に生成する

問題の難しさを分割して解くことが可能なことを確認した．一方，定量的な評価実験や復
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Conv-VAE の
出力W (z)

タイル U(z)
Flo(z) 0.8228 0.8497 1.1733 0.8179 0.8349

最も
類似した
訓練画像

図 4.8. Dl = 6の実験結果.

元画像W (z)と訓練画像の適切な比較を行えていないため，今後はこれらの点に関して

追加実験や改善が必要である．
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Conv-VAE の
出力W (z)

タイル U(z)
Flo(z) 0.8849 0.8153 0.7446 0.7927 0.8324

最も
類似した
訓練画像

図 4.9. Dl = 7の実験結果.

Conv-VAE の
出力W (z)

タイル U(z)
Flo(z) 0.9454 0.8046 0.7680 0.7336 0.7487

最も
類似した
訓練画像

図 4.10. Dl = 8の実験結果.
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Conv-VAE の
出力W (z)

タイル U(z)
Flo(z) 1.2091 0.8044 0.7851 0.8294 0.7955

最も
類似した
訓練画像

図 4.11. Dl = 9の実験結果.

Conv-VAE の
出力W (z)

タイル U(z)
Flo(z) 0.8984 0.8592 0.7961 0.7887 0.8042

最も
類似した
訓練画像

図 4.12. Dl = 10の実験結果.
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(a) 図 4.8の 3番目のタイル (b) 図 4.9の 4番目のタイル

(c) 図 4.11の 2番目のタイル (d) 図 4.12の 1番目のタイル

図 4.13. タイリングアードの例
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第 5章

製菓への応用

本章では，エッシャー化問題を解決する手法が多様な産業に応用可能であることを示す

一つの事例として，製菓への応用を試みる．第 3章で提案した ELTHONの上位最適化層

に新たな制約条件を追加することで，成形の際に壊れやすい部位の発生を抑制する．実験

により，製菓に適したタイリングが可能な図形が生成されることを確認した．

まず，5.1節では，タイリングを製菓に応用する利点を述べる．次に，5.2節では，処理

手順や製菓特有の制約条件など，ELTHON に新たな制約を追加した手法の詳細を示す．

5.3節では，実験により ELTHONに新たな制約を追加した手法の有効性を第 3章にて提

案した ELTHONと比較する．5.4節では，本章の結論を述べる．

5.1 はじめに

本章では，第 3章，第 4章にて提案した ELTHONと TIMHONの多様な産業に応用

可能であることを示す一つの事例として，製菓への応用を試みる．

最近，タイリングはグラフィックデザインや建物のテクスチャのみではなく，緩衝材や

コースターなどの物理的な物体の形状デザインにも用いられている（2.2項を参照）．この

ように，タイリングを物理的な対象物に導入することは，芸術分野のみならず，工学や産

業などの分野に新たな価値をもたらすものである．

そこで本章では，新たな分野にタイリングを導入する試みの一つとして，製菓への応用

を行う．チョコレートやクッキーなどのお菓子の形状を工夫することで，お菓子の付加価

値や魅力を高めることができる．また，実際に，お菓子の形状を工夫して，付加価値を高
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める実例も存在する*1．例えば，映画やアニメの登場人物の形状をしたクッキーは，遊園

地などのお土産として人気があります．クッキーの形状をタイルにすることで，パズルの

ように遊べたり，クッキーの型崩れが生じないように隙間がない包装が可能であったり

と，お菓子に付加価値を持たせることができる．

本章では，第 3章にて提案した ELTHONに製菓特有の制約条件を導入し，実際に製菓

に使用する型を作成する．ここで，第 4 章にて提案した TIMHON を用いることも可能

であることに留意されたい．本手法は，ELTHONの利点である目的関数や制約条件の柔

軟性が高いことを活かし，上位最適化層に製菓特有の新たな制約条件を追加する．新たな

制約条件を導入することで，出力されるタイルの形状に壊れやすい部分の発生を抑制しつ

つ，製菓に適したタイリングが可能な図形が生成できる．

5.2 アルゴリズムの構成

　

5.2.1 基本的なアイデア

本章では，ELTHONを製菓に適用し，タイルのお菓子を作成する抜き型や焼き型を設

計する手法を提案する．本章の提案手法は，基本的な枠組みは ELTHON と同じであり

（詳細は第 3章を参照），エッシャー化問題の難しさを分解して解を探索しているが，上位

最適化層に製菓特有の制約条件を追加して，製菓に応用する．

ELTHONの目的関数や制約条件の柔軟性を利用して，生成されるタイルの形状に狭く

て脆い部分が発生しないようにするための新たな制約条件を導入する．これは，型を用い

て生地を抜き出し，オーブンで焼くと，狭くて脆い部分が割れやすくなるためである．つ

まり，動物などのタイル形状の型を設計する際に，首や足が細くなりすぎないように必要

な幅を保った型を設計することができる．新しい制約条件を導入することで，狭く脆い部

分の発生を抑制しながら，製菓に適したタイルの型を設計することを目指す．

*1 チョコレートの形状をパズルピースにすることで，自由に繋げられ，チョコレートにパズルという付加価
値を追加したお菓子 [84] や，チョコレートに型抜きの要素を追加することで，板チョコを割り，指定の
形状に型抜きをするという付加価値を追加したお菓子 [85]などが存在する．
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5.2.2 処理手順

ELTHONは第 3章で述べた通り，2つの最適化手法が階層的な関係になるように構成

しており，図 5.1にフローチャートを示す．

Initialization

Evaluation

Selection

Crossover and
mutation

ChooseHp
according to TP p

CalculateL from
Hp u = 0

GenerateU by
u = L Lt w

Upper layer optimizer

(GA)

Lower layer optimizer

(Analytical optimization method)

Wi,g , pi,g
～

Ui,g

図 5.1. ELTHONの処理手順（再掲）

上位最適化層の GA は，最適なタイリングパターンの選択，および，最適な目標図形

W からダウンサンプリングされた形状 W̃ を形成する頂点を選択する（3.3.2.2 項を参

照）．そして，GAの各個体に対して，毎世代，下位最適化層の解析的最適化手法を適用

し，エッシャー化問題の条件 2（タイルの対応する 2辺の形状が一致する制約）を満たす

ように W̃ からタイルU に変形する．解析的最適化手法は，GAにより生成された W̃ に

可能な限り類似する U を導出する．下位最適化層の解析的最適化手法が変形した U は，

上位最適化層の GAにより評価される．つまり，GAは U の自己交差の制約違反と，新

たな制約条件として対向する辺間の幅の制約違反の確認を行い，適応度を計算する．ここ

で，目的関数には，双方向マッピングベース関数を用いる（3.3.2.4 (a)項を参照）．

5.2.3 製菓特有の制約条件

本章で導入する新たな制約条件は，目的関数にペナルティ関数として加算することで，

生成されたタイルに狭く脆い部分が形成されることを抑制する役割がある．本章では，製
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菓特有の制約条件を以下の不等式で定義する．

wn(U) ≥ max (wn(W ), Ts · ww(W )) (5.1)

ここで，wn(·)と ww(·)は，それぞれ図形の最も狭い部分の幅，および，図形の最も広い

部分の幅を示している．また，Ts は 0 < Ts < 1の範囲のスケールレートを示す．この制

約は，タイル U の最も狭い部分 wn(U)が，目標図形W の最も狭い部分 wn(W )より小

さくならないように維持するものである. しかし，目標図形W には元々狭い部分が含ま

れる場合（動物の尾など）があるため，この場合は，目標図形W の最も広い部分 ww(W )

の一定の割合と wn(U)を比較する．一定の割合を表す Ts は，お菓子の材料や作成する

お菓子型のサイズに応じて調整する．上記の制約条件を違反した場合は，目的関数にペナ

ルティ値 ρ(U)を加算する．

制約条件に用いる wn(·) と ww(·) の計算方法は，図 5.2(a) に示すように，図形をシ

ルエット画像に変換後，モルフォロジー画像処理 [86] の収縮演算を繰り返し適用する．

wn(·)は，図 5.2(b)に示すように，対象のシルエット画像が複数の領域に分割されるか，

または，対象のシルエット画像の凸包の面積が急激に変化するまで収縮演算を適用した回

数として定義する．ww(·)は，対象のシルエット画像が消えるまで収縮演算を適用した回

数として定義する．

(a) 図形の凸包
(b) モルフォロジー画像処理の収縮

演算を適用

図 5.2. wn(·)と ww(·)の算出方法
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5.3 評価実験

5.3.1 実験準備

新たに導入した製菓特有の制約条件の有効性を検証するために，ELTHON（第 3章を

参照）に新たな制約条件を導入した手法と，導入していない手法との比較を行った．

ELTHONは，一様交差，ビット反転による突然変異，MGG世代交代モデル [64]を用

いた．停止条件，個体集団サイズ，交叉率，突然変異率は，50,000，50，0.4，0.03とし

た．新たな制約条件のパラメータであるスケールレート Ts，ペナルティ値 ρ(U) はそれ

ぞれ，0.1，1.0× 104 に設定した．図 5.3に評価実験に用いた目標図形を示す．また，目

標図形の頂点数 N は 180点として，各目標図形W に 5試行実行した．

S1 S2 S3 S4 S5

S6 S7 S8 S9 S10

図 5.3. 目標図形W

5.3.2 実験結果

図 5.4から図 5.6は，評価した 2つの手法から得られた最良解について比較した結果を

示す．グラフの横軸は生成されたタイルの最も狭い部分の幅 wn(U)を示し，縦軸は適応

度を示す．各グラフは，得られた 5つの最適解を青丸（制約条件を導入していない手法），
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赤矩形（制約条件を導入した手法）で示し，それらのタイル形状を表している．

これらのグラフから，制約条件を導入した手法は，制約条件を導入していない手法と比

較して，タイルの最も狭い部分の幅 wn(U)を広く維持することがわかった．また，10図

形中 4図形では，新たな制約条件を導入した手法と，導入していない手法で生成したタイ

ルの wn(U)の平均値に有意差があり，t検定の結果，S1, S2, S8, S9 の p値はそれぞれ，

0.0298, 0.0204, 9.46× 10−5, 2.44× 10−5 であった．一方，S4 の結果を見ると，wn(·)の

計算に不備があることがわかった．S4 の動物の尾の幅は，尾の形状によって wn(U)の計

算が正しくされず，一定の幅を維持できていないことがわかる．

次に，目標図形 S8 について，制約条件を導入した手法により得られたタイル形状に基

づいて 3Dプリンターを用いてお菓子型を作成して，このお菓子型を用いてパンを作成し

た．図 5.7は，お菓子型と焼き上げたパンを示している．

5.4 おわりに

本章では，第 3章にて提案した ELTHONに，製菓特有の制約条件を導入することで出

力されるタイルの形状に壊れやすい部分の発生を抑制し，製菓に適したタイルを生成でき

ることを示した．本手法は，ELTHONの利点である目的関数や制約条件の柔軟性が高い

ことを活かし，上位最適化層に製菓特有の新たな制約条件を追加することで，タイルに狭

くて脆い部分を生成しないようにした．実験結果より，制約条件を導入した手法は，狭い

部分であっても一定の幅を維持したままタイルを生成することを確認した．
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図 5.4. wn(U)と適応度に関する比較（S1 - S4）

103



第 5章 製菓への応用

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 5 10 15 20 25 30 35 40

F
it

n
es

s

The width of the narrowest part

No new constraint

Added new constraint

0

5

10

15

20

25

30

35

40

20 25 30 35 40 45 50 55

F
it

n
es

s

The width of the narrowest part

No new constraint

Added new constraint

S5 S6

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

0 5 10 15 20 25

F
it

n
es

s

The width of the narrowest part

No new constraint

Added new constraint

0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

0 5 10 15 20

F
it

n
es

s

The width of the narrowest part

No new constraint

Added new constraint

S7 S8

図 5.5. wn(U)と適応度に関する比較（S5 - S8）
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図 5.6. wn(U)と適応度に関する比較（S9 - S10）

図 5.7. S8 のタイルのお菓子型
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第 6章

処理速度の高速化の試み

本章では，ELTHON の処理速度の高速化を試みる．第 3 章および第 4 章では，アル

ゴリズムの挙動の解釈の容易性，および，生成される解の多様性を考慮して単純なメタ

ヒューリスティクスを使用して評価実験を行った．このため，より優れた収束特性を持

つメタヒューリスティクスを用いて高速化を試みる．また本章では，第 3 章にて提案し

た ELTHON を ELTHONGA と呼び，本章にて提案する手法を ELTHONEDA と呼ぶ．

実験を行い，将来的に導入を検討している対話型最適化の実現に寄与するか検証を行い，

ELTHONGA より収束速度が向上したことを確認した．

まず，6.1節では，処理速度の高速化を行う理由について述べる．次に，6.2節では，処理

手順や目的関数など，ELTHONEDAの詳細を示す．6.3節では，実験によりELTHONEDA

の有効性を ELTHONGA と比較して示す．6.4節では，本章の結論を述べる．

6.1 はじめに

第 3章では，階層型最適化方式を具体化し，エッシャー化問題を解く手法（ELTHONGA）

を提案した．ELTHONGA は自己交差を含まず目標図形に類似するタイルを生成できる

が，上位最適化層は単純 GA [48] を用いているため，計算コストが高いという問題点が

ある．

本章では，上位最適化層で用いていた単純なGAを分散推定アルゴリズム（Estimation

of Distribution Algorithm:EDA）[65,66] に置き換えることで，収束速度の高速化を目指

す ELTHONEDA を提案する．
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本章で収束速度の高速化を目指す理由は，将来的に対話型評価の導入を検討しているた

めである．対話型評価を導入する場合，評価過程以外の処理時間が長いとユーザの負担が

大きくなるため，評価過程以外の処理時間の短縮を目指す必要がある．また，上位最適化

層を変更する理由は，下位最適化層の解析的最適化手法 [18, 19]を高速化するのは容易で

ないが，上位最適化層は単純 GAより収束速度が高速な最適化手法に置き換えるのみのた

め変更が容易である．また，解析的最適化手法は目的関数 FL（式 2.3）が単純な凸関数で

あると仮定し，解析的に解を導出しているため，高速に解を求めることが可能である．こ

の目的関数 FL を単純な凸関数に保ったまま，新たな目的関数や制約条件を導入すること

は容易ではないため，解析的最適化手法の高速化は容易でない．

6.2 アルゴリズムの構成

6.2.1 基本的なアイデア

本章では，ELTHONGA の改良を行い，収束速度の高速化を目指す．本章の提案手法

（ELTHONEDA）は，基本的な枠組みは ELTHONGA と同じであり（詳細は第 3 章を参

照），エッシャー化問題の難しさを分解して解を探索しているが，上位最適化層に用いて

いる単純 GAを EDAに置き換えることで，ELTHONGA を改良している．

EDA [65,66]（2.4.3.3項を参照）は，一般的な進化計算アルゴリズムと異なり，設計変

数ではなく設計変数の確率分布パラメータを最適化し，この確率分布に基づいて個体を生

成している．

6.2.2 処理手順

ELTHONEDA は 2つの最適化手法が階層的な関係になるように構成しており，図 6.1

にフローチャートを示す．

上位最適化層の EDAは，確率分布に従って µ個の個体（解候補）をサンプリングして

いる．ここで，EDAは，最適なタイリングパターンの選択，および，最適な目標図形W

からダウンサンプリングされた形状 W̃ を形成する頂点を選択する（3.3.2.2 項を参照）．

つまり，ELTHONEDA と ELTHONGA の個体表現は同じである．そして，EDAがサン

プリングした各個体に対して，毎世代，下位最適化層の解析的最適化手法を適用し，エッ
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図 6.1. ELTHONEDA の処理手順

シャー化問題の条件 2（タイルの対応する 2 辺の形状が一致する制約）を満たすように

W̃ からタイル U に変形する．解析的最適化手法は，EDAにより生成された W̃ に可能

な限り類似する U を導出する．下位最適化層の解析的最適化手法が変形した U は，上位

最適化層の EDAにより評価される．つまり，EDAは U の自己交差の制約違反の確認を

行い，適応度を計算し，確率分布パラメータを更新する．ここで，目的関数には，双方向

マッピングベース関数を用いる（3.3.2.4 (a)項を参照）．また，EDAは，解が収束した場

合，確率分布を初期化する．
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S1 S2 S3 S4 S5

S6 S7 S8 S9 S10

S11 S12 S13 S14

図 6.2. 目標図形W

6.3 評価実験

6.3.1 実験準備

ELTHONEDA の有効性を検証するために，14 個の目標図形を用いて，ELTHONGA

（第 3章を参照）との比較を行った．

ELTHONEDA の，個体集団サイズ，サンプリングサイズはそれぞれ，50，25に設定し

た．また，ELTHONEDA には，単純な EDA である PBIL [65, 66]（2.4.3.3(a) 項参照）

を用いる．ELTHONGA は，一様交差，ビット反転による突然変異，MGG世代交代モデ

ル [64]を用いた．停止条件，個体集団サイズ，交叉率，突然変異率は，50,000，50，0.5，

0.03とした．図 6.2に評価実験に用いた目標図形を示す．また，目標図形の頂点数 N は

180点とする．
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6.3.2 実験結果

図 6.3から図 6.6は，個体集団中でもっとも優れた個体の適応度の遷移について比較し

た結果である．横軸は評価回数，縦軸は適応度を示す．各グラフは，各目標図形に対して

5試行行い，適応度の平均値をプロットした結果である．

図 6.3から図 6.6より，ELTHONEDAはELTHONGAに比べて計算時間が短縮している

ことがわかる．最良解の適応度が発見された世代数の平均値を比較すると，ELTHONEDA

は ELTHONGA に比べて，0.85倍の世代数で最良解を発見している．また全目標図形に

おいて，ELTHONEDA は ELTHONGA より，少ない評価回数で収束していることがわか

る．しかし，ELTHONGA は収束していない結果や，ELTHONGA により探索した最良

解の適応度が ELTHONEDA により探索した最良解の適応度より優れている結果が存在す

る．ただし，本章の目的は収束速度の向上のため，実験条件における収束速度に評価基準

を置く．

実験結果より，処理速度の高速化が行えたことが確認できた．単純 GA を用いた

ELTHONGA と比較して，EDAを用いた ELTHONEDA は，収束に要する時間を 85%に

短縮した．ELTHONEDA は，対話型評価を導入する際，ELTHONGA よりユーザの負担

を軽減することが可能であると考える．

6.4 おわりに

本章では，第 3章にて提案した ELTHONGA を改良する手法（ELTHONEDA）を提案

した．ELTHONEDA では，上位最適化層に用いる最適化手法を単純 GAから EDAに置

き換えた．実験結果より，ELTHONEDA は ELTHONGA より収束速度が向上することが

確認できた．
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図 6.3. ELTHONGA と ELTHONEDA の収束速度の比較（S1 - S4）
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図 6.5. ELTHONGA と ELTHONEDA の収束速度の比較（S9 - S12）
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結論

　

7.1 研究の結論

本論文は，求解を困難にする複数の要因を含む最適化問題において，要因を分けるよう

に対象問題を階層的に表現し，分割した部分問題に対して異なる解法を適用する階層型最

適化方式を提案した．本方式は，各部分問題を解く方式として，問題の特性に依存しない

大域的最適化を行うメタヒューリスティクス，問題依存の効率的な局所探索アルゴリズム

や，機械学習に基づく生成モデルなど，多様なアルゴリズムを利用できる点に特徴がある．

本論文では，上記のような複数の難しさを含む最適化問題の例として，タイリング（平

面充填）が可能な図形（タイル）の生成問題 [16, 17]に着目した．本問題は，与えられた

目標図形をタイルに変形する難しさ，図形間の類似度を定量化する難しさ，さらに，目

標図形自体を用意することの難しさなどを含んでいる．それらの難しさを最適化の観点

から捉えると，ぞれぞれ，制約条件の強さ，目的関数の曖昧さ，および，探索空間の膨大

さに相当する．このような求解を困難にする要因を分解し，タイル生成問題を 2 つまた

は 3 つの部分問題に分割することで，与えられた目標図形に類似するタイルを生成する

手法（ELTHON），および，映像をもとに対象オブジェクトの目標図形およびタイルを生

成する手法（TIMHON）の 2つの手法を提案した．実験結果より，ELTHONは先行研

究 [17–26]と同じ問題設定において，より安定的に良好なタイルを生成できることを確認

した．また，TIMHONは，先行研究 [17–26]とは異なり目標図形を明示的に与えない場
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合であっても，映像からタイルに適した目標図形を補間的に生成できることを確認した．

第 1 章では，本論文の対象問題について説明し，その一例であるエッシャー化問

題 [16, 17]を解決する階層型最適化方式を提案した．また，本方式と最適化問題における

一般的なハイブリッド方式 [13–15]との相違点について述べた．

第 2 章では，関連研究について述べた．まず，対象問題の定義について述べ，先行研

究，および，本研究で用いる最適化および機械学習の手法について説明した．先行研究で

は，エッシャー化問題を解析的に解く手法 [18–24]，および，メタヒューリスティクスを

用いて解決する手法 [17,25,26]について説明した．

第 3章では，階層型最適化方式を具体化し，エッシャー化問題に適用した手法である，

階層型最適化方式に基づくエッシャー風タイルを生成する手法（ELTHON）を提案した．

ELTHON は，先行研究 [17–26] と同様の定式化のもとでエッシャー化問題を解く試み

である．ELTHON はエッシャー化問題を二つの階層で表現し，上位最適化層にはメタ

ヒューリスティクス，下位最適化層にはタイルの対応する 2 辺の形状が一致する制約条

件を満たす図形を解析的に導出する先行研究（解析的最適化手法）[18, 19]を用いた．上

位最適化層は下位最適化層への適切な入力を探索し，下位最適化層は固有値問題を解くこ

とでタイルを生成する．すなわち，上位最適化層は解析的最適化手法で必要とされる試行

錯誤処理を代替するものである．実験結果より，ELTHONで生成したタイルは，解析的

最適化手法の手作業を省きつつ，与えられた目標図形形状に近似することを確認した．ま

た，3つの目的関数の性能を比較検討し，その有効性は与えられた目標図形形状に依存す

ることを確認した．

第 4章では，先行研究 [17–26] とは異なる問題設定とし，タイリングに適した目標図形

を生成する問題を解決した．まず，タイルを生成する問題において，入力される目標図形

は人間により描画されることを前提としていたが，本問題は，タイリングが可能な図形に

変形が困難な図形，および，解は存在するが最適な解を発見することが難しい図形が存在

することを議論した．このため，第 3章で提案した ELTHONや先行研究 [17–26]では，

入力する目標図形を試行錯誤的に描画するなど，タイリングに適した目標図形を用意する

ことが困難であるという問題が存在する．このため，本章では，映像をもとにタイリング

に適した対象オブジェクトの画像を生成し，タイルに変形する手法（TIMHON）を提案

した．TIMHONは三階層で構成され，上位最適化層において，対象オブジェクトの画像
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をパラメトリックに生成するモデルを構築し，潜在変数の最適化によりタイリングに適し

た目標図形を生成した．中間・下位最適化層には第 3 章で提案した方式を用いた．具体

的には，ConvVAE [72]を用いてキャラクタの特徴量空間を学習し，タイリングに適した

キャラクタのポーズを探索して，映像に含まれていない新たなポーズを生成することがで

きる．これにより，目標図形の描画の試行錯誤が不要となることが期待できる．実験結果

より，TIMHONは，タイリングに適したさまざまなポーズのキャラクタ画像を探索する

ことに成功し，訓練データに含まれないポーズも生成することを確認した．

第 5章では，提案手法が多様な産業に応用可能であることを示す一つの事例として，製

菓への応用を試みた．本章では，第 3 章で提案した ELTHON に製菓特有の制約条件を

導入した手法を提案した．本手法は，ELTHONの利点である目的関数や制約条件の柔軟

性が高いことを活かし，上位最適化層に製菓特有の新たな制約条件を追加することで，タ

イルに狭くて脆い部分を生成しないようにした．実験結果より，制約条件を導入した手法

は，狭い部分であっても一定の幅を維持したままタイルを生成することを確認した．

第 6章では，ELTHONの処理速度の高速化についての検討を行った．第 3章，第 4章

で提案した手法は，アルゴリズムの挙動の解釈の容易性，および，生成される解の多様性

を考慮して単純なメタヒューリスティクスを使用している．このため，より優れた収束特

性を持つメタヒューリスティクスを利用した際の高速化の度合いを検証する．提案した

手法では，上位最適化層に用いる最適化手法を単純 GA [48]から EDA [65, 66]に置き換

えた．実験結果より，提案した手法は ELTHON より収束速度が向上することが確認で

きた．

7.2 今度の展望

本研究では，提案する階層型最適化方式の有効性をタイル生成問題 [16, 17]においての

み検証を行っており，他の問題における有効性を検証することは，今後の重要な課題で

ある．種類の異なる複数の難しさを含む最適化問題として，タイル生成問題 [16, 17]以外

に，不可能図形生成問 [87]やスモッキングの展開図生成問題 [88]があり，これらの問題

に階層型最適化方式を適用する．多様な問題に階層型最適化方式を応用することにより，

階層型最適化方式の適用範囲の広さを示すことは重要である．
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また，タイル生成問題を対象とした階層型最適化方式における今後の課題は，生成され

るタイルの評価方法の改善が必要であり，目的関数の改良，および，対話評価の導入の 2

つのアプローチが考えられる．前者に関して，本論文で用いた目的関数のみでは，人間の

主観を完全には表現できないことから，対象オブジェクトに応じて関数を適応的に選択す

るなどの技術の導入を検討する．一方で，図形間の類似性を正確に評価できる万能な関数

の発見は期待できないことから，人間による対話評価の導入は重要である．
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付録 A 付録 1：第 3章の実験 1の全結果
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図 A.1. 実験 1の結果: 最良解の適応度の遷移の比較（S1 - S6）
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付録 A 付録 1：第 3章の実験 1の全結果

10000 20000 30000 40000

F
it

n
e
s
s

0
.0

 
0
.2

 
0
.4

 
0
.6

 
0
.8

 
1
.0

 
1
.2

Function evaluations

ELTHON

DDGA

0 50000 10000 20000 30000 40000

F
it

n
e
s
s

0
.0

 
0
.2

 
0
.4

 
0
.6

 
0
.8

Function evaluations

ELTHON

DDGA

0 50000 10000 20000 30000 40000

F
it

n
e
s
s

0
.0

 
0
.5

 
1
.0

 
1
.5

Function evaluations

ELTHON

DDGA

0 50000

(g) S7 (h) S8 (i) S9

10000 20000 30000 40000

F
it

n
e
s
s

0
.0

 
0

.2
 

0
.4

 
0

.6
 

0
.8

 
1

.0

Function evaluations

ELTHON

DDGA

0 50000 10000 20000 30000 40000

F
it

n
e
s
s

0
.0

 
0
.2

 
0
.4

 
0
.6

 
0
.8

 
1
.0

 
1
.2

 
1
.4

Function evaluations

ELTHON

DDGA

0 50000 10000 20000 30000 40000

F
it

n
e
s
s

0
.0

 
0
.2

 
0
.4

 
0
.6

 
0
.8

 
1
.0

Function evaluations

ELTHON

DDGA

0 50000

(j) S10 (k) S11 (l) S12

図 A.2. 実験 1の結果: 最良解の適応度の遷移の比較（S7 - S12）
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図 A.3. 実験 1の結果: 最良解の適応度の遷移の比較（S13 - S18）
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図 A.5. 実験 1の結果: 最良解の適応度の遷移の比較（S25 - S30）
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図 A.6. 実験 1の結果: 最良解の適応度の遷移の比較（S31 - S32）
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付録 B 付録 2：第 3章の実験 2-1の全結果
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付録 B 付録 2：第 3章の実験 2-1の全結果
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付録 B 付録 2：第 3章の実験 2-1の全結果
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付録C

付録 3：第 3章の目標図形の複雑さ
と ELTHON の性能との関係

第 3章で実験に用いた 32個の目標図形は，図 C.1に示すように，さまざまな形状の特

徴を持っている．図 C.1 のグラフ軸は，それぞれ図形の形状の特徴を示している．横軸

は，(1 − solidity)に対応しており，solidity は，図形の凸包の面積と対象図形の面積の

比で表され，図形形状の複雑さを簡単に表現している．縦軸は，図形の変曲点の総数を表

し，局所的に注目した図形形状の複雑さを表現している．

一方，図形形状の複雑さに着目すると，次のようなことがわかる．

Observation 9（図形の複雑さと頂点数やタイリングパターンとの関係） 図形の複雑

さと，選択した頂点数やタイリングパターンとの間には，明らかな関連性は見られな

かった．

図 C.2は，最適化に用いた 3つの目的関数について，複雑さと選択した頂点数との関係

を示している．グラフの各軸は，図 C.1と同じである．つまり，軸は (1− solidity)と変

曲点の総数を示し，プロットされたマーカーの濃淡は，与えられた目標図形に対して得ら

れた最良解で選択された頂点数を表している．

先行研究である AOM [18, 19]では，あらかじめ頂点数とタイリングパターンを決定し

ておく必要があるが，上記の結果から，予め決定しておくことが難しいことがわかる．一

方，ELTHONは，最適化を行う中で頂点数やタイリングパターンを決定するため，有効

であることがわかる．これにより，目標図形の頂点座標の試行錯誤を省くことができる．
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付録 C 付録 3：第 3章の目標図形の複雑さと ELTHONの性能との関係
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図 C.1. 目標図形の複雑さ
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図 C.2. 頂点数と図形の複雑さの相関図
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図 C.3. タイリングパターンと図形の複雑さの相関図
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