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Abstract

Several facts are explained by numerical experiments with sinusoids, concerning

the use of maximum entropy technique in the spectral analysis of a record not so

long compared to its predominant period.

They are: 1) In order to estimate the predominant period with errors less than

1096, we must have a record length at least twice of the period. 2) The in且uence

of errors in the estimation of the zero level of the time series is not always negligible.

3) The number of points of the prediction error　丘Iter must be chosen such that the

mean square error is settled near a constant value at not so large number of points.

は　じ　め　に

地球物理学では,解析対象となる現象の周期に比して,相対的に長くはない記録で,周期解

析をするという場面にしばしば遭遇する｡地震記象の周波数解析においても,解析区間を長く

とると,異なる性質をもつ波の混入が無視できなくなるから,物理的厳密性を保つためには,

解析区間は対象とする波の周期のせいぜい数倍の長さに抑えなければならない｡

このような場合の解析には,普通,入力データの信号部分に,適当な幅の,適当なwindow

をかけ, Fourier変換をおこなう方法がとられる.しかし,信号の周期に比べてwindow幅が

相対的に狭ければ,分解能が悪くて希望する信号をとり出せなかったり,スペグ下ルに生じる

frequencyshiftが無視できなくなるということがおこってくるO　したがって,解析方法に改

善をはかるか,あるいは,結果を解釈する際に方法的限界を考慮に入れることが必要になって

くる｡

Ulryci王(1972)は, io:の白い雑音をのせた周期1秒の正弦波について,僅か1秒の幅の

windowをかけた記録をmaximum entropy techniqueにより解析し, frequency shiftがなく,

しかも線スペクトルに近いスペクトルを得たo　この結果はwindow幅を0.57秒とした時もほ

とんど変りなかったことから,彼は,この解析方法こそ,相対的に短い時系列の解析に有力な

方法であるとした.これに対して, C王‡en and Stegen (1974)は, Ulrychと同じく,白い

雑音をのせた周期1秒の正弦波について解析し　maximum entropy techniqueによってもやは

りfrequency shiftは起ること,そして,そのずれの大きさは正弦波の初期位相と記録の長さ

に依存することを示し　Ulrychの解析は,そのうちの特殊な場合に相当すると指摘した｡

*　鹿児島大学理学部地学教室
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この小論では,相対的に短い時系列の解析にmaximum entropy techniqueを使用する際の

留意点を明らかにすることを目的として, Chen and Stegenにならい,記録の長さなどの

パラメタ-を変えながら正弦波のスペクトルを計算し,その振舞を検討したO　ただし,ここで

は,理想状態での適用性をみるために,使用される正弦波に特別な雑音をのせることはしな

かった｡

記録の長さと初期位相の効果

maximumentropytechniqueでは,スペグtルは次式により計算される:

PM⊥1Mpu)-Jr-M-1

2/NM
l+S^y^-2
2A

ただし｣-exp(fimfAt), Atはデータのサンプリング間隔,

で, Pm+iは常数である　ォ;�"(;-1,2,- ,M)はM+1項の
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を満足する.¢k(k-0,1,-,M)は自己相関関数である.

理論式の導入および具体的な計算式については,末尾の付記にまかせることにして,ここで

は計算結果について述べる｡

計算に使用する正弦波は

vrrrl
xj-Asin-2L-JAt+/3(;-1,2,�"�"�",N)(3)

とし,振幅Aは100,周期T｡は0.36sec(/0-2.78Hz)ととった.

まず,記録の長さと初期位相の効果を調べるFigs.1,2,3は,ChenandStegen(1974)

に示された図とほとんど同じものである｡ただし,ここで使用したpredictionerror丘Iterの

項数は11(M-10)としてある.この項数の適否については,のちほど若干の検討を加えるが,

計算結果からみて,ここでは妥当なようである｡

Fig.1は,初期位相βをゼロとして,データのサンプリング個数Nを変えた時にみられる

スペグ下ルのピークの其の位置からのずれ,すなわち,frequencyshiftを示したもので,上の

図がAiを5msec,下の図が^-10msecとした場合を表わしている｡上の図は上に,下の図は

下に,それぞれの記録の長さが示してあるがfrequencyshiftは,データ個数よりも記録の長

さに関係しており,1/4サイクルの倍数でゼロ線を切り,記録の長さが増すと減衰振動的にず

れの量は小さくなっていく｡

Fig.2は,記録の長さを一定に保って,位相βを変えた時のfrequencyshiftを示している｡

なお,エOは1サイクルに相当する記録の長さで,Sはデータ個数である｡この図から,1/2サイ

クルの倍数の長さの記録では,入力データとしての正弦波に位相変化があっても,スペクトル

の最大のピ-クの位置には影響しないことがわかる.また,この場合は,スペグTルの形にも

目立った変化は見あたらないUlrych(1972)が解析したwindow幅1秒の場合は,まさし
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Frequency shift of spectral peak for

various lengths of 2.78Hz sinusoids

of zero initial phase.

Fig. 2　Frequency shift of spectral peak as

a function of initial phase.エis the

record length andエO is the length

of one cycle of a 2.78Hz sinusoid.
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く,これに相当している｡

n-1,2,　として,記録の長さLをnL｡/2-(w+l)Lo/2の間で変化させると, Lが

(2n+l)Lo/4で,位相を変えたときのfrequency shiftが最大になる.その様子はFig.3にみ

るとうりであるが, Fig.1からも推測されるように,ずれの量は,記録の長さの増加とともに

減衰振動的に減少し,記録の長さが2上｡を越えると,その最大値も士10%の範囲におさまる

ようになる｡
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Fig. 3　Range of frequency shift as a function of the length of sinusoid.

なお, Fig.2およびFig.3をみると,正負の側で対称でないことに気づく.これはCEEN

andStegenの図にも現われている特徴であるが,これは,フィルターの項数を固定して計算

を進めたことに起因するかもしれない｡

次に,記録の長さと初期位相がスペクトルの形におよぼす影響を調べてみる　Fig.4がその
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ための図であるが,左は,初期位相βをゼロに固定した時の,データ個数Sとの関係を,右は,

データ個数を一定(s-55,すなわち>　L-3Z/Q/4)とした時の,初期位相βによる関係を表わ

している｡なお,ここでは,加は5msecとし,また,実線で其のスペグ巨レに相当するもの

を示している｡いずれの図からも,ピークの位置のずれが大きくなると,スペクトルのピーク

も鈍化して,線スペグ下ルに近いとは言い難くなることがわかるであろう.

(
g
p
)
X
j
j
s
u
a
p
 
i
d
j
一
邑
s
 
J
サ
M
O
d

O
A
I
I
D
]
巴

30

frequency (Hz)

3 0　　　　　　　3-5

frequency (Hz)

Fig. 4　Spec申for various lengths of sinusoids of zero initial phase (left)
and for various initial phases of sinusoids of 3工｡/4 length (right).

周波数のずれの大きなスペグ下ルでは, power density自体も大きな値をとるようになる｡

これはランダムなノイズを含まない正弦波に特有のことかもしれないが,後に出てくるFig.7

にみるように, Pm+iの減り具合の小さいことから来ている.したがって　maximum entropy

techniqueを用いる場合は, power densityの相対的な値のみでなく,最大値をもおさえてお

いて,値が異常ではないかを検討することも必要である｡

ゼロレベルの誤差による効果

これまでの議論では,入力データのゼロレベルは既知のものとして取扱ってきた｡しかし,

一般には,これは未知の量であるのが普通であるから,ここでは,ゼロレベルを入力データか

ら推定することにして,その誤差が結果におよぼす影響を考えてみよう｡

*,-(/-!,2,　,N)をゼロレベル未知の時系列とすると,これを決めるには,

〃

x=^　　X (4)

の関係を使って,,罪をこの時系列のゼロレベルとするのが,もっとも一般的である｡

入力データとしては, (3)式で与えられる時系列を使う｡すなわち,この時系列の其のゼロ

レベルはゼロである｡しかし,われわれはこのことを知らないものとし,与えられた長さの時

系列について, (4)式によりゼロレベルを決める.このようにして得られたゼロレベルをDと

すると時系列x2･はij-と変換される:

鬼,-xj-D　(/-1,2,...,iV)
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したがって　maximum entropy techniqueによるスペクトルは

･(/)-蝣些Ll 1 + S7=1djz*
M

2ん
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末尾の付記Bによれば, Dがあまり大きくない時には,

dj-aj-Uj　(;-1,2,...,M)

と表わされる.ただし, ajは,ゼロレベルが正しく決められている場合のpredictionerrbr

filterの係数である.この係数の誤差8ajは,時系列によってはたまたまある項がゼロになる

ことは考えられても,一般に, D-0以外では,すべてをゼロとすることは不可能である(秤

記B参照)0

計算例として,与えられた入力データが, β-0,エ-エo/2および3エo/4の正弦波である場合

を考える｡これらの正弦波の振幅を1とし,加-5msecとすると, (4)式で計算されるゼロレ

ベルは　L-Lo/2でD-0.62, L-=3L｡/4ではD-0.20となる｡
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Fig. 5　Spectra for various lengths of sinusoids of zero initial phase when zero levels

of the sinusoids are wrong. The solid curves of D-0.0 are expected spectra.

Fig.5には　L-3L｡/4, U/2およびL｡/4のそれぞれについて, Z>-0.0, 0.20, 0.62として

計算されたスぺクールが示されている.ただし　prediction error filterの項数は11である.

いずれの場合も,実線で表わされた｣>-0.0のスペグTルは, frequency shiftは示さず,か

つ,線スペクトルに近いものとなっているが, Dが大きくなると,周波数のずれも大きくなり,
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スペクトルの形も変わってくる.入力デ-タにどれだけの直流成分がのったときに,どの程度

のfrequencyshiftが起きるかということは,データの性質,記録の長さによっても異なるの

で,一概には言えないが, L-3Lq/4の場合でも, ｣>-0.20で10%ほどのfrequency shiftが

生じているのは,ゼロレベル推定における誤差の重要性を物語るものであろう｡

一般に周波数解析では,その時系列の期待値として, E{X(n)}-0を仮定する　(4)式がゼ

ロレベルの推定に使用されるのも,この仮定があるからである｡しかし,解析対象の周期に比

べて,相対的に短い時系列に対してなされたこの仮定は,結果に大きな誤差をひき起こす可能

性をもっている.すなわちi L-Lq/2の解析結果にみられるように　E{X(n)}-0という条件

が成り立つよりも,ゼロレベルが正しく決められていないことの効果が,はるかに大きな影響

を結果に与えるわけである｡

したがって,解析すべき記録が長い記録の一部である場合には,長い記録について(4)式を

適用してゼロレベルを推定すれば,その誤差を小さくすることができるム　これが不可能な場合

は,解析された周期と記録の長さを比較することによって,誤差の大きを吟味することが必要

となろう｡

フィルターの項数

最後に　prediction error filterの項数について考えてみよう.

Chen and Stegen (1974)は,スペクトルの形状が妥当であるかどうかを判断の規準とし

て,フィルターの項数を変え,それが適当かどうかを検討した｡彼らは,初期位相ゼロの1Hz

の正弦波を加-50msecで24個サンプリングし,ノイズレベル5-160!の間で,項数を3-

24と変化させたとき, 3項および24項では,いずれの場合も正常なスペグ下ルが得られない

こと,ノイズレベルにより,適する項数が変わることを指摘した｡
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Fig. 6　Variations of spectra due to different number of points of the

prediction error丘Iter. The sampling interval is 30 msec.

Fig.6には　dt-3Qmsec, β-0として, (3)式で与えられる正弦波について, Mを5および

10として計算きれたスペグTルが示されている.左の図では,其の周波数を実線のスペクト

ルが示し,巽中および右図では,矢印でそれを示しているが,いずれの図でも, 〟-5の場合

の結果がまきっていることがわかるであろう｡

すなわち,フィルターの項数は,多すぎても,少なすぎても良くないということが,以上の
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結果から推定きれよう｡

このことに関して, Akaike (1969)は,最も適当な項数は,

(FPE)〟 -
〟+〟+1
〟-〟-1 RM

107

(5)

を最小にすると述べている.ただし, RMは出力と入力の差の平方和の平均で,

.〟

RM-∑ (虎i-xj)*　N,
.7=1

これはPm+iに相当するものである.

この条件, (FPE)〟の最小が相対的に短い時系列に対しても　prediction error丘herの適切

な項数を決定する判定規準となりうるかどうかを検討するために,項数の〟を変えることに

よって(FPE)Mの値とスペクトルの形との関係を調べた.ただし,ここでは, (5)式のRM

の代りに　M+12/Nを使い,これを代入した結果(FPE)'Mを(FPE)Mの代りに使った.計

算は,データのサンプ1)ング間隔Aiを30msecとした時には,記録の長さL-5L｡/3, 2Lq,

5Lo/2, 3Z/Qの四つの場合, J｣-10msecではj JL/ ^J-yQ) 0-iL/Qの二つ,およびM-5msecでは,

エ-2エOの場合について,おこなわれた｡そのときの〟と　　　′ガの関係をFig.7に示した

が,これに見るかぎり, (FPE)′〟は最小値をとらず,一定区間で定常的な値をとりながら,

階段を降りるがごとくに減少する　Fig.6とも重複するので,スぺクールを改めて示すのは省

略するが,長さがエo/2の倍数の記録については,加-5msecでは, 〟を5-75の間で変化さ

せても,スペクトルに目立った変化は現われないのに対し　J｣-10msecでは, M≧29で変化

が現われ,また,加-=30msecでは, 〟≧10で. Fig.6にみられるような,顕著な変化が出て

くる　^-30msecでL-5LQ/3の場合には, Mを変えた時に,スペクトルの安定しないこと

.

.
(
山
巳
)
6
0
7

M

Fig. 7 (FPE)′〟 as a function of 〟 for various sampling intervals, where (FPE)′〟-

〟+〟+1
〟-〟-1 (Pm+iIZ/n) and M+l is the number of points of the prediction

error丘Iter. N is the number of data samples.
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がひとつの特徴である.この場合は, Mを多くすると,スペクトルに二つ以上のピークが現

われるが, 〟-3ならば,それはひとつになる｡ただし,これには, 5%ほどのfrequency

shiftがみられる｡

ところで　maximum entropy techniqueでスペグ下ルを計算する(1)式には,項数について

の制限を何ら含んでいない｡したがって,理論上は,項数の違いがスぺクールに及ぼす影響は

小さいはずである.当然,得られるべきスペグTルは,そのパワーも形も, Mの小さな変化

に対しては安定するはずであるから, (FPE)′MあるいはPu+iが一定の値に落ち着くことが

必要になる｡以上の計算例を,この観点から総括してみると,フィルターの適切な項数は,

(FPE)′Mあるいは-Pm+iが定常値になるところで, Mは大きくないこと,かつ,そこでスペ

グtルの安定することが条件となる.

P ^^^^E*^^^B^

相対的に短い時系列を白い雑音化するのはかなり難しいはずであり　maximum entropy

techniqueによるスペクトルの推定に困難が生じるのも当然である｡その意味では,適当な長

さの記録のあることが,誤差を小さくする条件である｡それが望むべくもない時は,正弦波に

よる解析結果を検討しながら,適当な誤差の範囲を設定し,その上に立って,結果を考察する

ことが必要であろう｡

最後に,簡単なまとめをおこなえば,

1)土10%以内の許容誤差で,卓越周期を推定するためには,少くとも,その周期の二倍

の長さの記録が必要である｡この際,入力データの両端を若干減らすことによって,安定した

スペクトルが得られるかどうか検討するのも,誤差を小さくするひとつの工夫である.

2)入力データのゼロレベルの推定誤差も,結果に影響するので,出来うる限りこれを小さ

くする工夫も必要である｡

3) prediction error filterの項数は,それがあまり大きくないところでi Pm+iが定常的な

値に落着くところを選ぶべきである｡

謝辞　佐藤春夫鹿大理学部教授には,草稿を読み,討論していただいた｡計算には,鹿大電

子計算機室FACOM 230-45Sを使用した｡

付記A. maximum entropy techniqueの理論と計算方法

maximum entropy techniqueの思想は,フィルターをかけることによって白い雑音化された

時系列のスペグ下ルを,そのフィルタ-の伝達関数(power response)で除することにより,

与えられた時系列の電力スペグ下ルをもとめることにある[Burg (1967)]

いま,時系列は等時間間隔AiでN個与えられているとする:*;�"(;-1,2,  ,N)t　この

時系列にフィルターをかけ,白い雑音化された時系列を

･}-与{(xj+M +ォ1Xj+M-1 +--+ dM%j)+

(xj+axxj+x+�"<　VaMxj+M)}　　　　　　　　　(A.1)

とする.ただし, N>Mで　ah (k-l,2, -M)はM+1項のprediction error filterの係数

である(A.1)の右辺は,フィルターを時間軸に沿って逆向きにかけた場合と前向きにかけた
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場合の平均を表わし[Burg (1968)1,第1の小カッコと第二の小カッコとは,それぞれ独立な

白い雑音を構成する｡

連続関数x(t)のFourier変換をX(o>)とするとき, x(t+丁)のFourier変換は

a-itolx(t +丁)dr -
v lit

=?

∫: e-iu>{f一丁) x(t')dt'

V.2w

- e"-T X(a>)

∫:… ♂-i叫,) dt'

■■■■となることを利用すれば,(A.1)における虎jのFourier変換F(a>)は,xjのFourier変換を

F(co)として

F(<o)-与F(cj)¥zM/M(1+SdjZ-i)

･/M
(1+Sajz*)

ただし,z-exp(t2nfJt),(0-2nf｡

両辺の絶対値をとると,

〟¥p((o)¥-¥F((o)¥IVl
l+Eォy&

y=i

したがって,電力スペグ下ルは

〟

p(f)-p(f) 1+ S#,-z;

左辺は,ランダムな時系列のスペクトルであるから,これをPM+ll2fNとおくと,

P(∫)-
Pm+i

耳訂 1+鼻軒2
ここで, -Pm+iは白い雑音化された時系列虎jの全電力で,

N-M

｣ {(%j+M+<h%j+M-1+-- +aM*i)'
2{N-M) &　し､′蝣j~ri比. "⊥`'J'lul~

+ (xj + axxj+1 +　　+ aMxj+M)2}3

P∬+1 -

/n-1/2Alはたたみこみ周波数(folding frequency)であり, (A.2)の

(A. 2)

(A. 3)

1+鼻a,jzlが,
prediction error丘Iterの伝達関数である｡

一方,時系列xjの電力スペクトルは,この時系列の自己相関関数をihとするとき,

蝣p(/) -

.〟

i　∑ 4kX-*
Vn k=-N

(A. 4)
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で与えられる｡

したがって, (A.2)と(A.4)を等しいとおいて, Zの幕乗の係数を比較すれば,
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(A. 5)

これが, M+l項のprediction error filterを表わすマtリックス方程式である.

(A. 5)の実際の計算には帰納的な方法を使う[Ulryci‡ (1972)],

表現の便宜上, 〟+1項のprediction error丘Iterの係数をα〟再-1,2, -,〟)と書く｡

まず, 2項のprediction error filter (two point filter)では

[;:; -ォ*11 0

1 〟

･f>0 -一軒.7-1

P2-
N-1

∑ {(xj+1+ anxj)2 +{xj + aux]十l)2}20V-1)ォ

ただし,

(A.3)より

allはP2を最小にするように決める:∂P9/古on-Oft
*11したがって

N-¥
22xjXj+1

α11=一
N-1

∑　¥x*+x*j十1)
.7-1

P望-Pl(1-V).

･f>x- - #ii <Po.

･pl+#21≠　+a2&#,-0

#21==#11i#11#11^22

また, (A.5′)より,

3項のfilterでは,

これから,

(A.5′.3)を代入して,

(A. 5′)

(A. 6)

(A.5′. 1)

A. 5′. 2)

(A. 5′. 3)

(A. 5〝)

(A. 5〝. 1)
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¢-
---^21rl-^22声｡

-¢{>u2-a2乞(1-ォ112)}

P3-≠+#21^1+a22¢2

-¢o(1-ォ11)(1-ォ222

^3-Pi(1-V)

したがって, (A.5′.2)から,

(A.3)より

�"*-　3

N-2

∑ {(#;+2+ atoXj+l+ aMX))'
2(AT-2) M L､一一J-i 'ー一山

+ (xs + a21xj+1 + a22xj+2)2}

(A.5〝.1)の関係を使って, ∂P3/∂#22-0を計算すると,

〟-2

2 ∑ (xj+anx.トl)(*,�"十　+ォux)十1)
y-i

a22ニニー
〟-2

∑ {{%j+auxjn)2 +(xj+望+auxin) }
EJ:-il

また, (A.5〝.1)を使えば,

[

l

a21

α22 1-｢

1

αll + α22α11

aa2

と変形できるから,これを(A.5′)に代入して,
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ただし,

A皇-¢2+ #11(/>!-- #22-^2

P3-P2+ォ22J生-P.(i-V)

以下,この手順を繰返せば, M+l項のfilterは

0
1

A

V

.
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(A. 5〝. 2)

(A. 5〝. 3)
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ただし,

(A.5′′′)から
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日
日

･
十

〃

　

0

　

‥

‥

-

　

0

　

0

n
t

AM- ¢M + &M-11<PM-1 +　　+ Um-1M-lil

- aMM P.M

Pm+i -Pm(1 - <W)

aMj - aM-1j + &MM&M-1M-j

(A. 5′′′)

(A.8)を(A.3) -代入して, ∂JW∂^MM-Oを計算すれば,

α〟〟-

N-M

2 ∑ (xj+du-1 1#yfx+- +aM-1 M-1#yfM-1) (#/+M+#M-1 1%j+M-1+-+aM-i m-1*/+J
.7-1

N-M

∑ {{xj+aM-l i#/+iH Vclm-1 M-1^y+M-1) + (%j+M+aM-1 1%j+M-1+･-+aM- M-lXj+i)2}
.7=1

(A.9

(A.9)の式の形をみればわかるように, l^MMI<1であるから, 0<PM+1<PMである.

ついでに付記すれば　maximum entropy techniqueでは, (A.5)式でフィルターの係数と

Pm+iを決めて, (A.2)式を解くのであるから, (A.5)式の相関関数のマヤリックスを計算し

て,連立方程式を解くことも考えられ, Akaike (1969)はこの方法をとっている｡

付記B.ゼロレベルの誤差のprediction error filter係数におよぽす効果

其のゼロレベルがゼロである時系列にたいして,ゼロレベルを

TV

D- 2 xjjN

で与えたとする.したがって,この誤差Dを含んだ時系列は

｣j-Xj-D　(/-1,2,�"�"�",#)

この時系列を使って計算された2項のフィルターの係数は, (A.5′.1)より,

^

α11

7V- 1

2 2 (xj-D)(xj+1-D)
.7=1

N-1

∑ {(xj-D)*+(xj+x-D)サ)
>-1

= axl- oaxi

(B. I)

(B. 2)
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ただし　niは其の係数で

〟-1

2 _｣ xjxj+1

ォu=-

8α11 -

N-1

2 ∑ (xj-xj+l)sXl
i-i

N-lrN-1

;=1Li=l+根}+2Xx]

ここで,

Xx-(xl+xn)D-(N+ l)D2.

したがって, D幸0の場合　8aliはほとんどゼロになることはない.

3項のフィルターでは

.∧

a2乞=～

ただし,

N-2

2 ∑ {{xj-D)+ alx{xj十x-D)}{(*y+a-D)+du(xj+1-D)}
i-i

N-2

∑ [{(xj-D)+<*n(*,-+!-D)r + {(*;+2- #) +*u(*m-｣>)rl
/�"=1

- #.22- 8a22

#99.^^9.P22/G2

8α22 -

N-2

2∑(#;+2　%j) ^2
y-i

G2(G, + 2X>)

ここで,

N-2

C2- ∑ (x{ + auxi+1) (xi+2 +alxxi+1)
1=1

A'-2

G2- ∑ {{%i+ anxi+1)2+(xi+Z+ anxi+1)2}
1-1

〟-2

X2- ∑ [{｣>(! + dn)+8ォn*i+1}2-{I>(1 +ォii)
2-1

+ tohiXi+J [xf + xi+2 + 2ォn#,-+1}J

また, (A.5〝.1)から,

y¥          a,      .   a,     a

#21 - #11 + a¥22^11

･(an + a22#u)- 3(%i + ^22aii) + Saxx8^22

113



114

2次の徴小量が無視できれば,

以下,帰納的に導けば,
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^

#21 - #21 - oa*21

^

&MM = &MM - OCImm

ノI

aMj- aMj- oaMj (B. 3)

ただし, 8aMMの分子,分母は, 2項および3項の場合ほど,簡単化はできない｡しかしなが

ら,ここでも, D幸0の場合には,すべての3ォMjO-l,2,�"蝣�",M)をゼロにすることができな

いのは, 2項の場合と同様である｡
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