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k個のcentral momentの画数について

木　　下　　卓　　馬

On the Functions of k Central Moments

Takuma Kinoshita

IXi,*サxnを一次元標本とする｡Ⅹiはd.f.F(x)を持つ,互に独立な確率変数とする｡

叉mvi-÷∑一蝣V^Vi
(X,-X)ju*-Er(X-E(X)門'

//iCmvO-ECmvi-E(mvi))vi,^u(mv,mp)-E((mv-E(mv)(mp-ECmp))

である｡これから述べる定理はcramer(1)の二つの変数niv,nipについての定理をk個の変数の

場合について考えたものである｡

2平均と分散

次の二つの条件が満足されているものとする｡

1)mvi-fat,�"�"�",�"�"�"mvk-Aォvkの近傍で,画数H(mvr-�"m油)は連続で,第一次及び第二次の

連続な偏導函数を持っている｡

2)金てのⅩiの有限情に対して[H|<CnP,ここにCとPは正の常数である.

次に　Ho: mvi-^vi, -�"xrivk=..^vkに於けるHの値

Hi : H乏　　�",Hbは(mvi-/*vi,-　�"nivk-^vk)

に於ける,･夫々mvi mvkに関するHの偏微係数を示す｡

定理:確率変数Hの平均及び分散は次の式で与えられる｡

(2.1) E (H)-Ho+0(

(2.2) D2(H)-^(mvi)H12+-　-+ft(mvk)H2k

+2{^u(m.vlmv2)HiH2+�"　-　�"+^u(mvk-i, mvk)Hk.-iIik}-fO(n-3/2

サ

証明: PCs)はⅩ1,-,Ⅹ皿のjoint distributorのprobability functionを示す　Tchebycheff

の不等式

(2.3) Pにg(O≧k〕≦一些乱
k

に於て　　g(f) - (mvi-A*vi)2石　(i = l,2,  ,k)

とおき,更に

(2.4) E(mvi-Aォvi)2'-O(^r)

から
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(2.5) P〔　-^vi)2 ≧e21j≦
E(mvi - /*vi>fit

e2古
>
A

e28n'

即ち

A

(2.6) P〔 mvi-FL吊≧e^軒

こiにAはn　と　e　とに依存しない常数である｡

R｡に於て

(2.7) Imvj-MvxI^e　　　(i-V　-,k)

を同時に満足するような全ての点の集合をZで表し,金集合をZ串で表せば,

(2.8) P(Z*)<笈　　p(Z)>1- -真紅
次に

(2.9) E(H)- ¥ HdP+¥書dP

(2.9)の第二項は条件2)から
kACnp

e21nl
より小さい｡ J>p+lと選べば

･蝣サ-I(2.10)E(H)-¥HdP+.0(÷)

Eを十分小さくすれげ条件1)から集合Zの任意の点に対して

k
(2.ll)H(mvi,--mvk)-Ho+∑Hi(mvi-jォvi)+R

i=1

R-÷{sH'aGn

M=l-02+2葛H'ij(-vi-^v.i)(-vj---vj)}

こiにH′i再ま(Aォvi,J"vj)と(nivi,mvi)との間に於ける点の第二次偏導歯数の値であるo

故に

(2.12)¥HdP-HoP(Z)+Hl¥z(mvl-,uvl)dP+-+Hb((mv*

JZ-AOdP+jzRdP

右辺の第一項はH｡P(Z)>H｡(ト蓋十Ho-Ho-慕-

(2.13).'.Ho-HoP(Z)<Ho-^--OCn-')

こiに/>p+l≧1であるからn-t･はn一一lよりも小さい｡

(2.14)((--^vi)dP-E(mvl一伽>-Sz*(m*-Avi)dP

-o(÷)-J(mvj-/ォvi)dP

の不等式により

(2.15)
¥(m

iz*γ-i)dP国(mvi

z*-仙)2dP-¥dP

lz*⊃与
≦⊂E(mvi-^)2�"P(Z*)〕1/2-0(n-w'2;
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こゝにE(mvi-Atvi)2-0(

p(Zり<一芸-o(n-り

であるから

∴(2.14),(2.15)から

(2.16)j(mvi-〝vi)dP-O(÷)

次に

(2.17)､享(mvi-Aォvi)adP≦〔§(mvi-如IdP-¥dP

Jz*コ1′2

≦rE(mvl-^vi)4�"P(Z*)コ1/2-0(n-m汁2))

(2.18) J | (mvi-iォvi)(mvJ-;UVJ) I dP≦〔E(mvi一仙)2 E(mvj-A'vi)2〕l′2-0(÷)

(2.19) ∴　RdP匡÷u畠Ki(mviL-^vi)2+2是Kij

･　　-o ÷)
(2.12), (2.13), (2.16), (2.19)から

(2.20) E(H)-Ho+O(

次にD2(H)を求める｡

(2.21)E(H-Ho)2-Jr(H-Ho)2dP+～(H

z*-Ho)2dP

こ1に
Z*
(H-Ho)2dP巨=

¥(H2

Jz*-2HHo+Ho3)dPJ

¥HW-2[HHodP+(IVdPI

Jz*Jz*Jz*

(mvi-^vi)(mvj-A*vj)

≦H2dP+2(|H|Ho|dP+¥H,,3dP

Jz*Jz*iz*

<C2n2p¥dP+2C2n2p¥dP+C2n2p(dP

Jz*h*Jz*

kA
=4C2n2pP(Z*)<4C2n2p一声石｢

/>2p+号とすれば

-0(n~3/2)

(2.22)∴D2(H)-E(H-E(H))2-E(H-Ho)2

-¥(H-Ho)2dP+0(n-3

Jz/2)

k
(H-Ho)2-∑H,*(mv,-A<vi)2+R2+∑HiHj(mvi-^viXnivj-AォvO

i=lキj
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k
+2∑Hi(mvi-

i=1

(2.23)∴Jz-Ho)2dP-畠Hi2((mvl-^vi^dP+¥R2dP

JzJz

可z

･2星叫(mvi-/*vi)RdP

z

こ1に

(2.24)¥(mv,-Aォvx)3dP-E(invi-/*vl)2-¥^(mvl-/*vl)2dP

-^2(mvi)+O/忘)

(2.25)J(恥rMviX恥-mv;)dP-混(mvi-^viXmvj-mvj)

-‡哀(蝣mvi一両(mvj-^vj)dP-E(mvi-/｣vi)(-i-mvJ)+O(n-2)

u-^n(mvi,mvO+OCn-O+OCn~2)-^.i(mvi,mvi)+O(n-1)

k

(2.26) 2∑Hi
I=1

- ,

z

k

∑HI H′ii(mvi-- ^vi)3 + ∑ Hj H′n (mvi-/*vi)2(mvj-M*O
i= l　　　　　　　　　　　　　　　キj

･h莞HhH′ij(mvh--｣*vhXnivi一恥　一仙) dP

こ1に

(2.27)

(2.28)

(2.29)

¥ HiH'ncmvi-^vOMP | <KiKiIE | mvr可3
≦K,KVE(mォ-Mォyyi¥3/4-0(n-3/2)

- wvi)2(mvJ-M,i)dP､i

<KjK'ijECmvi-jUvi)2�"E | m蝣vj-/jvj I -0(n~3/2)

rHhH'^Cmvh
/a-^vh)(mvi-/*vi)(nivj-invj)dP

≦KhK′ij E (mvh-^vh)�"E (mvi-^vi)�"E (mvi-j"vi)=O(n~3)

(2.26), (2.27), (2.28)から

(2.30) 2如, ¥ r(mvi-^vi)RdP-O(n-3′2)　叉,
i=1

(2.31) j R?dP-i i zf∑ HV(mvi-;ォvi)4+∑H′iiH′ij2(mvi一触)3(mv)-^vj)

+ ∑H'ggH'ijCmvg-//vg)2(mvi-/*viX恥-mvj)l dP

こ1に
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(2.32)与cnivミー^vOMP≦E(mv,-^vi)4-0(n-2)

(2.33)jz(mvl-/uv.)a(mvi-Atvi)dP

≦E(|mvi-仙')-E(mvi-A'vil)

≦(E(mvi-jUvt)4)3'4(E(mv)-Aivj)2)l'2-0(n~2)

(2.34)¥(mvg-〃帽)2(mvi--i"vi)(mvj一両dP

≦E(mォ-fr*y�"E([mv,-juvt)�"E(†mvj-/iv,|)-O(n-サ)

(2.31),(2.32),(2.33),(2.34)から

(2.35)jR2dP-O(n-2)

故に(2.23),(2.24),(2.25),(2.30),(2.35)から

(2.36)¥(H-Hi,>2dP-SHa,Mmvi)

JZl=1十EHiHjAtnCmvi,mvJ)+O(n-s'2)

即ち,

良(2.37)D2(H)-∑/i2(mvi)Hi2+∑FLU(mvi,mvj)HiHj+O(n~3/2)

i=lキJ

3.極限分布

定理:恥l-P-vli*�"'-,mvk-^kvの近傍で函数が連続で,第一次及び第二次の連続な偏導函数が存

在すれば,確率変数HはasymptoticalynormalでIimitingnormaldistributionの

平均と分散は

(3.1)E(H)=Hu

(3.2)D2(H)-Ju2(mv,)H12+--+^2(mvk)Hk2

+2{/ill(mvi,mv2)HIH2++/.*n(nivk-i>mvk)Hk-iHk}

で与えられる｡

証明:】niv;-｣*vil<｣(1-1,2,--k)

なるような全ての点(X,v-Xn)のsetZを考える.然しEはnにdependしてもよい

とする｡叉実際e-n-s'8と選べば

(3.3)P(Zサ｡ト音

J-1とすれば

kA
(3.4)P(Z)>ト一言有-トkAn-1'*1

nを十分大きくすれば,Z■の任意の点に対して,前節から

(3.5)H-H｡+Hi(mvl-jMvi)+-+Hk(m沌一如く)+R

従って,

(3.6)/甘(H-H｡)-H!V首(mvi-/ivl)+-+Hkl/i(m<vk-^vO+R/甘
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こ1に

R/可-普(｣h

li=l,ii(nivi-Aォvi)2+2畏H,j(mv-OC-vj-^vj)}

<Kke2 /~訂+ 2K/

(Kk+ 2K′k

(k-I)

k(k-1)

- K′′n-1/　　(Kk-f-2K′

f- V~訂

k(k-1)
-K〟とおく)

(3.7) PdR ^ n壬<K''n-i/4)≧　　　-kAnl''*

故にR/首は0に確率収欽する｡

故に/首(H-Ho)とHl /首(mvi-jUvi)+-+Hkl/甘(uivk-^vk)とは, n十-のとき同じ

分布を持つ｡

/盲(mvi-A<vi)はn→∞のとき平均が0である正規分布に従うから(2>H, V五　一AivO+-+

Hk/首(mvk-^vk)はn-十∞のとき平均が0の正規分布に従う｡従って/甘(H-Ho)はn->ooの

とき,平均が0の正規分布に従う｡故に嘩率変数Hはn→-のとき,平均がHoの正規分布に従う｡

分散はn十∞のとき

D2(H) -E(H-E(H))2

-E(H-Ho)2

-ユE (/甘(H-H｡))2
n

-ユE C{H,�"甘(mv,-A*vi)+ -+IW甘(mviく-Pvk)}2〕
n

=^H,2n^(mvI)+ - +Hk2n//2(mvk)
n

+2{HiH2n^ll('mvi, mv2)+'-+Hk-iHk叩l (mviー1, mシk)‡〕

-Mmvl)Hi2 +-- +Mm的)H>k

+2{V‖(mvi, mv2)HiH2H h^n(mvk_1, m】(,)Hk_iHk}

となる｡

( 1 ) Harald Crm'er : Mathematical methods of Statstics P. 353-356, 366-367 (1946)

( 2 ) Harald Cra淑′er : Mathematical methods of Statistics P. 365 (1946)


