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第1章 はじめに

有限オートマトンとは，有限個の状態を持ち，外界からの「入力」に応じて１

つの状態から次の状態へと「制御」が移動し，その「入力」を「受理する」か否か

決定する機械である．有限オートマトンは「入力」として文字列を受け取る．有

限オートマトンAAAが受理する文字列全体の集合をT(AAA)と書く．有限オートマトン

には，「制御」の移動先が必ず存在してかつ一意に定まる「決定性」と，「制御」の

移動先が存在しないかまたは存在しても一意に定まらないかもしれない「非決定

性」がある．「決定性」は「非決定性」の特別な場合だといえる．また，非決定性

オートマトン AAAに対して T(AAA) = T(AAA′)となるような決定性オートマトン AAA′が存

在することが知られている．このことから，決定性オートマトンと非決定性オー

トマトンの受理能力は等しいことがわかる．一方，正規表現とは文字列パターン

を記述する代数的な記法で，オートマトンとは異なる考え方で言語を正確に表現

するためのものである．正規表現Eが表す文字列全体の集合を |E|と書く．オート

マトンと正規表現については，能力が等しいこと，つまり，

• オートマトン AAAに対して正規表現 Eが存在して，T(AAA) = |E|が成り立ち，

• 正規表現 Eに対してオートマトン AAAが存在して，|E| = T(AAA)が成り立つ

ということが知られている [6]．この性質は Kleene[3]が示したことからクリーニ

の定理と呼ばれる．

木オートマトンとは，通常の有限オートマトンを拡張したもので，有限個の状

態を持ち，「入力」を「受理する」か否か決定する機械であるということは通常の
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有限オートマトンと同じであるが，「入力」として木を受け取ることが通常の有限

オートマトンとは異なる．「決定性」と「非決定性」についても通常の有限オート

マトンと同様で受理能力は等しい．木オートマトンの定義は [4]にあるように，通

常の有限オートマトンによく似た形式のものや普遍代数によるもの [2]，書き換え

系によるもの [1]などが知られているが，いずれも同値である．正規木表現は正規

表現と同様の記法であるが，記述する対象が木であるという点と，連接を表わす

記号と閉包を表す記号がそれぞれ複数あるという点で正規表現と異なる．木オー

トマトンと正規木表現についても，能力が等しいこと，つまり，

1. 木オートマトンAAAに対して正規木表現Eが存在して，T(AAA) = |E|が成り立ち，

2. 正規木表現Eに対して木オートマトンAAAが存在して，|E|= T(AAA)が成り立つ

ということが知られている．

木オートマトンにある制限を加えたものを考え，これを単口木オートマトンと

呼ぶことにする．本論文では，非決定性単口木オートマトンが通常の有限オート

マトンや木オートマトンが持つ諸性質をみたすかどうか調べ，次を示す．

1. 非決定性単口木オートマトンの受理言語全体が，単口木言語上の主要な演算

について閉じていること

2. 非決定性単口木オートマトンと等価な文脈自由文法

3. 正規表現に対して同等の非決定性単口木オートマトンが存在すること

非決定性単口木オートマトンに関するクリーニの定理を示すには，3に加えて非決

定性単口木オートマトンAAAに対して |E| = T(AAA)となるような正規表現Eを構成し

てみせれば良い．本論文では，

• 通常の有限オートマトンの場合と同様の構成法では非決定性単口木オートマ

トンと等価な正規表現が得られないこと
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• 初期状態のみに注目して上記の構成法を拡張した方法でも等価な正規表現が

得られないこと

を反例を挙げることにより示す．これらの事実は，構成法のさらなる拡張が必要

なことを示唆しているため，反例を参考にさらなる拡張を加えた新しい構成法を

与え，これによって得られる正規表現 Eの表す単口木言語 |E|と構成元である非

決定性単口木オートマトン AAAの受理言語 T(AAA)との等価性を調べている．

本論文の構成は以下のとおりである．第２章で，単口木言語の定義と単口木言

語上の演算，性質について述べる．第３章では，正規表現と単口木オートマトン

の定義，単口木オートマトンが単口木言語上の演算に閉じていることを述べ，単

口木オートマトンと正規表現が等価であるかどうかについて考察する．第４章で

は，第２章，第３章で述べたことについてまとめるとともに，今後の課題につい

て議論する．
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第2章 単口木言語について

まず，木言語を定義する．ランク付けされたアルファベットの有限集合を Σで

表し，Σに含まれるランクmのアルファベット全体の集合をΣmで表す．有限集合

Xは X∩Σ = /0とする．

定義 2.1.木を次のように帰納的に定義する．

• x∈ Xは木である．

• σ ∈ Σ0は木である．

• m> 0かつ σ ∈ Σmで，t1, · · · , tmが木ならば，σ(t1, · · · , tm)も木である．

Σ上の木全体の集合を FΣ(X)で表し，FΣ(X)の部分集合を木言語と呼ぶ．

次に，単口木言語を定義する．¤ /∈ Σを唯一の代入定数とし，m≥ 2を固定，

Σ = Σmとする．

定義 2.2.単口木を次のように帰納的に定義する．

• ¤は単口木である．

• f ∈ Σmで，t1, · · · , tmが単口木ならば， f (t1, · · · , tm)も単口木である．

Σ上の単口木全体の集合をFΣで表し，FΣの部分集合を単口木言語と呼ぶ．このよ

うに定義すると，あるm≥ 2について Σ = Σmの場合，FΣ = FΣ({¤})が成り立つ．

単口木言語上の二項演算 ·と単項演算 ∗について述べる．まず，二項演算 ·を定

義する．



第 2章 単口木言語について 7

定義 2.3. t ∈ FΣ，T ⊆ FΣとするとき，t(¤ ← T)を次のように定義する．

• t = ¤のとき，t(¤ ← T) = T

• f ∈ Σm，t1, · · · , tm ∈ FΣ，t = f (t1, · · · , tm)のとき，

t(¤ ← T) = { f (s1, · · · ,sm) | si ∈ ti(¤ ← T)}

定義 2.4. S,T ⊆ FΣとする．Sと Tの連接を次で定義する．

S·T =
∪
t∈T

t(¤ ← S)

∪
t∈T t(¤ ← S)を T(¤ ← S)と略記することがある．二項演算 ·について，次の

ような命題が成り立つ．

命題 2.5. S,S′,T,T ′ ⊆ FΣ，t ∈ FΣとするとき，次が成り立つ．

1. {¤} ·S= S= S· {¤}

2. S⊆ S′ =⇒ t(¤ ← S) ⊆ t(¤ ← S′)

3. S⊆ S′,T ⊆ T ′ =⇒ S·T ⊆ S′ ·T ′

4. S· (T ∪T ′) = S·T ∪S·T ′

証明. まず，1については，

{¤} ·S=
∪
s∈S

s(¤ ←{¤}) =
∪
s∈S

{s} = S= ¤(¤ ← S) =
∪

¤∈{¤}
¤(¤ ← S) = S· {¤}

より成り立つ．次に，2を tの構造に関する帰納法により示す．t = ¤のとき，

¤(¤ ← S) = S⊆ S′ = ¤(¤ ← S′)
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より成り立つ．t = f (t1, · · · , tn)のとき，帰納法の仮定より

f (t1, · · · , tn)(¤ ← S) = { f (s1, · · · ,sn) ∈ FΣ | si ∈ ti(¤ ← S)}

⊆ { f (s1, · · · ,sn) ∈ FΣ | si ∈ ti(¤ ← S′)}

= f (t1, · · · , tn)(¤ ← S′)

となるので成り立つ．3は 2より，

S·T =
∪
t∈T

t(¤ ← S) ⊆
∪
t∈T

t(¤ ← S′) ⊆
∪

t∈T ′
t(¤ ← S′) = S′ ·T ′

となり成り立つ．4は，

S· (T ∪T ′) =
∪

t∈T∪T ′
t(¤ ← S) =

∪
t∈T

t(¤ ← S)∪
∪

t∈T ′
t(¤ ← S) = S·T ∪S·T ′

より成り立つ．

次に，単項演算 ∗を定義する．

定義 2.6. T ⊆ FΣに対して，

T0 = {¤}, Tn+1 = Tn ·T ∪Tn

とおく．このとき，

T∗ =
∪
n≥0

Tn

と定める．

この定義と命題 2.5の 3より

S⊆ T =⇒ S∗ ⊆ T∗

が成り立つ．木に対して，その葉の数を与える関数 leafを定義する．

定義 2.7. Xを¤ /∈ Xであるような有限集合とする．関数 leaf : FΣ({¤}∪X)→ Nを

次のように帰納的に定義する．
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• t = ¤のとき，leaf(¤) = 1

• t ∈ Xのとき，leaf(t) = 1

• f ∈ Σm，t1, · · · , tm ∈ FΣ({¤}∪X)，t = f (t1, · · · , tm)のとき，

leaf(t) = ∑
1≤i≤m

leaf(ti)

木 tが leaf(t) = nのとき，つまり n個の葉を持つとき，葉に n個の木 t1, · · · , tnを

代入することにより得られる木を取り扱う必要があるので，これを次のように定

める．

定義 2.8. Xを¤ /∈Xであるような有限集合とする．木 t, t1, · · · , tleaf(t) ∈ FΣ({¤}∪X)

に対して，木 t[t1, · · · , tleaf(t)]を次のように帰納的に定義する．

• t = ¤のとき，¤[t1] = t1

• t ∈ Xのとき，t[t1] = t

• f ∈ Σm，s1, · · · ,sm ∈ FΣ({¤}∪X)，t = f (s1, · · · ,sm)のとき，

f (s1, · · · ,sm)[t1, · · · , tleaf( f (s1,··· ,sm))]

= f (s1[t1, · · · , tleaf(s1)], · · · ,sm[tΣ1≤i≤m−1leaf(si)+1, · · · , tΣ1≤i≤mleaf(si)])

f ∈ Σm，s1, · · · ,sm ∈ FΣ({¤}∪X)のとき，定義より明らかに

f (¤, · · · ,¤)[s1, · · · ,sm] = f (s1, · · · ,sm)

が成り立つ．二項演算 ·と単項演算 ∗について，次のような命題が成り立つ．

命題 2.9. S,T,U ⊆ FΣとするとき，次が成り立つ．

1. (S·T) ·U = S· (T ·U)

2. T∗ ·T ⊆ T∗
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3. ∀n≥ 0. T ·Tn ⊆ Tn+1

4. T ·T∗ ⊆ T∗

5. T ·S⊆ T ⇒ T ·S∗ ⊆ T

6. T∗ ·T∗ ⊆ T∗

7. t∗∗ ⊆ T∗

証明. まず，1を示す．x∈ (S·T) ·U とすると，

u∈U かつ x1, · · · ,xlu ∈ S·T かつ x = u[x1, · · · ,xlu]

となるような u,x1, · · · ,xlu ∈ FΣが存在する．ここで，lu = leaf(u)とする．さらに，

x1, · · · ,xlu ∈ S·Tより各 i = 1, · · · , luについて，

ti ∈ T かつ si1, · · · ,sil i ∈ S かつ xi = ti [si1, · · · ,sil i ]

となるような ti ,si1, · · · ,sil i ∈ FΣが存在する．ここで，l i = leaf(ti)とする．このと

き，u[t1, · · · , tlu] ∈ T ·U であり，u[t1, · · · , tlu][s11, · · · ,slul lu ] ∈ S· (T ·U)となる．

u[t1, · · · , tlu][s11, · · · ,slul lu ] = u[t1[s11, · · · ,s1l1], · · · , tlu[slu1, · · · ,slul lu ]]

= u[x1, · · · ,xlu]

= x

であるから (S·T) ·U ⊆ S· (T ·U)が成り立つ．逆も同様に成り立つ．次に，2を示

す．t ∈ T∗ ·Tとすると，

t ′ ∈ T かつ t1, · · · , tl ∈ T∗ かつ t = t ′[t1, · · · , tl ]

となるような t ′, t1, · · · , tl ∈FΣが存在する．ここで，l = leaf(t ′)とする．各 i = 1, · · · , l

について，T∗ =
∪

n≥0Tnより ti ∈ Tniとなるni ≥ 0が存在する．m= max{n1, · · · ,nl}
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とすると Tk ⊆ Tk+1より t1, · · · , tl ∈ Tmとなる．このとき t ′[t1, · · · , tl ] ∈ Tm ·Tなの

で，Tm ·T ∪Tm = Tm+1 ⊆ T∗より，t ′[t1, · · · , tl ] ∈ T∗が成り立つ．3は n≥ 0に関す

る帰納法により示す．n = 0のとき，

T ·T0 = T · {¤} = T ⊆ {¤} ·T ∪{¤} = T1

より成り立つ．n = kのとき成り立つと仮定する．n = k+1のとき，1より

T ·Tk+1 = T · (Tk ·T ∪Tk) = T ·Tk ·T ∪T ·Tk ⊆ Tk+1 ·T ∪Tk+1 = Tk+2

となり成り立つ．4は

T ·T∗ = T ·
∪

n≥0Tn

=
∪

n≥0T ·Tn (命題 2.5の 4より)

⊆
∪

n≥1Tn (3より)

⊆
∪

n≥0Tn

= T∗

より成り立つ．5を示すには，

T ·S⊆ T ⇒ ∀n≥ 0. T ·Sn ⊆ T

を示せばよいので，n≥ 0に関する帰納法により示す．n = 0のときは T ·S0 = Tよ

り成り立つ．n = kのとき成り立つと仮定する．n = k+1のとき，

T ·Sk+1 = T · (Sk ·S∪Sk) = (T ·Sk) ·S∪T ·Sk ⊆ T ·S∪T ⊆ T

より成り立つ．次に，6を示す．T∗ ⊆ T∗ ·T∗は明らか．T∗ ·T∗ ⊆ T∗は 2と 5より

成り立つ．次に，7を示す．5と 6よりT∗ ·T∗∗ ⊆ T∗．さらに {¤} ⊆ T∗なので，命

題 2.5の 1および 3より次を得る．

T∗∗ = {¤} ·T∗∗ ⊆ T∗ ·T∗∗ ⊆ T∗
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第3章 正規表現と単口木オートマ

トン

3.1 正規表現

正規表現を定義し，単口木言語に対応させる．

定義 3.1.集合 Σ上の正規表現を次のように帰納的に定義する．

• 0は正規表現である．

• ¤は正規表現である．

• f ∈ Σは正規表現である．

• E1,E2が正規表現ならば，E1 +E2も正規表現である．

• E1,E2が正規表現ならば，E1 ·E2も正規表現である．

• E1が正規表現ならば，E∗
1も正規表現である．

定義 3.2.正規表現 ηで表される単口木言語 |η |は次のように帰納的に定義される．

• |0| = /0

• |¤| = {¤}

• | f | = { f (¤, · · · ,¤)}

• |ζ +η | = |ζ |∪ |η |
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• |ζ ·η | = |ζ | · |η |

• |η∗| = |η |∗

3.2 単口木オートマトン

非決定性単口木オートマトンと決定性単口木オートマトンをそれぞれ次のよう

に定義する．

定義 3.3.以下の条件を満たす組AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を非決定性単口木オートマトン

という．

• Qは空でない有限集合

• ∆ ⊆ (Σ×Q)×Q

• S,F ⊆ Q

∆の拡張 ∆̂ ⊆ FΣ ×Qを以下のように定義する．

• ∆̂(¤) = S

• ∆̂( f (t1, · · · , tm)) =
∪

p∈
∩

1≤i≤m∆̂(ti) ∆( f , p)

集合 {t ∈ FΣ | ∆̂(t)∩F 6= /0}をAAAにより受理される言語またはAAAの受理言語と呼び，

T(AAA)で表す．

例 3.4.次で定められる非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を考える．

• Q = {p,q, r}

• Σ = Σ2 = { f ,g,h}

• S= {p,q}
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• F = {q}

• ∆ = {(( f , r),q),((g, p), r),((h,q), r)}

このとき，非決定性単口木オートマトン AAAは，

∆̂(¤) = {p,q}

∆̂(g(¤,¤)) =
∪

x∈∆̂(¤) ∆(g,x) = ∆(g, p) = {r}

∆̂(h(¤,¤)) =
∪

x∈∆̂(¤) ∆(h,x) = ∆(h,q) = {r}

∆̂( f (g(¤,¤),h(¤,¤))) =
∪

x∈∆̂(g(¤,¤))∩∆̂(h(¤,¤)) ∆( f ,x) = ∆( f , r) = {q}

より ∆̂( f (¤,g(h(¤,¤),h(¤,¤))))∩F 6= /0なので，単口木 f (g(¤,¤),h(¤,¤))を受

理する．

例 3.5.次で定められる非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を考える．

• Σ = Σ2 = { f1, f2, f3, f4, f5}

• Q = {a,b, p,q}

• S= {p}

• F = {q}

• ∆ = {(( f1,a),q),(( f2, p),a),(( f3,b),a),(( f4, p),b),(( f5,a),b)}

このとき，非決定性単口木オートマトン AAAは，

∆̂(¤) = {p}

∆̂( f2(¤,¤)) =
∪

x∈∆̂(¤) ∆( f2,x) = ∆( f2, p) = {a}

∆̂( f4(¤,¤)) =
∪

x∈∆̂(¤) ∆( f4,x) = ∆( f4, p) = {b}

∆̂( f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))) =
∪

x∈∆̂( f2(¤,¤)) ∆( f5,x) = ∆( f5,a) = {b}

∆̂( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))))

=
∪

x∈∆̂( f4(¤,¤))∩∆̂( f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))) ∆( f3,x) = ∆( f3,b) = {a}
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∆̂( f1( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))), f2(¤,¤)))

=
∪

x∈∆̂( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))))∩∆̂( f2(¤,¤)) ∆( f1,x) = ∆( f1,a) = {q}

より ∆̂( f1( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))), f2(¤,¤)))∩ F 6= /0なので，単口木

f1( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))), f2(¤,¤))を受理する．

定義 3.6.以下の条件をみたす組DDD = (Σ,Q,δ ,s,F)を決定性単口木オートマトンと

いう．

• Qは空でない有限集合

• δ : Σ×Q→ Q

• s∈ Q，F ⊆ Q

δ の拡張 δ̂ : FΣ → Qを以下のように定義する．

• δ̂ (¤) = s

• δ̂ ( f (t1, · · · , tm)) =

 δ ( f ,q) (q = δ̂ (t1) = · · · = δ̂ (tm)のとき)

未定義 (その他のとき)

集合 {t ∈ FΣ | δ̂ (t) ∈ F}を DDDにより受理される言語または DDDの受理言語と呼び，

T(DDD)で表す．

非決定性単口木オートマトンと決定性単口木オートマトンについて，次のこと

が成り立つ．

命題 3.7.決定性単口木オートマトンDDDに対して，T(AAA) = T(DDD)となるような非決

定性単口木オートマトン AAAが存在する．

証明. 与えられた決定性単口木オートマトンDDD = (ΣD,QD,δ ,s,FD)に対して，非決

定性単口木オートマトン AAA = (ΣA,QA,∆,S,FA)を次のように定義する．
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• ΣA = ΣD，

• QA = QD，

• ∆ = {(( f , p),q) | δ ( f , p) = q}，

• S= {s}，

• FA = FD．

このとき，{δ̂ (t)} = ∆̂(t)を tに関する帰納法により示す．簡単の為に Σ = Σ2の場

合を考える．t = ¤のとき，{δ̂ (¤)} = {s} = ∆̂(¤)となり成り立つ．t = f (t1, t2)の

とき，δ̂ の定義より {δ̂ ( f (t1, t2))} = {δ ( f , p)}かつ p = δ̂ (t1) = δ̂ (t2)である．帰納

法の仮定より ∆̂(t1) = ∆̂(t2) = {p}であり，∆の定義より {δ ( f , p)} = ∆( f , p)である

から，

{δ ( f , p)} = ∆( f , p) =
∪

x∈∆̂(t1)∩∆̂(t2)

∆( f ,x) = ∆̂( f (t1, t2))

が成り立つ．よって，{δ̂ ( f (t1, t2))} = ∆̂( f (t1, t2))となる．以上より {δ̂ (t)} = ∆̂(t)

が成り立ち，これにより，

t ∈ T(DDD) ⇐⇒ δ̂ (t) ∈ F

⇐⇒ {δ̂ (t)} ⊆ F

⇐⇒ ∆̂(t)∩F 6= /0

⇐⇒ t ∈ T(AAA)

が成り立つ．

この命題の逆は一般に成り立たないことが，次の例からわかる．

例 3.8. f ∈ Σ2とするとき， f (¤, f (¤,¤))を受理するような決定性単口木オートマ

トンDDD = (Σ2,Q,δ ,s,F)を考える．DDDが f (¤, f (¤,¤))を受理することから，

δ̂ ( f (¤, f (¤,¤))) = δ ( f , p) かつ p = δ̂ (¤) = δ̂ ( f (¤,¤))
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である．δ̂の定義より δ̂ (¤) = sであり，これより δ̂ ( f (¤,¤)) = δ ( f ,s)となる．よっ

て，δ ( f ,s) = sであるので，δ̂ ( f (¤, f (¤,¤))) = δ ( f ,s) = sが成り立ち，s∈ Fなの

でDDDは¤を受理する．つまり， f (¤, f (¤,¤))を受理するが，¤を受理しないよう

な決定性単口木オートマトンは存在しない．一方，非決定性単口木オートマトン

AAA = ({ f},Q,∆,{s},{p})で，∆が

∆( f ,s) = {s, p}

∆( f ,x) = /0 (x∈ Q,x 6= s)

であるようなものを考えると，

∆̂( f (¤,¤)) =
∪

q∈∆̂(¤)∩∆̂(¤)

∆( f ,q)

= ∆( f ,s)

= {s, p}

であるから，

∆̂( f (¤, f (¤,¤))) =
∪

q∈δ̂ (¤)∩δ̂ ( f (¤,¤))

∆( f ,q)

=
∪

q∈{s}∩{s,p}
∆( f ,q)

= ∆( f ,s)

= {s, p}

となる．従って，∆̂( f (¤, f (¤,¤)))∩{p}= {p} 6= /0であるから，AAAが f (¤, f (¤,¤))

を受理することがわかる．また，∆̂(¤) = {s}であるので，∆̂(¤)∩{p} = /0となり，

AAAは¤を受理しない．つまり， f (¤, f (¤,¤))を受理するが，¤を受理しない非決

定性単口木オートマトンは存在する．

よって，決定性単口木オートマトンの受理能力が非決定性単口木オートマトン

の受理能力に劣ることが示された．また，次の例から決定性単口木オートマトン

の受理能力が正規表現の表現能力に劣ることがわかる．
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例 3.9.例 3.8と同様に f ∈ Σ2とすると，

|(¤+ f ) · f | = |¤+ f | · | f |

= (|¤|∪ | f |) · | f |

= ({¤}∪{ f (¤,¤)}) · { f (¤,¤)}

= {¤, f (¤,¤)} · { f (¤,¤)}

= { f (¤,¤), f (¤, f (¤,¤)), f ( f (¤,¤),¤), f ( f (¤,¤), f (¤,¤))}

となる．よって， f (¤, f (¤,¤))を含むが¤を含まない単口木言語を表現する正規

表現は存在する．

以上のことから決定性単口木オートマトンの受理能力は低く，正規表現の表現

能力とは明らかに同値でない．これ以降は非決定性単口木オートマトンについて

考える．

3.3 単口木上の演算と単口木オートマトン

定理 3.10.非決定性単口木オートマトン AAAと BBBが与えられたとする．このとき，

T(CCC) = T(AAA)∪T(BBB)，T(CCC) = T(AAA)∩T(BBB)，T(CCC) = T(AAA)−T(BBB)となるような非

決定性単口木オートマトンCCCがそれぞれ存在する．

証明. T(CCC) = T(AAA)∩T(BBB)となるようなオートマトンCCC = (Σ,QC,∆C,SC,FC)は，与

えられたオートマトン AAA = (Σ,QA,∆A,SA,FA)と BBB = (Σ,QB,∆B,SB,FB)から以下の

ように構成すればよい．

• QC = QA×QB

• ∆C = ∆A×∆B

• SC = SA×SB
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• FC = FA×FB

実際に，オートマトンCCCがT(CCC) = T(AAA)∩T(BBB)をみたすことを示す．まず，∆̂Cが

任意の t ∈ FΣに対して

∆̂C(t) = ∆̂A(t)× ∆̂B(t)

をみたすことを tの構造に関する帰納法により示す．t = ¤のときは

∆̂C(¤) = SC = SA×SB = ∆̂A(¤)× ∆̂B(¤)

より成り立つ．t = f (t1, · · · , tm)のとき，定義と帰納法の仮定により

∆̂C( f (t1, · · · , tm)) =
∪

x∈
∩

i ∆̂C(ti) ∆C( f ,x)

=
∪

x∈
∩

i ∆̂A(ti)×∆̂B(ti) ∆A( f ,x)×∆B( f ,x)

=
∪

y∈
∩

j ∆̂A(t j ) ∆C( f ,y)×
∪

z∈
∩

k ∆̂B(tk)
∆B( f ,z)

= ∆̂A( f (t1, · · · , tm))× ∆̂B( f (t1, · · · , tm))

が成り立つ．以上より，∆̂C(t) = ∆̂A(t)× ∆̂B(t)が成り立つことが証明できた．この

ことから，任意の t ∈ FΣに対して，

t ∈ T(CCC) ⇐⇒ ∆̂C(t)∩FC 6= /0

⇐⇒ (∆̂A(t)× ∆̂B(t))∩ (FA×FB) 6= /0

⇐⇒ (∆̂A(t)∩FA 6= /0)かつ (∆̂B(t)∩FB 6= /0)

⇐⇒ t ∈ T(AAA)∩T(BBB)

なので T(CCC) = T(AAA)∩T(BBB)が成り立つ．T(CCC) = T(AAA)−T(BBB)となるようなオート

マトンCCCを構成するには，FC以外は上と同様に定め，FC = FAとすればよい．実

際，任意の t ∈ FΣに対して，

t ∈ T(CCC) ⇐⇒ ∆̂C(t)∩FC 6= /0

⇐⇒ (∆̂A(t)× ∆̂B(t))∩ (FA× (QB−FB)) 6= /0

⇐⇒ (∆̂A(t)∩FA 6= /0)かつ (∆̂B(t)∩ (QB−FB) 6= /0)

⇐⇒ t ∈ T(AAA)かつ t /∈ T(BBB)

⇐⇒ t ∈ T(AAA)−T(BBB)
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なので，T(C) = T(A)− T(B)が成り立つ．次に，T(CCC) = T(AAA)∪ T(BBB)となるよ

うなオートマトンCCCを構成する．この場合も FC以外は上と同様に構成し，FCを

FA×QB∪QA×FBとすればよい．実際，任意の t ∈ FΣに対して，

t ∈ T(CCC) ⇐⇒ ∆̂C∩FC 6= /0

⇐⇒ (∆̂A(t)× ∆̂B(t))∩ (FA×QB∪QA×FB) 6= /0

⇐⇒ (∆̂A(t)× ∆̂B(t))∩ (FA×QB) 6= /0または

(∆̂A(t)× ∆̂B(t))∩ (QA×FB) 6= /0

⇐⇒ (∆̂A(t)∩FA 6= /0)または (∆̂B(t)∩FB 6= /0)

⇐⇒ t ∈ T(AAA)または t ∈ T(BBB)

⇐⇒ t ∈ T(AAA)∪T(BBB)

なので，T(C) = T(A)∪T(B)が成り立つ．

定義 3.11.以下の条件を満たす組GGG = (N,Σ,¤,P,A′)を単口木文法という．

• Nは非終端記号の集合である．

• A′ ⊆ Nは初期記号の集合である．

• Pは生成規則の集合で，

1. a→ ¤ (a∈ N)，又は

2. a→ f (a′, · · · ,a′) ( f ∈ Σm, a,a′ ∈ N)

のいずれかの形の生成規則だけから成る集合である．

→Gと→∗
Gを次で定義する．

p→G q ⇐⇒ ∃a∈ N.∃r ∈ FΣ({¤}∪N).∃u,v∈ (Σ∪N∪{(,), ,,¤})∗.

p = uavかつ q = urvかつ a→ r ∈ P

p→∗
G q ⇐⇒ ∃n≥ 0. p→G p1 →G · · · →G pn−1 →G q
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集合 {t ∈ FΣ | a∈ A′,a→∗
G t}をGGGで生成される言語と呼び，T(GGG)でこれを表す．

定理 3.12.単口木文法GGGAとGGGBに対して，T(GGGA) ·T(GGGB) = T(GGGC)となるような

単口木文法GGGCが存在する．

証明. 単口木文法GGGC = (NC,Σ,{¤},PC,C′)を，単口木文法GGGA = (NA,Σ,{¤},PA,A′)

とGGGB = (NB,Σ,{¤},PB,B′)から次のように構成する．

• NC = NA∪NB (NA∩NB = /0)

• PC = P′
C∪{aA → aB | aA → ¤ ∈ PA,aB ∈ B′}∪PB

P′
Cは PAから a→ ¤ (a∈ NA)の形の生成規則を全て消したもの

• C′ = A′

上で構成した文法は単口木文法である．これが，T(GGGA) ·T(GGGB) = T(GGGC)をみたす

ことを示すには，

∃a∈C′. a→∗
GC

t ⇐⇒ ∃p∈ FΣ. a→∗
GA

pかつ t ∈ p(¤ ← T(GGGB))

を示せばよい．まず，(⇒)を t の構造に関する帰納法により示す．t = ¤のとき，

任意の aA ∈C′に対して aA →∗
GC

¤とすると，C′ = A′なのでGGGCでの aAから¤へ

の導出は全て

aA →GC aB →GC ¤

の形をしている．よって，aA → aBかつ aB → ¤ ∈ PCとなる aB ∈ B′が存在する．

aA → aB ∈ PCより aA → ¤ ∈ PAかつ aB → ¤ ∈ PBなので，¤が求める単口木であ

る．t = f (t1, · · · , tm)のとき，任意の aA ∈C′に対して aA →∗
GC

f (t1, · · · , tm)とする．

このとき，

1. aA →GC aB →∗
GC

f (t1, · · · , tm)

2. aA →GC f (aB1, · · · ,aBm) →∗
GC

f (t1, · · · , tm)
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の二通りが考えられる．1のとき，

aA → aB ∈ PC かつ aB →∗
GC

f (t1, · · · , tm)

である．aA → aB ∈PCとPCの定義よりaA →¤かつaB ∈B′で，aB →∗
GC

f (t1, · · · , tm)

より aB →∗
GB

f (t1, · · · , tm)となる．よって，p = ¤とすればよい．2のとき，

aA → f (aA1, · · · ,aAm) ∈ PA かつ aAi →
∗
GC

ti

である．ここで，aAi ∈ NA．帰納法の仮定より aAi →∗
GA

piかつ ti ∈ pi (¤ ← T(GGGB))

となる pi ∈ FΣが存在するので，p= f (p1, · · · , pm)とすればよい．次に，(⇐)を tの

構造に関する帰納法により示す．t = ¤のとき，¤∈ p(¤ ← T(GGGB))より，p= ¤か

つ¤ ∈ T(GGGB)でなければならない．¤ ∈ T(GGGB)より aB →∗
GB

¤となる aB ∈ B′が存

在し，GGGBが単口木文法であることからaB →¤ ∈ PBとなる．GGGAも単口木文法なの

でaA →∗
GA

¤よりaA →¤∈ PAとなる．これらのこととPCの定義からaA → aB ∈ PC

が導かれるので，aA →GC aB →GC ¤が成り立つ．よって，aAが求める初期記号で

ある．t = f (t1, · · · , tm)のとき，pは¤の場合と f (tA1, · · · , tAm)の場合の二通りが考

えられる．p = ¤のとき，

aA →∗
GA

¤ かつ t ∈ ¤(¤ ← T(GGGB))

である．GGGAが単口木文法であることから，aA → ¤ ∈ PAかつ t ∈ T(GGGB)となる．

t ∈ T(GGGB)より aB →∗
GB

tとなる aB ∈ B′が存在し，PCの定義から aA → aB ∈ PCと

なる．よって，aA →GC aB →∗
GC

t が成り立つので，aAが求める初期記号である．

p = f (tA1, · · · , tAm)のとき，

aA →∗
GA

f (tA1, · · · , tAm) かつ f (t1, · · · , tm) ∈ f (tA1, · · · , tAm)(¤ ← T(GGGB))

である．GGGAが単口木文法であることから aA →∗
GA

f (tA1, · · · , tAm)は

aA →GA f (aA1, · · · ,aAm) →∗
GA

f (tA1, · · · , tAm)
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の形をしていなければならない．これより各 i = 1, · · · ,mについて，

aAi →
∗
GA

tAi かつ ti ∈ tAi (¤ ← T(GGGB))

である．これと帰納法の仮定から aAi →∗
GC

tiとなるので，

aA →GC f (aA1, · · · ,aAm) →∗
GC

f (t1, · · · , tm)

が成り立つ．よって，aAが求める初期記号である．

定理 3.13.単口木文法GGGAに対して，T(GGGA)∗ = T(GGG)となるような単口木文法GGGが

存在する．

証明. 単口木文法GGG = (N,Σ,{¤},P,A′′)を，単口木文法GGGA = (NA,Σ,{¤},PA,A′)か

ら次のように構成する．

• N = NA∪{d} (d /∈ NA)

• P = PA∪{d → ¤}∪{a→ r | a→ ¤ ∈ PA(a∈ NA),aA → r ∈ PA(aA ∈ A′)}

• A′′ = A′∪{d}

上で構成した文法は単口木文法である．T = T(GGGA)とするとき，単口木文法GGGが

T∗ = T(GGG)みたすことを示すには，

∃a∈ A′′. a→∗
G t ⇐⇒ ∃n≥ 0. t ∈ Tn

を示せばよい．まず，(⇒)を示す．a = dのとき，Pの定義より d →∗
G tとなるのは

t = ¤のときだけであるから n= 0とすればよい．a∈ A′のとき，a→∗
GとPの定義

より

a→∗
GA

r →∗
G t

となる r ∈ FΣ({¤}∪N)が存在する．rの葉は leaf(r)個あり，i番目の葉を r iとおく

と，すべての i = 1, · · · , leaf(r)について r i ∈ {¤}∪NAである．各 i = 1, · · · , leaf(r)
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について，r i ∈ NAであるとき，Pの定義より r i → ¤ ∈ PAである．よって，rの葉

を全て¤で置き換えたものを r ′とおくと，

a→∗
GA

r ′ かつ r ′ ∈ T

となる．また，r →∗
G tより

r ′[t1, · · · , tleaf(r)] = t

となる t1, · · · , tleaf(r) ∈ FΣが存在する．各 i = 1, · · · , leaf(r)について，r i ∈ NAのと

き，r i →∗
G tiである．これより r i →G r ′i →∗

G tiとなる r ′i ∈ FΣ({¤}∪N)が存在する．P

の定義と a→∗
GA

r →∗
G tより，a′i → r ′i ∈ PAとなる a′i ∈ A′が存在して，a′i →∗

G tiであ

る．これと帰納法の仮定より ti ∈ Tki となるような ki ≥ 0が存在する．r i = ¤のと

きは ti = ¤なので ki = 0とすればよい．max{k1, · · · ,kleaf(r)}= kmaxとおくと，任意

の i = 1, · · · , leaf(r)について ti ∈ Tkmaxとなる．よって，r ′[t1, · · · , tleaf(r)] ∈ Tkmax ·T

であり Tkmax ·T ⊆ Tkmax+1なので，n = kmax+1とすればよい．(⇐)は n≥ 0に関す

る帰納法により示す．n = 0のとき，t ∈ T0であり T0 = {¤}なので t = ¤である．

Pの定義より d → ¤であるから d →∗
G ¤が成り立つ．n = kのとき成り立つと仮定

する．n = k+1のとき，Tk+1 = Tk ·T ∪Tkより

t ∈ Tk ·T または t ∈ Tk

である．t ∈ Tkのときは帰納法の仮定より成り立つ．t ∈ Tk ·Tのとき，

t ′ ∈ T かつ t1, · · · , tleaf(t ′) ∈ Tk かつ t = t ′[t1, · · · , tleaf(t ′)]

となるような t ′, t1, · · · , tleaf(t ′) ∈FΣが存在する．t ′ ∈Tよりa→∗
GA

tとなるa∈A′が存

在する．このとき，t ′の leaf(t ′)個の葉はすべて¤なので，任意の i = 1, · · · , leaf(t ′)

に対して，GGGAが単口木文法であることから bi →¤ ∈ PAとなるような bi ∈ NAが存

在するので，

a→∗
GA

t ′[b1, · · · ,bleaf(t ′)]
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である．また，任意の i = 1, · · · , leaf(t ′)について，ti ∈Tkと帰納法の仮定よりai →∗
G ti

となるai ∈A′′が存在する．これより，ai →G r i →∗
G tiとなるような r i ∈FΣ({¤}∪NA)

が存在し，ai → r i ∈ Pである．Pの定義より

ai → r i ∈ PA または

ai → r i ∈ {a→ r | a→ ¤ ∈ PA(a∈ NA),aA → r ∈ PA(aA ∈ A′)}

である．ai → r i ∈PAのときはbi → r i ∈ Pで，bi →∗
G tiとなる．ai → r i ∈ PAでないと

き，ai →¤ ∈ PAかつ ci → r i ∈ PAとなるような ci ∈ A′が存在するので，bi → r i ∈ P

で bi →∗
G tiとなる．よって，

a→∗
GA

t ′[b1, · · · ,bleaf(t ′)] →∗
G t

が成り立つので，aが求める初期記号である．

定理 3.14.非決定性単口木オートマトンで受理される言語は単口木文法で生成さ

れる．

証明. AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を非決定性単口木オートマトンとする．これに対して，単

口木文法GGG = (N,Σ,¤,P,A′)を以下のように構成する．

• N = Q

• A′ = F

• P = {a→ ¤ | a∈ ∆̂(¤)}∪{a→ f (p, · · · , p) | ∆( f , p) = a}

上で定義した文法は定義より単口木文法である．これが，T(AAA) = T(GGG)を満たす

ことを示すには，

a∈ ∆̂(t) ⇐⇒ a→∗
G t
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を示せばよい．これを tの構造に関する帰納法により示す．t = ¤のとき，

a∈ ∆̂(¤) ⇐⇒ a→ ¤ ∈ P ⇐⇒ a→∗
G ¤ = t

である．t = f (t1, · · · , tm)のとき，まず (⇒)を示す．∆̂の定義より，

a∈ ∆̂( f (t1, · · · , tm)) ⇐⇒ a∈
∪

p∈
∩

1≤i≤m∆̂(ti)

∆( f , p)

であるから，a→ f (p′, · · · , p′) ∈ Pかつ p′ ∈
∩

1≤i≤m∆̂(ti)となる p′ ∈ Qが存在する．

各 i = 1, · · ·mについて，帰納法の仮定より p′ →∗
G ti となるので，

a→G f (p′, · · · , p′) →∗
G f (t1, · · · , tm)

が成り立つ．次に (⇐)を示す．GGGが単口木文法であることから a→∗
G f (t1, · · · , tm)

となるためには

a→G f (a′, · · · ,a′) →∗
G f (t1, · · · , tm)

の形でなければならない．すなわち，

a→ f (a′, · · · ,a′) ∈ P かつ a′ →∗
G ti

である．このとき，a∈ ∆( f ,a′)かつ各 i = 1, · · · ,mについて a′ ∈ ∆̂(ti)であるから，

∆̂の定義より a∈ ∆̂( f (t1, · · · , tm))が成り立つ．以上のことから，

a∈ ∆̂(t) ⇐⇒ a→∗
G t

が成り立つので

t ∈ T(AAA) ⇐⇒ ∆̂(t)∩F 6= /0

⇐⇒ F = A′かつ ∃a∈ F. a∈ ∆̂(t)

⇐⇒ ∃a∈ A′. a→∗
G t

⇐⇒ t ∈ T(GGG)

が成り立つ．
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定理 3.15.単口木文法で生成される言語を受理する非決定性単口木オートマトン

が存在する．

証明. GGG= (N,Σ,¤,P,A′)を単口木文法とする．これに対して，非決定性単口木オー

トマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を以下のように構成する．

• Q = N

• F = A′

• ∆ = {(( f , p),q) | f ∈ Σm, p,q∈ Q, q→ f (p, · · · , p) ∈ P}

• ∆̂(¤) = {a∈ Q | a→ ¤ ∈ P}

上で定義したオートマトンは定義から非決定性単口木オートマトンである．これ

が，T(GGG) = T(AAA)を満たすことを示すには，

a→∗
G t ⇐⇒ a∈ ∆̂(t)

を示せばよい．これを tの構造に関する帰納法により示す．t = ¤のとき，

a→∗
G ¤ ⇐⇒ a→ ¤ ∈ P ⇐⇒ a∈ ∆̂(¤)

なので成り立つ．t = f (t1, · · · , tm)のとき，まず (⇒)を示す．単口木文法であるこ

とから a→∗
G f (t1, · · · , tm)となるためには

a→G f (a′, · · · ,a′) →∗
G f (t1, · · · , tm) (a′ ∈ N)

の形でなければならないので，a → f (a′, · · · ,a′) ∈ Pかつ，各 i = 1, · · · ,mについ

て a′ →∗
G ti である．このとき，a → f (a′, · · · ,a′) ∈ Pより a ∈ ∆( f ,a′) である．ま

た，各 i = 1, · · · ,mについて，a′ →∗
G tiと帰納法の仮定によりa′ ∈ ∆̂(ti)である．よっ
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て，∆̂の定義から a∈ ∆̂( f (t1, · · · , tm))が成り立つ．次に (⇐)を示す．∆̂の定義より

a∈
∪

p∈
∩

1≤i≤m∆̂(ti) ∆( f , p)なので，

a∈ ∆( f , p′) かつ p′ ∈
∪

1≤i≤m

∆̂(ti)

となる p′ ∈ Qが存在する．a∈ ∆( f , p′)より a→ f (p′, · · · , p′) ∈ Pであり，任意の

i = 1, · · · ,mについて p′ ∈ ∆̂(ti)と帰納法の仮定により，p′ →∗
G ti である．よって，

a→G f (p′, · · · , p′) →∗
G f (t1, · · · , tm)

となる．以上のことから，

a→∗
G t ⇐⇒ a∈ ∆̂(t)

が成り立つので，

t ∈ T(GGG) ⇐⇒ ∃a∈ A′ = F. a→∗
G t

⇐⇒ ∃a∈ F. a∈ ∆̂(t)

⇐⇒ ∆̂(t)∩F 6= /0

⇐⇒ t ∈ T(AAA)

となる．

定理 3.14と定理 3.15より，次のことが言える．

系 3.16.非決定性単口木オートマトンと単口木文法は能力が等しい．

系 3.16と定理 3.12，定理 3.13より，

系 3.17.任意の非決定性単口木オートマトン AAA1と AAA2に対して，

T(AAA) = T(AAA1) ·T(AAA2)

となるような非決定性単口木オートマトン AAAと，

T(BBB) = T(AAA1)∗

となるような非決定性単口木オートマトン BBBが存在する．
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以上のことから，次が成り立つ．

定理 3.18.非決定性単口木オートマトンの受理言語全体のなす集合は∪,∩,−, ·,∗に

ついて閉じている．

3.4 正規表現から単口木オートマトン

この節では，正規表現に対して能力が等しい非決定性単口木オートマトンが存

在することを，前節までに述べたことを用いて示す．

定理 3.19.任意の正規表現 η に対して，T(AAA) = |η |となる非決定性単口木オート

マトン AAAが存在する．

証明. ηに関する帰納法により示す．η = 0のときはF = /0とすれば，|η |= /0= T(AAA)

が成り立つ．η = ¤のとき，非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を次

のように構成する．

• Σ = Σ2 = { f}

• Q = {s,q}

• S= {s}

• F = {s}

• ∆( f ,x) = {q} (x∈ Q)

このとき，∆の定義から ∆̂(¤) = {s}かつ任意の t1, t2 ∈ FΣについて ∆̂( f (t1, t2)) = {q}

である．よって，T(AAA) = {¤} = |¤|が成り立つ．η = f (¤, · · · ,¤)のとき，非決定

性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を次のように構成する．

• Σ = Σm = { f}



第 3章 正規表現と単口木オートマトン 30

• Q = {s,q, r}

• S= {s}

• F = {q}

• ∆( f ,s) = {q}，∆( f ,x) = {r} (x∈ {q, r})

このとき，∆の定義より，∆̂(¤) = {s}，∆̂( f (t1, · · · , tm)) ⊆ {q, r}であり，∆̂の定義

より，

t ∈ T(AAA) ⇐⇒ ∆̂(t)∩F 6= /0 ⇐⇒ q∈ ∆̂(t)

である．明らかに¤ /∈ T(AAA)である．q∈ ∆̂( f (t1, · · · , tm))となるためには，∆̂の定義

より s∈
∩

i=1,··· ,m∆̂(ti)でなければならない．オートマトンAAAの定義から，全ての i

について ti = ¤でなければならない．よって，T(AAA) = { f (¤, · · · ,¤)} = | f |が成り

立つ．η = e+e′，η = e·e′，η = e∗のときはいずれも定理 3.18より成り立つ．

3.5 単口木オートマトンから正規表現

この節では，非決定性単口木オートマトンに対して能力が等しい正規表現が存

在するかどうかを考える．まず，正規表現の構成法について，通常の有限オート

マトンの場合と同様に考えてみる．

定義 3.20.非決定性単口木オートマトンAAA = (Σ,Q,∆,S,F)と p,q∈ Q，X ⊆ Qが与

えられているとする．このとき，正規表現 β X
pqを次のように帰納的に定義する．

1. |X| = 0のとき，

p 6= qのとき， β /0
pq =

 ∑E′
pq (E′

pq 6= /0)

0 (E′
pq = /0)

p = qのとき， β /0
pq =

 (∑E′
pq)

∗ (E′
pq 6= /0)

¤ (E′
pq = /0)
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2. |X| ≥ 1のとき，

β X
pq = β X−{x}

pq +β X−{x}
px · (β X−{x}

xx )∗ ·β X−{x}
xq

ただし，E′
pq =

{
f ∈ Σ | q∈ ∆ /0

pq( f , p)
}
とし，∆ /0

pq = ((Σ×{p})×{q})∩∆とする．

次の例は，ある非決定性単口木オートマトンAAA = (Σ,Q,∆,S,F)に対して，T(AAA)

に含まれるが，|∑s∈S, f∈F β Q
s f|には含まれない単口木が存在することを示している．

例 3.21.例 3.4の非決定性単口木オートマトンを考える．この非決定性単口木オー

トマトンは単口木 f (g(¤,¤),h(¤,¤))を受理する．しかし，

∑
s∈S, f∈F

β Q
s f = ∑

s∈S

β Q
sq = ¤+g· ( f ·h)∗ · f +h· ( f ·h)∗ · f

なので，これが表す単口木言語 |∑s∈S, f∈F β Q
s f|は，単口木 f (g(¤,¤),h(¤,¤))を含

まない．

このことから，通常のオートマトンの場合と同じ構成法では，非決定性単口木

オートマトンの受理言語を表す正規表現を必ずしも得られないことがわかる．そ

こで次のような構成法を考える．

定義 3.22.非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)と空でない集合 P⊆ Q，

q∈ Q，X ⊆ Qが与えられているとする．このとき，正規表現 γX
Pqを次のように帰

納的に定義する．

1. |X| = 0のとき，

q /∈ Pのとき， γ /0
Pq =

 ∑p∈P∑Epq (∑p∈PEpq 6= /0)

0 (∑p∈PEpq = /0)

q∈ Pのとき， γ /0
Pq =

 ¤+∑p∈P∑Epq (∑p∈PEpq 6= /0)

¤ (∑p∈PEpq = /0)



第 3章 正規表現と単口木オートマトン 32

2. |X| ≥ 1のとき，

γX
Pq = ∑

x∈X

(
γX−{x}
Pq + γX−{x}

Px · (γX−{x}
{x}x )∗ · γX−{x}

{x}q

)
ただし，Epq = { f ∈ Σ | q∈ ∆Pq( f , p)}とし，∆Pq = ((Σ×P)×{q})∩∆とする．

このとき，例 3.21で示した問題点が改善されていることが次の例からわかる．

例 3.23.例 3.4の非決定性単口木オートマトンを考える．

γQ
Sq= (g+h) · ( f ·h)∗ · f +(¤+(g+h) · f ) · (h· f )∗

なので，正規表現 γQ
Sqが表す単口木言語 |γQ

Sq|は単口木 f (g(¤,¤),h(¤,¤))を含む．

しかし，次の例は，ある非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)に対し

て T(AAA)に含まれるが，|∑ f∈F γQ
S f|には含まれない単口木が存在することを示して

いる．

例 3.24.例 3.5の非決定性単口木オートマトンを考える．この非決定性単口木オー

トマトンは単口木 f1( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))), f2(¤,¤))を受理する．し

かし，

∑
f∈F

γQ
S f = γQ

Sq

= ( f4 + f2 · f5) · ( f3 · f5)∗ · f3 · f1 +( f2 + f4 · f3) · ( f5 · f3)∗ · f1

なので，単口木 f1( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))), f2(¤,¤))は∑ f∈F γQ
S fが表す

単口木言語 |∑ f∈F γQ
S f|に含まれない．

以上のことから，次のような正規表現の構成を考えることにする．

定義 3.25.非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)と空でない集合 P⊆ Q，

q∈ Q，X ⊆ Qが与えられているとする．このとき，正規表現 αX
Pqを次のように帰

納的に定義する．
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1. |X| = 0のとき，

q /∈ Pのとき， α /0
Pq =

 ∑p∈P∑Epq (∑p∈PEpq 6= /0)

0 (∑p∈PEpq = /0)

q∈ Pのとき， α /0
Pq =

 ¤+∑p∈P∑Epq (∑p∈PEpq 6= /0)

¤ (∑p∈PEpq = /0)

2. |X| ≥ 1のとき，

αX
Pq = ∑x∈X

(
αX−{x}

Pq +
(

∑y∈X−{x}αX−{y}
Py · (αX−{y}

{y}y )∗ ·αX−{y}
{y}x

+αX−{x}
Px · (αX−{x}

{x}x )∗
)
·αX−{x}

{x}q

)
このとき，各非決定性単口木オートマトンAAA= (Σ,Q,∆,S,F)について，明らかに

| ∑
f∈F

γQ
S f| ⊆ | ∑

f∈F

αQ
S f|

が成り立つ．よって，定義 3.25で与えた構成法については，例 3.21で示した問題

が生じないことがわかる．さらに，例 3.24で示した問題点が改善されていること

が次の例からわかる．

例 3.26.例 3.5の非決定性単口木オートマトンを考える．

∑
f∈F

αQ
Sq

=αQ
Sq

=(( f2 + f4 · f3) · ( f5 · f3)∗ · f5 +( f4 + f2 · f5) · ( f3 · f5)∗) · f3 · f1

+(( f4 + f2 · f5) · ( f3 · f5)∗ · f3 +( f2 + f4 · f3) · ( f5 · f3)∗) · f1

+((( f2 + f4 · f3) · ( f5 · f3)∗ · f5 +( f4 + f2 · f5) · ( f3 · f5)∗) · (¤+ f3 · f5)

+(( f4 + f2 · f5) · ( f3 · f5)∗ · f3 +( f2 + f4 · f3) · ( f5 · f3)∗) · f5) · f3 · f1

+((( f2 + f4 · f3) · ( f5 · f3)∗ · f5 +( f4 + f2 · f5) · ( f3 · f5)∗) · f3

+(( f4 + f2 · f5) · ( f3 · f5)∗ · f3 +( f2 + f4 · f3) · ( f5 · f3)∗) · (¤+ f5 · f3)) · f1
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なので，単口木 f1( f3( f4(¤,¤), f5( f2(¤,¤), f2(¤,¤))), f2(¤,¤))は ∑ f∈F αQ
S fが表

す単口木言語 |∑ f∈F αQ
S f|に含まれる．

非決定性単口木オートマトンAAA= (Σ,Q,∆,S,F)の空でない集合P,X ⊆ Qと q∈ Q

に対して，言語 T(AAA(P,q,X))を定める．このとき，特にP = S，X = Qとした場合

に T(AAA) =
∪

q∈F T(AAA(P,q,X))となるように注意する．通常の有限オートマトンに

対しても，同様の構成が知られている．これを素直に踏襲すると次のようになる．

定義 3.27.非決定性単口木オートマトンAAA = (Σ,Q,∆,S,F)と p,q∈ Q，X ⊆ Qが与

えられているとする．このとき，言語 T ′(AAA(P,q,X))を次のように定める．

T ′(AAA(P,q,X)) =
∪
p∈P

{t ∈ FΣ | q∈ ∆̂X
pq(t)}

ここで，∆X
pq = ((Σ× (X∪{p}))× (X∪{q}))∩∆であり，∆̂X

pq ⊆ FΣ ×Qは次のよう

に定義する．

• ∆̂X
pq(¤) = {p}

• ∆̂X
pq( f (t1, · · · , tm)) =

∪
x∈

∪
i ∆̂X

pq(ti)
∆X

pq( f ,x)

しかし，この構成法ではP = S，X = Qの場合に等式 T(AAA) =
∪

q∈F T ′(AAA(P,q,X))

をみたさない．

例 3.28.例 3.4の非決定性単口木オートマトンについて考える．この非決定性単口

木オートマトンは単口木 f (g(¤,¤),h(¤,¤))を受理する．一方，

∆̂Q
pq(¤) = {p}

∆̂Q
pq(g(¤,¤)) =

∪
x∈∆̂Q

pq(¤)

∆Q
pq(g,x) = ∆Q

pq(g, p) = {r}

∆̂Q
pq(h(¤,¤)) =

∪
x∈∆̂Q

pq(¤)

∆Q
pq(h,x) = ∆Q

pq(h, p) = /0

∆̂Q
pq( f (g(¤,¤),h(¤,¤))) =

∪
x∈∆̂Q

pq(g(¤,¤))∩∆̂Q
pq(h(¤,¤))

∆Q
pq( f ,x) = /0
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より q /∈ ∆̂Q
pq( f (g(¤,¤),h(¤,¤)))となり，

∆̂Q
qq(¤) = {q}

∆̂Q
qq(g(¤,¤)) =

∪
x∈∆̂Q

qq(¤)

∆Q
qq(g,x) = ∆Q

qq(g,q) = /0

∆̂Q
qq(h(¤,¤)) =

∪
x∈∆̂Q

qq(¤)

∆Q
qq(h,x) = ∆Q

qq(h,q) = {r}

∆̂Q
qq( f (g(¤,¤),h(¤,¤))) =

∪
x∈∆̂Q

qq(g(¤,¤))∩∆̂Q
qq(h(¤,¤))

∆Q
qq( f ,x) = /0

より q /∈ ∆̂Q
qq( f (g(¤,¤),h(¤,¤)))となるので

f (g(¤,¤),h(¤,¤)) /∈
∪
f∈F

T ′(AAA(S, f ,Q))

である．

この例で示した問題点を改善したものが次の構成法である．

定義 3.29.非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)が与えられているとす

る．このとき，空でない P⊆ Q，q∈ Q，X ⊆ Qに対して，

∆X
P = ((Σ× (X∪P))×X)∩∆

∆X
q = ((Σ×X)×{q})∩∆

∆Pq = ((Σ×P)×{q})∩∆

と定義し，∆̃X
Pq ⊆ FΣ({¤}∪Q)×Qを次で定義する．

• t ∈ Qのとき，∆̃X
Pq(t) = {t}

• t = ¤のとき，∆̃X
Pq(t) = P

• f ∈ Σn，t1, · · · , tn ∈ FΣ({¤}∪Q)，t = f (t1, · · · , tn)のときで，

– ∀i ∈ {1, · · · ,n}. ti = ¤のとき，∆̃X
Pq(t) =

∪
p∈P∆Pq( f , p)
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– ∃i ∈ {1, · · · ,n}. ti 6= ¤のとき，∆̃X
Pq(t) =

∪
p∈

∩
i ∆̂X

P(ti) ∆X
q ( f , p)

∆̂X
P ⊆ FΣ({¤}∪Q)は次のように定義する．

• t ∈ Qのとき，∆̂X
P(t) = {t}

• t = ¤のとき，∆̂X
P(t) = P

• f ∈ Σn，t1, · · · , tn ∈ FΣ({¤}∪Q)，t = f (t1, · · · , tn)のとき，

∆̂X
P( f (t1, · · · , tn)) =

∪
p∈

∩
i∈{1,··· ,n} ∆̂X

P(ti)

∆X
P( f , p)

このとき，言語 T(AAA(P,q,X))を

t ∈ T(AAA(P,q,X)) def⇐⇒ q∈ ∆̃X
Pq(t)

と定める．

補題 3.30. AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を非決定性単口木オートマトンとする．このとき，任

意の t ∈ FΣに対して

∆̂(t) = ∆̂Q
S(t)

が成り立つ．

証明. 簡単の為に Σ = Σ2とし，tの構造に関する帰納法で示す．t = ¤のときは

∆̂(¤) = S= ∆̂Q
S(¤)

より成り立つ．t = f (t1, t2)のとき，∆ = ∆Q
Sであることと帰納法の仮定から

∆̂( f (t1, t2)) =
∪

x∈∆̂(t1)∩∆̂(t2)

∆( f ,x) =
∪

x∈∆̂Q
S(t1)∩∆̂Q

S(t2)

∆Q
S( f ,x) = ∆̂Q

S( f (t1, t2))

が成り立つ．
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命題 3.31.非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)に対して

T(AAA) =
∪
f∈F

T(AAA(S, f ,Q))

が成り立つ．

証明. T(AAA) =
∪

f∈F T(AAA(S, f ,Q))を示すには

q∈ ∆̂(t) ⇐⇒ q∈ ∆̃Q
Sq(t)

を示せばよい．簡単の為に Σ = Σ2の場合を考える．まず，(⇒)を tの構造に関す

る帰納法により示す．t = ¤のときは，∆̂(¤) = Sより q∈ Sであり，∆̃Q
Sq(¤) = Sな

ので q∈ ∆̃Q
Sq(¤)が成り立つ．t = f (¤,¤)のとき，

∆̂( f (¤,¤)) =
∪

x∈∆̂(¤)

∆( f ,x) =
∪
x∈S

∆( f ,x)

より q∈
∪

x∈S∆( f ,x)なので，q∈ ∆( f , p)となるような p∈ Sが存在する．このと

き，q∈ ∆Sq( f , p)であり，∆̃Q
Sq( f (¤,¤)) =

∪
s∈S∆Sq( f ,s)なので，q∈ ∆̃Q

Sq( f (¤,¤))

が成り立つ．t1と t2のいずれかが¤と異なり，かつ t = f (t1, t2)のとき，∆̂の定義

より q∈
∪

x∈∆̂(t1)∩∆̂(t2)
∆( f ,x)である．これより

q∈ ∆( f , p) かつ p∈ ∆̂(t1)∩ ∆̂(t2)

となる p ∈ Qが存在する．q ∈ ∆( f , p)より q ∈ ∆Q
q ( f , p)であり，補題 3.30より

p∈ ∆̂Q
S(t1)∩ ∆̂Q

S(t2)である．これより q∈
∪

x∈∆̂Q
S(t1)∩∆̂Q

S(t2)
∆Q

q ( f ,x)であり，∆̃の定義

より q∈ ∆̃Q
Sq( f (t1, t2))が成り立つ．次に，(⇐)を tの構造に関する帰納法により示

す．t = ¤のときは，∆̃Q
Sq(¤) = Sより q∈ Sであり，∆̂(¤) = Sなので q∈ ∆̂(¤)が

成り立つ．t = f (¤,¤)のとき，

∆̃Q
Sq( f (¤,¤)) =

∪
s∈S

∆Sq( f ,s)
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より q∈
∪

s∈S∆Sq( f ,s)なので，q∈ ∆Sq( f , p)となるような p∈ Sが存在する．この

とき，q∈ ∆( f , p)であり，∆̂( f (¤,¤)) =
∪

s∈S∆( f ,s)なので，q∈ ∆̂( f (¤,¤))が成

り立つ．t1と t2のいずれかが¤と異なり，かつ t = f (t1, t2)のとき，∆̃Q
Sqの定義よ

り，q∈
∪

x∈∆̂Q
S(t1)∩∆̂Q

S(t2)
∆Q

q ( f ,x)である．これより，

q∈ ∆Q
q ( f , p) かつ p∈ ∆̂Q

S(t1)∩ ∆̂Q
S(t2)

となる p ∈ Qが存在する．q ∈ ∆Q
q ( f , p)より q ∈ ∆( f , p)であり，補題 3.30より

p ∈ ∆̂(t1)∩ ∆̂(t2)である．これより q ∈
∪

x∈∆̂(t1)∩∆̂(t2)
∆( f ,x)であり，∆̂の定義より

q∈ ∆̂( f (t1, t2))が成り立つ．

補題 3.32. t ∈ FΣ({¤}∪Q)とするとき，

q∈ ∆̂X
P(t) =⇒ q∈ ∆̃X

Pq(t)

が成り立つ．

証明. 簡単の為にΣ = Σ2とし，tの構造に関する帰納法により示す．t = ¤のときは

∆̂X
P(¤) = P = ∆̃X

Pq(¤)

より成り立つ．t ∈ Qのときは

∆̂X
P(t) = {t} = ∆̃X

Pq(t)

より成り立つ．t = f (¤,¤)のとき，∆̂X
P( f (¤,¤)) =

∪
p∈P∆X

P( f , p)より，q∈∆X
P( f , p′)

となるような p′ ∈Pが存在する．q∈∆X
P( f , p′)よりq∈∆( f , p′)なので，q∈∆Pq( f , p′)

となる． ∪
p∈P

∆Pq( f , p) = ∆̃X
Pq( f (¤,¤))

であるから q∈ ∆̃X
Pq( f (¤,¤))が成り立つ．t1と t2のいずれかが¤と異なり，かつ

t = f (t1, t2)のとき，

∆̂X
P( f (t1, t2)) =

∪
p∈∆̂X

P(t1)∩∆̂X
P(t2)

∆X
P( f , p)
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より q∈ ∆X
P( f , p′)となる p′ ∈ ∆̂X

P(t1)∩ ∆̂X
P(t2)が存在する．∆̂X

P(t1)∩ ∆̂X
P(t2) ⊆ Xより

p′ ∈ Xであり，q∈ ∆X
P( f , p′)より q∈ ∆( f , p′)であるから q∈ ∆X

q ( f , p′)となる．

∪
p∈∆̂X

P(t1)∩∆̂X
P(t2)

∆X
q ( f , p) = ∆̃X

Pq( f (t1, t2))

なので q∈ ∆̃X
Pq( f (t1, t2))が成り立つ．

補題 3.33. t ∈ FΣ({¤}∪Q)かつ q∈ Xとするとき，

q∈ ∆̃X
Pq(t) =⇒ q∈ ∆̂X

P(t)

が成り立つ．

証明. t = ¤および t ∈ Qのときは，それぞれ

∆̃X
Pq(t) = {t} = ∆̂X

P(t)

より成り立つ．t = f (¤,¤)のとき，

∆̃X
Pq( f (¤,¤)) =

∪
p∈P

∆Pq( f , p)

より，q∈ ∆Pq( f , p′)となるような p′ ∈ Pが存在する．これより q∈ ∆( f , p′)であり，

q∈ Xであるから q∈ ∆X
P( f , p′)となる．

∪
p∈P∆X

P( f , p) = ∆̂X
P( f (¤,¤))であるから，

q∈ ∆̂X
P( f (¤,¤))が成り立つ．t1と t2のいずれかが¤と異なり，かつ t = f (t1, t2)の

とき，

∆̃X
Pq( f (t1, t2)) =

∪
p∈∆̂X

P(t1)∩∆̂X
P(t2)

∆X
q ( f , p)

よりq∈ ∆X
q ( f , p′)となるような p′ ∈ ∆̂X

P(t1)∩ ∆̂X
P(t2)が存在する．∆̂X

P(t1)∩ ∆̂X
P(t2)⊆X

より p′ ∈ Xであり，q∈ ∆X
q ( f , p′)より q∈ ∆( f , p′)である．これより q∈ ∆X

P( f , p′)

であり， ∪
p∈∆̂X

P(t1)∩∆̂X
P(t2)

∆( f , p) = ∆̂X
P( f (t1, t2))

なので q∈ ∆̂X
P( f (t1, t2))が成り立つ．
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補題 3.34. leaf(t) = l であるような t ∈ FΣと t1, · · · , tl ∈ FΣに対して，

∆̂X
P(t[t1, · · · , tl ]) =

∪
r i∈∆̂X

P(ti)(1≤i≤l)

∆̂X
P(t[r1, · · · , r l ])

が成り立つ．

証明. 簡単の為に Σ = Σ2とし，tの構成に関する帰納法により示す．t = ¤のとき，

∆̂X
P(¤[t1]) = ∆̂X

P(t1) =
∪

r∈∆̂X
P(t1)

{r} =
∪

r∈∆̂X
P(t1)

∆̂X
P(¤[r])

より成り立つ．v1,v2 ∈ FΣについて，

v1 = v′1[t1, · · · , tm] =⇒ ∆̂X
P(v1) =

∪
r i∈∆̂X

P(ti)(1≤i≤m) ∆̂X
P(v′1[r1, · · · , rm])

v2 = v′2[tm+1, · · · , tl ] =⇒ ∆̂X
P(v2) =

∪
r j∈∆̂X

P(t j )(m+1≤ j≤l) ∆̂X
P(v′2[rm+1, · · · , r l ])

が成り立つと仮定する．t = f (v1,v2)のとき，

∆̂X
P( f (v1,v2)) =

∪
x∈∆̂X

P(v1)∩∆̂X
P(v2)

∆X
P( f ,x)

=
∪

r i∈∆̂X
P(ti)(1≤i≤l)

∪
x∈∆̂X

P(v′1[r1,··· ,rm])∩∆̂X
P(v′2[rm+1,··· ,r l ])

∆X
P( f ,x)

=
∪

r i∈∆̂X
P(ti)(1≤i≤l) ∆̂X

P( f (v′1[r1, · · · , rm],v′2[rm+1, · · · , r l ]))

=
∪

r i∈∆̂X
P(ti)(1≤i≤l) ∆̂X

P( f (v′1,v
′
2)[r1, · · · , r l ])

となり成り立つ．

補題 3.35. leaf(t) = l であるような t ∈ FΣと t1, · · · , tl ∈ FΣに対して，

q∈
∪

r i∈∆̂X
P(ti)(1≤i≤l)

∆̃X
Pq(t[r1, · · · , r l ]) =⇒ q∈ ∆̃X

Pq(t[t1, · · · , tl ])

が成り立つ．

証明. 簡単の為に Σ = Σ2の場合を考える．t = ¤のとき l = 1であり，

∪
r1∈∆̂X

P(t1)

∆̃X
Pq(¤[r1]) =

∪
r1∈∆̂X

P(t1)

{r1} = ∆̂X
P(t1)
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より q ∈ ∆̂X
P(t1)となる．t1 = ¤のときは ∆̂X

P(¤) = P = ∆̃X
Pq(¤[¤])より成り立つ．

t1 ∈ Qのときも ∆̂X
P(t1) = {t1} = ∆̃X

Pq(¤[t1]) より成り立つ．t1 = f (¤,¤) のとき，

∆̂X
P( f (¤,¤)) =

∪
p∈∆̂X

P(¤) ∆X
P( f , p)より q ∈ ∆X

P( f , p′)となるような p′ ∈ Pが存在す

る．q∈ ∆X
P( f , p′)より q∈ ∆( f , p′)であり，これと p′ ∈ Pより q∈ ∆Pq( f , p′)となる．

∪
p∈P

∆Pq( f , p) = ∆̃X
Pq( f (¤,¤)) = ∆̃X

Pq(¤[ f (¤,¤)])

なので q∈ ∆̃X
Pq(¤[ f (¤,¤)])が成り立つ．t11と t12のいずれかが¤と異なり，かつ

t1 = f (t11, t12)のとき，

∆̂X
P( f (t11, t12)) =

∪
p∈∆̂X

P(t11)∩∆̂X
P(t12)

∆X
P( f , p)

より q∈ ∆X
P( f , p′)となる p′ ∈ ∆̂X

P(t11)∩ ∆̂X
P(t12)が存在する．∆̂X

P(t11)∩ ∆̂X
P(t12) ⊆ X

より p′ ∈ Xであり，q∈ ∆X
P( f , p′)より q∈ ∆( f , p′)である．これより q∈ ∆X

q ( f , p′)

となるので，

∪
p∈∆̂X

P(t11)∩∆̂X
P(t12)

∆X
q ( f , p) = ∆̃X

Pq( f (t11, t12)) = ∆̃X
Pq(¤[ f (t11, t12)])

であることから，q∈ ∆̃X
Pq(¤[ f (t11, t12)])が成り立つ．t ∈ Qのときは明らかに成り

立つ．t = f (¤,¤)のとき l = 2で，

∪
r i∈∆̂X

P(ti)(1≤i≤2) ∆̃X
Pq( f (¤,¤)[r1, r2]) =

∪
r i∈∆̂X

P(ti)(1≤i≤2) ∆̃X
Pq( f (r1, r2))

=
∪

r i∈∆̂X
P(ti)(1≤i≤2)

∪
p∈∆̂X

P(r1)∩∆̂X
P(r2)

∆X
q ( f , p)

=
∪

p∈
∪

r1∈∆̂X
P(t1) ∆̂X

P(r1)∩
∪

r2∈∆̂X
P(t2) ∆̂X

P(r2)
∆X

q ( f , p)

=
∪

p∈∆̂X
P(t1)∩∆̂X

P(t2)
∆X

q ( f , p)

なので，q∈
∪

p∈∆̂X
P(t1)∩∆̂X

P(t2)
∆X

q ( f , p)となる．t1 6= ¤または t2 6= ¤のとき，

∪
p∈∆̂X

P(t1)∩∆̂X
P(t2)

∆X
q ( f , p) = ∆̃X

Pq( f (t1, t2)) = ∆̃X
Pq( f (¤,¤)[t1, t2])
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より成り立つ．t1 = ¤かつ t2 = ¤のとき，∆̂X
P(t1)∩ ∆̂X

P(t2) = Pであり，

q∈
∪
p∈P

∆X
q ( f , p)

より q∈ ∆X
q ( f , p′)となるような p′ ∈ Pが存在する．q∈ ∆X

q ( f , p′)より q∈ ∆( f , p′)

で，これと p′ ∈ Pより q∈ ∆Pq( f , p′)となる．

∪
p∈P

∆Pq( f , p) = ∆̃X
Pq( f (¤,¤))

であることからq∈ ∆̃X
Pq( f (¤,¤))が成り立つ．t1と t2のいずれかが¤と異なり，か

つ t = f (t1, t2)のとき，l i = leaf(ti)とおくと補題 3.34より

∪
r i j i∈∆̂X

P(ti j i )(1≤i≤2)(1≤ j i≤l i) ∆̃X
Pq( f (t1, t2)[r11, · · · , r1l1, r21, · · · , r2l2])

=
∪

r i j i∈∆̂X
P(ti j i )(1≤i≤2)(1≤ j i≤l i) ∆̃X

Pq( f (t1[r11, · · · , r1l1], t2[r21, · · · , r2l2])

=
∪

r i j i∈∆̂X
P(ti j i )(1≤i≤2)(1≤ j i≤l i)

∪
p∈∆̂X

P(t1[r11,··· ,r1l1
])∩∆̂X

P(t2[r21,··· ,r2l2
]) ∆X

q ( f , p)

=
∪

p∈
∪

r1 j1
∈∆̂X

P(t1 j1
) ∆̂X

P(t1[r11,··· ,r1l1
])∩

∪
r2 j2

∈∆̂X
P(t2 j2

) ∆̂X
P(t2[r21,··· ,r2l2

]) ∆X
q ( f , p)

=
∪

p∈∆̂X
P(t1[t11,··· ,t1l1

])∩∆̂X
P(t2[t21,··· ,t2l2

]) ∆X
q ( f , p)

= ∆̃X
Pq( f (t1[t11, · · · , t1l1], t2[t21, · · · , t2l2]))

= ∆̃X
Pq( f (t1, t2)[t11, · · · , t1l1, t21, · · · , t2l2])

なので q∈ ∆̃X
Pq( f (t1, t2)[t11, · · · , t1l1, t21, · · · , t2l2])が成り立つ．

補題 3.36. t ∈ FΣ({¤}∪Q)，x∈ Xとするとき，

r ∈ ∆̃X−{x}
{x}q (t) =⇒ r ∈ ∆̃X

Pq(t[x, · · · ,x])

が成り立つ．

証明. 簡単の為に Σ = Σ2とし，tの構造に関する帰納法により示す．t = ¤のとき，

r ∈ ∆̃X−{x}
{x}q (¤) かつ ∆̃X−{x}

{x}q (¤) = {x}
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より x = rである．このとき，∆̃X
Pq(¤[x]) = ∆̃X

Pq(x) = {x}となり成り立つ．t ∈ Qの

とき，

r ∈ ∆̃X
{x}q(t) かつ ∆̃X

{x}q(t) = {t}

より r = tである．このとき，∆̃X
Pq(a[x]) = ∆̃X

Pq(a) = {a}となり成り立つ．t = f (¤,¤)

のとき，

∆̃X−{x}
{x}q ( f (¤,¤)) =

∪
p∈{x}

∆{x}q( f , p) = ∆{x}q( f ,x)

であるから，r = qかつ r ∈ ∆( f ,x)で r ∈ ∆X
q ( f ,x)となる．このとき，

∆̃X
Pq( f (¤,¤)[x,x]) = ∆̃X

Pq( f (x,x)) =
∪

p∈∆̂X
P(x)

∆X
q ( f , p) = ∆X

q ( f ,x)

であるから r ∈ ∆̃X
Pq( f (¤,¤)[x,x])となる．t1と t2のいずれかが¤と異なり，かつ

t = f (t1, t2)のとき，

∆̃X−{x}
{x}q ( f (t1, t2)) =

∪
p∈∆̂X−{x}

{x} (t1)∩∆̂X−{x}
{x} (t2)

∆X−{x}
q ( f , p)

であることから，r ∈ ∆X−{x}
q ( f , p′)となるような p′ ∈ ∆̂X−{x}

{x} (t1)∩ ∆̂X−{x}
{x} (t2)が存在

する．r ∈ ∆X−{x}
q ( f , p′)より r = qかつ r ∈ ∆( f , p′)であり，

∆̂X−{x}
{x} (t1)∩ ∆̂X−{x}

{x} (t2) ⊆ X

より p′ ∈Xであるから，r ∈∆X
q ( f , p′)となる．また，t = 1,2について，p′ ∈ ∆̂X−{x}

{x} (ti)

と補題 3.32より p′ ∈ ∆̃X−{x}
{x}p′ (ti)で，帰納法の仮定より p′ ∈ ∆̃X

Pp′(ti [x, · · · ,x])となる．

さらに，補題 3.33より p′ ∈ ∆̂X
P(ti [x, · · · ,x])となる．よって，

∆X
q ( f , p′) ⊆

∪
p∈∆̂X

P(t1[x,··· ,x])∩∆̂X
P(t2[x,··· ,x]) ∆X

q ( f , p)

= ∆̃X
Pq( f (t1[x, · · · ,x], t2[x, · · · ,x]))

= ∆̃X
Pq( f (t1, t2)[x, · · · ,x])

なので r ∈ ∆̃X
Pq( f (t1, t2)[x, · · · ,x])となる．
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Tpq = |Epq|と定めると，次が成り立つ．

補題 3.37. q∈ Q，P⊆ Q，t ∈ FΣ，q /∈ Pとするとき，

q∈ ∆̃ /0
Pq(t) ⇐⇒ t ∈

∪
p∈P

Tpq

が成り立つ．

証明. 簡単の為に Σ = Σ2の場合を考える．まず，(⇒)を t の構造に関して場合分

けをして示す．t = ¤のときは，q /∈ Pかつ P = ∆̃ /0
Pq(¤)となり前提が成り立たな

いので，この命題は成り立つ．t = f (¤,¤)のとき，仮定より q∈ ∆̃ /0
Pq( f (¤,¤))で

あり，定義より ∆̃ /0
Pq( f (¤,¤)) =

∪
p∈P∆Pq( f , p)であるから，q∈ ∆Pq( f , r)となるよ

うな r ∈ Pが存在する．よって t ∈
∪

p∈PTpqが成り立つ．t1と t2のいずれかが ¤

と異なり，かつ t = f (t1, t2)のとき，仮定より q∈
∪

x∈∆̂ /0
P(t1)∩∆̂ /0

P(t2)
∆ /0

q( f ,x)であるが，

∆̂ /0
P(t1)∩ ∆̂ /0

P(t2) = /0なので仮定が成り立たない．よって，この命題は成り立つ．次

に，(⇐)を示す．仮定より t ∈ Tpqとなる p∈Pが存在する．このとき，Tpqの定義よ

り t = f (¤,¤)かつ q∈ ∆Pq( f , p)である．∆̃ /0
Pq(t) =

∪
r∈P∆Pq( f , r)なので q∈ ∆̃ /0

Pq(t)

が成り立つ．

補題 3.38. q∈ Q，P⊆ Q，t ∈ FΣ，q∈ Pとするとき，

q∈ ∆̃ /0
Pq(t) ⇐⇒ t ∈ {¤}∪

∪
p∈P

Tpq

が成り立つ．

証明. 簡単の為に Σ = Σ2の場合を考える．まず (⇒)を tの構造に関する帰納法に

より示す．t = ¤のときは明らかに成り立つ．t = f (¤,¤)のとき，∆̃の定義より

q ∈
∪

p∈P∆Pq( f , p)であるから，q ∈ ∆Pq( f , r)となるような r ∈ Pが存在する．Trq

の定義より t ∈ Trq であり t ∈
∪

p∈PTpqが成り立つ．t1と t2のいずれかが ¤と異

なり，かつ t = f (t1, t2)のとき，∆̃の定義より q∈
∪

x∈∆̂ /0
P(t1)∩∆̂ /0

P(t2)
∆ /0

q( f ,x)であるが，
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∆̂ /0
P(t1)∩ ∆̂ /0

P(t2) = /0より仮定が成り立たないので，この命題は成り立つ．次に (⇐)

を示す．仮定より t ∈ {¤}または t ∈
∪

p∈PTpqである．t ∈ {¤}のときは q∈ Pより

q∈ ∆̃ /0
Pq(¤)が成り立つ．t ∈

∪
p∈PTpqのとき，t ∈ Trqとなる r ∈ Pが存在する．この

とき，Trqの定義より t = f (¤,¤)かつq∈ ∆Pq( f , r)である．∆̃ /0
Pq(t) =

∪
p∈P∆Pq( f , p)

なので q∈ ∆̃ /0
Pq(t)が成り立つ．

補題 3.39. AAAを非決定性単口木オートマトンとするとき，任意の q∈ Q，P,X ⊆ Q

に対して，

|αX
Pq| ⊆ T(AAA(P,q,X))

が成り立つ．

証明. 簡単の為にΣ = Σ2とし，|X|に関する帰納法で示す．|X|= 0，すなわちX = /0

のとき，q /∈ Pと q ∈ Pの２通りを考える．q /∈ Pの場合，t ∈ |α /0
Pq|とすると，定

義より t ∈
∪

p∈PTpqであるから，補題 3.37より q ∈ ∆̃ /0
Pq(t)となり，T(AAA(P,q, /0))

の定義より t ∈ T(AAA(P,q, /0))となる．q ∈ Pの場合，t ∈ |α /0
Pq|とすると，定義より

t ∈ {¤}∪
∪

p∈PTpqであるから，補題 3.38より q∈ ∆̃ /0
Pq(t)となり，T(AAA(P,q, /0))の

定義より t ∈ T(AAA(P,q, /0))となる．よって，X = /0のときは成り立つ．|X| = kのと

き，|αX
Pq| ⊆ T(AAA(P,q,X))が成り立つと仮定する．|X| = k+1のとき，

t ∈
∪

x∈X

(
|αX−{x}

Pq |∪
(∪

y∈X−{x} |α
X−{y}
Py | · |αX−{y}

{y}y |∗ · |αX−{y}
{y}x |

∪|αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |∗
)
· |αX−{x}

{x}q |
)

=⇒ t ∈ T(AAA(P,q,X))

を示せばよい．仮定より

t ∈ |αX−{x}
Pq |∪

(∪
y∈X−{x} |α

X−{y}
Py | · |αX−{y}

{y}y |∗ · |αX−{y}
{y}x |

∪|αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |∗
)
· |αX−{x}

{x}q |

となる x ∈ X が存在する．t ∈ |αX−{x}
Pq |のときは |X|に関する帰納法の仮定より

t ∈ T(AAA(P,q,X−{x}))であり，T(AAA(P,q,X−{x})) ⊆ T(AAA(P,q,X))なので成り立つ．
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t ∈
(∪

y∈X−{x} |α
X−{y}
Py | · |αX−{y}

{y}y |∗ · |αX−{y}
{y}x |∪ |αX−{x}

Px | · |αX−{x}
{x}x |∗

)
· |αX−{x}

{x}q |のとき，

t ′ ∈ |αX−{x}
{x}q | かつ

t1, · · · , tl ∈
∪

y∈X−{x} |α
X−{y}
Py | · |αX−{y}

{y}y |∗ · |αX−{y}
{y}x |∪ |αX−{x}

Px | · |αX−{x}
{x}x |∗ かつ

t = t ′[t1, · · · , tl ]

となるような t ′, t1, · · · , tl ∈ FΣが存在する．ここで l = leaf(t ′)である．t ′ ∈ |αX−{x}
{x}q |

と |X|に関する帰納法の仮定より q∈ ∆̃X−{x}
{x}q (t ′)であり，補題 3.36より

q∈ ∆̃X
Pq(t

′[x, · · · ,x])

である．ここで，任意の n≥ 0に対して

s∈ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |n =⇒ x∈ ∆̃X
Px(s) (3.1)

であることを nに関する帰納法で示す．n = 0のとき，s∈ |αX−{x}
Px |であるから |X|

に関する帰納法の仮定より x∈ ∆̃X−{x}
Px (s)である．また，∆̃X−{x}

Px (s) ⊆ ∆̃X
Px(s)なので

x∈ ∆̃X
Px(s)となる．n = n′のとき，

s∈ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |n
′

=⇒ x∈ ∆̃X
Px(s)

が成り立つと仮定する．n = n′ +1のとき，

|αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |n
′+1 = |αX−{x}

Px | · |αX−{x}
{x}x |n

′
· |αX−{x}

{x}x |∪ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |n
′

であるから，

s∈ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |n
′
· |αX−{x}

{x}x | または s∈ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |n
′

である．後者の場合は，nに関する帰納法の仮定より成り立つ．前者の場合は，

s′ ∈ |αX−{x}
{x}x | かつ s1, · · · ,sl ′ ∈ |αX−{x}

Px | · |αX−{x}
{x}x |n

′
かつ s= s′[s1, · · · ,sl ′ ]
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となるようなs′,s1, · · · ,sl ′ ∈FΣが存在する．ここで l ′ = leaf(s′)である．s′ ∈ |αX−{x}
{x}x |

と |X|に関する帰納法の仮定より x∈ ∆̃X−{x}
{x}x (s′)であり，補題 3.36より

x∈ ∆̃X
Px(s

′[x, · · · ,x])

となる．また，各 j = 1, · · · , l ′について，sj ∈ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |n′と nに関する帰納

法の仮定より x∈ ∆̃X
Px(sj)となり，補題 3.33より x∈ ∆̂X

P(sj)となる．よって，補題

3.35より r ∈ ∆̃X
Px(s)が成り立つ．以上のことから (3.1)が成り立つ．各 i = 1, · · · , l

について，

ti ∈
∪

y∈X−{x}
|αX−{y}

Py | · |αX−{y}
{y}y |∗ · |αX−{y}

{y}x |∪ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |∗

であるから，

ti ∈
∪

y∈X−{x}
|αX−{y}

Py | · |αX−{y}
{y}y |∗ · |αX−{y}

{y}x | または ti ∈ |αX−{x}
Px | · |αX−{x}

{x}x |∗

である．後者の場合は，(3.1)より x∈ ∆̃X
Px(ti)となる．前者の場合は，

ti ∈ |αX−{yi}
Pyi

| · |αX−{yi}
{yi}yi

|∗ · |αX−{yi}
{yi}x |

となるような yi ∈ X−{x}が存在する．このとき，

t ′i ∈ |αX−{yi}
{yi}x | かつ ti1, · · · , til i ∈ |αX−{yi}

Pyi
| · |αX−{yi}

{yi}yi
|∗ かつ ti = t ′i [ti1, · · · , til i ]

となるような t ′i , ti1, · · · , til i ∈FΣが存在する．ここで l i = leaf(t ′i )である．t ′i ∈ |αX−{yi}
{yi}x |

と |X|に関する帰納法の仮定により x∈ ∆̃X−{yi}
{yi}x (t ′i )であり，補題 3.36より

x∈ ∆̃X
Px(t

′
i [yi , · · · ,yi ])

となる．また，各 j i = 1, · · · , l iについて，ti j i ∈ |αX−{yi}
Pyi

| · |αX−{yi}
{yi}yi

|∗と (3.1)により

yi ∈ ∆̃X−{yi}
Pyi

(ti j i)
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であり，∆̃X−{yi}
Pyi

(ti j i)⊆ ∆̃X
Pyi

(ti j i)よりyi ∈ ∆̃X
Pyi

(ti j i)となる．yi ∈Xであるから補題3.33

より yi ∈ ∆̂X
P(ti j i)となる．よって x∈

∪
p∈∆̂X

P(ti j i )(1≤ j i≤l i) ∆̃X
Px(t

′
i [p, · · · , p])であり，補題

3.35からx∈ ∆̃X
Px(ti)となる．以上のことから，全ての i = 1, · · · , lについてx∈ ∆̃X

Px(ti)

であり，補題 3.33より x∈ ∆̂X
P(ti)となるので，q∈

∪
y∈∆̂X

P(ti)(1≤i≤l) ∆̃X
Pq(t

′[y, · · · ,y])で

ある．これと補題 3.35により q∈ ∆̃X
Pq(t)が成り立つ．

命題 3.31より次が成り立つ．

定理 3.40.任意の非決定性単口木オートマトン AAAに対して，|η | ⊆ T(AAA)となる正

規表現 ηが存在する．

未解決の問題. AAA = (Σ,Q,∆,S,F)を非決定性単口木オートマトンとするとき，任意

の q∈ Q，P,X ⊆ Qに対して

T(AAA(P,q,X)) ⊆ |αX
Pq|

が成り立つか．

これが成り立てば，|η | ⊆ T(AAA)となる正規表現 η が存在することが示されるの

だが，今のところ成り立つか否か明らかではない．
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第4章 まとめ

本論文では制限付きの木オートマトンである単口木オートマトンの性質につい

て調べ，

• 非決定性単口木オートマトンと同等な文脈自由文法（単口木文法）と，

• 非決定性単口木オートマトンが単口木言語上の主要な演算について閉じてい

ること

を明らかにした．さらに，単口木オートマトンと正規表現の関連を調べるために，

正規表現の単口木言語上での解釈の定義を与え，

• 正規表現に対して同等な非決定性単口木オートマトンが存在すること

を示した．また，非決定性単口木オートマトン AAA = (Σ,Q,∆,S,F)に対して同等な

正規表現が存在することの証明を次のような手順で試みた．

1. q∈ Q，P,X ⊆ Qに対して，正規表現 ηX
P,qおよび単口木言語 T(AAA(P,q,X))の

構成法を与える．

2. T(AAA) =
∪

f∈F T(AAA(S, f ,Q))を示す．

3. |ηX
Pq| ⊆ T(AAA(P,q,X))を示す．

4. T(AAA(P,q,X)) ⊆ |ηX
Pq|を示す．

項目 4まで完了すると，項目 2より，∑ f∈F ηQ
S fが所望の正規表現ということにな

る．通常の有限オートマトンの場合も，木オートマトンの場合も，本論文と同様
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の手順で，与えられたオートマトンに対して，その受理言語を表す表現が存在す

ることを証明できる [6, 1, 2]．これらの場合，決定性と非決定性の能力が等しいの

で，取り扱いが容易な決定性のオートマトンについてのみ考察することにより結

論を得る．一方，単口木オートマトンの場合，非決定性の方が決定性よりも能力

が高いということが [5]において示されており，この結果は本論文においても紹介

した．そのため，通常の有限オートマトンや木オートマトンの場合と異なり，項

目 3,4を完了するには，取り扱いが困難な非決定性のオートマトンを相手にする必

要があった．結局，本論文では項目 3までしか至らなかった．項目 4の包含関係が

成り立つか否かについては今のところわかっていないので，これを明らかにする

のが今後の課題である．
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