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円筒座標系でポテンシャルを表示する場合，一般に

Ｚ型，‘型，了型と称する３種の違ったタイプがあり，

それぞれ違った急速収束の領域をもっている．この論

文ではラプラス方程式のノイマン関数のＺ型，’型，

７型に相当する式を領域が有限でたい６つのケースに

ついて変数分離の方法で求めている．有限領域の場合

はノイマン関数は存在しないが実際的左応用を考えて

守正負一対の極がある場合のポテンシャルの表式を与え，
さらに若干の応用例を示した．

１，はじめに

円筒座標系によってポテンシャルを表示する場合，

偏微分方程式を変数分離する方法の違いにより，ｚ型，

丁型，‘型という３種のタイプが考えられ')，それぞ

れ違った急速収束の領域をもっており，実際に問題の

解析を行なう時，適当なタイプの表示を選び，計算を

速く収束させなければ左らまい．第一種の境界値問題

で重要をラプラス方程式のグリーン関数の７，ｚ，‘型

の表示についてはＡ､GrayandMacRobert2）の著書
にまとめられている．

第二種の問題で重要左ノイマン関数については，そ

れが定数項だけの不定性を有し，しばしば無限大の定

数項を含み発散してしまうことあるいは有限領域の場

合にはノイマン関数そのものが物理的に存在したいこ

と等の理由でグリーン関数の場合より幾分面倒であり，

いまだ発表されていないようである．

この論文では円筒座標系で構成される種々の有限で

ない領域の場合について，ノイマン関数のγ，ｚ，‘型

の表示を与え，有限領域の場合については正負一対の

極が存在する場合のポテンシャルのｒ，ｚ，‘型の表示

を与え，若干の応用例を示した．

この論文の構成を述べると，先ず，最初にノイマン

関数の不定性及びガウスの定理との関係を述べ，次に

定点（極）からの距離の逆数を変数分離の形で表示す

る．さらにラプラス方程式の正則解を重ね合わせて，

種々の境界上においてノイマン条件を満す解を導く．

有限領域のとき，ノイマン関数は考えられをいが，

正負一対の極がある場合のポテンシャルは考えること

ができる．実際に応用する上に重要と思われる極の配

値に対して適当な形の表示式を与えた．

ここで得られた表式のうちｚ型の表示の応用例につ

いて著書は若干の報告を行たっているが3,4)，ｒ型，

’型についての応用例を二，三例示した。

従来ノイマン関数について３種の表示がそろってい

なかったので，常に収束の速い形を選べる状態ではを

かつた．例えばＨ・HGegenwarth5）はＺ型の表示を

採用すべきところをｒ型の表示を採用し，計算に大変

左苦労をしている。今後はそういう失敗は少たくたる

であろう．

２・ポテンシャル問題について

2.１ノイマン関数について

今与えられた領域内で次のポアソン方程式

’2ゆ＝－６(妬－５)6(γ－り)5(z一こ)…...…(1)
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を満たし，境界上で，＝０となる関数はグリーン関数

(第一種のグリーン関数)，又，境界上で境界の法線方

向微分器=oを満たす解をﾉｲﾏﾝ関数(第二種の
グリーン関数）という．

グリーン関数及びノイマン関数の一義性について述

べると，簡単な電磁気学の知識により，グリーン関数

の場合は，定数を含めて全く一義的に決定される，さ

らにノイマン関数の場合は定数項を除き一義的に決定

されるということが知られている．換言するとノイマ

ン関数は任意の定数項を含み得る．

よく知られていることではあるが，有限領域の全表

面で器=0を満たすよう漆解は考え…い
それはガウスの定理より

Ｉ『'‘"'=1s器‘s………(2)
が成立するが，(2)式の左辺は領域内の全電荷量を表

わすから有限であるが，右辺は領域を囲む全表面で

-22＝０であるので０になり，(2)式は成立しない．
６７z，

つまり領域内に正負等量の電荷があれば(2)式の左辺

は０になり得るが，単独の正又は負の電荷がある限り，

その領域を囲む全表面で器=0と漆愚ことは漆い
しかし毒がら有限領域で蔭い(っ雲り器=0の条
件が課せられていない部分がある）領域の場合は（２）

式を満す解が存在する．従って後に示すように有限領

域で左い６つのケースについてノイマン関数を与えた．

２．２ラプラス方程式の解の３種の表示法

円筒座標によるラプラス方程式

淵『筈)+去纂十篭=0…(3)
の解をｙ(r,‘,ｚ)＝Ｒ(r)①(｡)Ｚ(z）と仮定して解いてい

く際の分離定数の選び方によりｒ型，Ｚ型，‘型とい

う３種の表示法がある．形式を列挙すると

'(r,‘,霞)=量(・鵬cosm’+6綱…’)I:(zcos〃、,＝０

+皿sin〃)[4,Ｋmい『)+B加I耐z仏γ)]“
．……･………,‘……･…．(4)

ここにαm’６ｍは定数，Ｌ,皿４”Ｂｍは定数または

似の関数である．一般にＫ､(0)→｡｡,Ｋ､(ＣＯ)→0;Ｉｂ(0）
＝1,.Z､‘(0)＝0,島(CO)→ＣＯであってこの性質が(4)式

を特徴ずけているので，この解をアー型の解とよぶ．

灰『,’,鱈)=量(α"…'+6"…ｊ)!;(Le蝿祁＝Ｏ

＋Me-ｽz)〔Zル.….……･･･…･……………･･…(5)

一般にαm,6,,1,は定数，Ｌ及び皿はスの関数であ

る．(5)式の表示は，Ｚ→＋ＣＯにおいてｅｽz→｡。，ｅ－Ａｚ

→0;Ｚ→一○○においてｅｽ富→0,e-Az→｡。となり，Ｒ(r）

およびの('）はすべてのｒおよび‘に対して有限で

ある．このように(5)式はｙ(7.,,,ｚ）の因数のうち，

特にＺ(z)が重要左性質をもっているので童‐型の解と

よばれる‘

最後の式は，-型とよばれ，一般形は(6)式である．

’(…)=I:I:(Lcos仏菖十Ms…(…h‘‘
+Bsinhsj)K"(#r)as“..……….…………(6)

3．距離の逆数の展開

いま単位強さの源泉が（r',’',ｚ'）にある場合の任

意の点(7.,’,ｚ)のポテンシャルは次のポアソンの方程

式を満足する．

祭十斗十鶏十幕

－－６(r下型6('一'')6(z-z')……(7)
領域が全空間へ拡っている場合(7)式の解は源泉と

任意の点の間の距離をＪとすると，

|γいゅ,量;γ',',恩')=点……………(8)
Ｉ〔Z＝１/r2＋7･'2＋27.r′COS（の一ゅ')＋(z-z')２

･･･(9)

で与えられる．

円筒座標において，ポテンシャルがまったく異まっ

た３種類の展開式で表示されることに対･応して，距離

の逆数の展開式にも三つの型が考えられる．

ここで，これからの展開において度々引用する重要

左関係式をあげておく．

“4勝=I:農-‘‘J‘…‘>｡……('0）

化恥=弐・｡…(隈…-…(u）
ベッセル関数に関する加法定理

Ｊｂ(ｽＲ)＝ハ(ｽr)Jb(ｽγ'）

＋２ヱル(ｽr)み(か')cosm('一'')……(12）
ｍ=１

ＫＯ(似Ｒ)＝ＫＯ仏r)Zbいγ'）

＋２ＺＫｍ("7)L"(#7')cosm(’一'')，
、＝１

７'＜r、．.………..….……...……...….…(13）
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（12)，（13)式においてＲは（14)式で与えられる．

Ｒ２＝7.2＋7'2-2rγ'cCs(’一''）．…..…(14）

（13)式においてｒ'＞ｒの場合は，ｒとｒ′を入れかえ

る．

さらに次の関係もよく使う．

÷I:c･鼠h‘(α-'+')K締(")K締(…
＝ＫＯ(ｽr)IC(ｽr'）

＋２ＺＫｳ剛(ｽｧ)Z流(ｽr')cosm('－''),妙＞''．
、=１

。………･…｡,．….………(15）

（15)式において‘＜，′ならば‘と’′とを入れか

える．

Ｃａｓｅｌ全空間へひろがった領域を最初に考える．

この場合，グリーン関数とノイマン関数に区別は左

い′ｲﾏﾝ関数は点で与えら…で('0)式を
使って，更に加法定理（12)式を使えば

’=南=＊I:‘-作-〆ﾘ｡(………('6）

＝斜:‘-剛=''{z'ん(ｉｒ)八"(』〆)…('-ず)}趣
….….…･………･･…･…(17）

さらに（11）式，（13）式を使うと

γ=点=赤I:c･"(塵_雇,)K‘(砥)…(１８）

＝岩I:c･"(z一躍'）
｛Ｚ'Ｋ"’(ｽr)Z,‘(ｽr')cCs加('一‘')}jス

……...…….…………..(19）

ここで（19）式は７．＞r′の場合の式である，ｒ＞r′の

場合はｒとｒ′とを入れかえる．

３番目の形は（15）式と（19)式を使って得られる．

即ち

，=会!:c･"(冨_z’)ぬI:cosh‘(瀬_'’－，'|）
Ｋ‘s(ｽr)Ｋｆｓ(ｽr')｡s’０＜''一''|＜2元．

…………･…....…･…..．(20）

ここにあげた３種類の展開式（17)，（19)，（20)式は

それぞれＺ型，γ型，‘型とよばれる．同じような３

種類の展開式は他のケースの場合にも得られ，それら

の違った形がわかっていれば，それぞれ違った急速収

束の領域をもっているので非常に有益である．

４．ノイマン関数の誘導

前章においてＣａｓｅｌとして全空間にひろがってい

る領域を考え，単位強さの源泉によるポテンシャルの

３種類の展開式を示した．

ここではＣａｓｅｌの場合の解にラプラス方程式の正

則解を重ね合せ，与えられた境界上でノイマン条件を

満たす解を構成する．

Ｃａｓｅｌｌ

ｚ＝0,ｚ＝c＞０の二つの平面で囲まれた領域．

まず電位をつぎのように仮定する．

'＝’。＋”……….……..…(21）

ここでｙｃはＣａｓｅｌの場合の電位で（16)式をとる．

〃＊は次のように仮定する．

”雛=*I:{』｡-膨十B・砿}JbuR)dﾙ……雫(22）

"=0又臓慰=cの境界面上において器=oの条件
を満たすように４，Ｂの定数を決定すると，

鋤＝｡｡駕院通り,B=』滞阜e-m､……(23）
従って

’＝庇十癖

＝圭I:｡｡鼠hj駕凝(c-z')J‘(…，
ｚ＜z'・…･…………･…･……｡．.……(24）

z＞z′の場合はｚとｚ′とを入れかえる．

ここでＪ､Dougall氏6)が定義した関数Ｇ"("）を使

う．

Ｇ"(雛)＝e-等Ｋ〃(e-号"）

２siK施冗{.L鰯(鋤)+e~榊爾み("ル……(25）

（25）式で定義された関数Ｃ"い）は次の関係を満た

す．

汀iiハ(ｽＲ)＝Ｇｏ(ｽＲ)一ＣＯ(e‘雨ｽＲ).………(26）

（26)式を使って（24)式を書き直すと，

’=議了r-coshj璽息棚(ｃ一翼')C．(…，
ｚ＜z'．．.……….……..….…….….…….(27）

(27)式を留数の定理を使って書き直すと

′=会員c｡s(半)c･s(竿)蔵｡(些雲）

-1孫+好一冒器｡!｡g(÷）…(28）
(28)式の最後の項は，座標に関係せず，無限大の定

数と考えられる．ノイマン関数としてはこれを除外し
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てよい．展開定理（13)式を用いて書き直すと，

蕨=－１驚十会員c･s(竿)c･‘(竿）

黒'K蝿(半『)恥(半r')×…('一‘')，
γ＞r'．…･……･…………｡.....…..….….(29）

(15）式を使って（29)式を書き直すと，

ｱー－１;窯十去員c･恩竿c"竿と

×I:c･Sh‘(源一''一’'')×騒騒(¥r)K灘(¥r,)‘‘
。……．．………･…………………．．(30）

Ｃａｓｅｌｌｌ

半径αの無限長円柱この場合に対.応するノイマン関数

は（19)式より

蕨=÷I:cosバ恵一葛')[堂捌
｛L恥'(ｽα)Ｋ､(〃)－１ｻﾙ(〃)Ｋ汎'(ｽα)｝

×c…-ず)]dｽ,『>『'………(３１）
(31）式の積分と総和の順序を入れかえると

′=藷'｡…-‘‘)I:c･"(墓-葱’)洲
｛Z,､'(ｽα)Ｋ1,‘(ｽr)一恥(ｽ了)Ｋｍ'(ｽα)}ぬ

＝武男…(’－，'心-ｨ叫猟
×{ん'(ｽα)Ｇ､(ｽr)一ふ(スァ)Gm'(ｽα)}dｽ．

．．…………･･･………･……………(32）

(32)式を留数の定理を使って書き直すと

′=赤慨(÷)-赤'重-琴ｉ

＋娘ﾊ(恥;紬‘号）
×exp(-γ"｣亙万z’'）

…2r癖渦(γ"を)み(『鯉‘号）
＋,昌昌（γ"‘２－”2)”(γ"‘）

×…(‘－，')exp(-γ爾非局黛‘')］
……･…．．…………･･･…………...(33）

ここでγ"zはみ'(〃)＝０のＺ番目の根である．

（33)式の最初の項は無限大の定数であるのでノイ

マン関数としては，この項を除外したものを取ればよ

い．

３番目の形，即ち‘型の表示を得るために次の関

係式を利用する（付録参照)．

Ｉ:幽猛隙-''D{職}-妾:卿
×{Zis'(ｽα)Kfs(ｽr)－Z‘s(ｽr)Ｋ’s'(ｽα)}Ｊｓ

＝-27rZZ,pos、(｡－‘'）恥(ｽｱ'）
、冗乃恥'(ｽα）

×{恥'(ｽα)Ｋ､(ｽr)－恥(ｽγ)Ｋ'm(ｽα)}.…...(34）

従って，｡型の表示は，

，=表I:cos』(蕊_寒)噸cosh‘(派－，‘_ず,）
×仏s'(ｽα)Ｋ感s(〃')－Z‘s(か')Ｋｆｓ'(ｽα)｝

×{Z’s'(ｽα)Ｋｉｓ(ｽr)一喝s(か)Ｋｆｓ'(ｽα)｝

ａｓ

×ｚ‘s,(ｽα)Ｌ;s,(ｽα)，・・…..……..…(35）
となる．

ＣａＳｅｌＶ

軸に平行な二つの平面｡＝0,‘＝α＞０によって囲まれ

た領域

Caselの‘型の表示（20）式に次式のような正則解を

重ねると境界上でノイマン条件を満す．

‐表I:c･"(冨一z')I:{sinh:髄#-αLc"h‘，

＋，in隠臨")_coshs(α_’)｝
×Kfs(ｽｧ)Ｋｆｓ(ｽr')zsdｽ．

結果は

’=÷I:c･魂(鰯一翼')I::器coshs(α-ず)coshs’
×Kzs(ｽr)Ｋｉｓ(ｽr')"SJｽ,‘＞''．….…..…(36）

もしゆく'′宏らぱゆと，′を入れかえる．

（36)式は次のように書き直せる．

′=÷!:ｃｏｓ１(重一議）

贋_…(塩鷲"s‘'K鼠…ｽr')‘‘"，
ｒ＞r'・・・…………………….…...…...(37）

留数の定理を使って（37)式の２番目の積分を行な

うと，

’=告I:cosｽ(冨一葱蝋)z′

｛cos(割cos(￥ず)K等(ｽr)z零(ﾉ,〆)｝
×〃,ｒ＞r'．……………･…．.………(38）

γ＜『′の場合は（38)式中のγとγ′を交換する．

（38)式は次のように書き直せる．

′=告罵c"(等')cos(等',）

×I:cos1(z-恩'）
×G響(〃ｱ)痔(』ｽr')団ｽ．。….….……(39）

（39)式の積分の部分は次の形になる．
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☆W{…)+…''}c獅蔚(")ふ薦(…
更に上式の値は次のように左ることが文献１）に示

されている．ｚ＞z′

乳『e…'L鵬燕(ｽr)賜爾(』〆)“・勘α

従って，

’=÷男'c･s(等，)cos(￥ず）

×I:c-ルー曇''ふ蕨(卯r)ふ燕(…"…(40）
ＣａＳｅＶ

二つの平行平面と二つの軸平面とによって囲まれた領

域，，＝0,‘＝α,ｚ＝0,ｚ＝c・

（40)式から，Ｃａｓｅｌｌで採用したと同様の過程で，

次の式が得られる．

，=蒲cos(等’)c､s(¥’'）

×I:coshｽ謡;W(c-z)“")J迦聖("')ぬ
．….…………....…………………(41）

（30)式から，CaselVで採用したと同様の過程で，

この場合のノイマン関数を求めるのであるが，（30)式

の第一項は対数ポテンシャルを示しているので違った

方法をとらねばなら左い、第一項は平面内に単独の源

泉がある場合のポテンシャルである．‘＝0,‘＝αでノ

イマン条件を満たすような単独の源泉によるポテンシ

ャルは，等角写像法で簡単に得ることができる．

即ち，第一項に対応するポテンシャルは，

‐為[[log{r等十『'等-2(r『，÷cos-:('-ず)｝
２元２汀汀

十'｡g{r言十７壱-2(rr')看…α(’+"〃]…(42）
第二項に対･応するポテンシャルは，

‐竺畠cos空cos堅竺
元２ｃ〃=,ＣＣ

Ｉ::撫cosh‘(｡_")coshs‘

×K癖(￥r)x率(半〆)‘‘………(43）
従って，型のノイマン関数としては，

’=_赤[,.g{r等十r,等－２(『『,)号cos器(’一'y｝

＋log{r等十『,等-2(rr,)÷cos:(…,)}。
＋一旦量cos空cos堅竺
汀２ｃｐ='ｃｃ

×1W雛:coshs(α_ず)cosh‘‘

×K鑑(￥『)K綱(￥〆)｡‘……(44）
（44)式の第二項の積分は（36)から（38)式を導い

たのと同様にしてγ型の形に書き直すことができる．

即ち（44)式の第一項はそのままにしておく．

『=-4:c｢log{rw+『,等-2(",)為｡s:(‘-")｝
＋ｌｏｇ{『苓十r等-2("')砦cos:(…')}］

＋鵠c･s竿cos呼零'c･ｓＷ…￥’′

×K'響(竿)響(竿些),『>r<…………(45）
ＣａＳｅＶＩ

二つの軸平面と円筒によって囲まれた領域；’＝０，

'＝α,γ＝α、

ＣａｓｅｌＶのｒ型の表示式（38）より丁＞r'ならば

『=裁cos1(感_琢岬cos等，cos等‘，

×{'１￥'(ﾉ'")K等(ｽr)-』'響｡『)K響'(ｽ｡)｝
鳥耐(ｽr')/L,‘而'(ｽα).…….….……….…(46）

（46)式を書き直すと

′=志尋'c･豊等…剃篤…'鰯脇

×{'等(")G響(２r)-c'響(池)樗(か)}“…(47）
コーシーの定理を使って書き直すと，

,=一志'富一風,'+上量J'(γ"を)J‘(γ，‘号）αα‘=２γOzﾉb2(70‘）

×exP(-γ‘‘'zず')+晶息cosw'cos等〃

．ｒ癖，辱(γ蝿‘計樗(γ癖‘号）
員γ蝿'一(等)‘ふ蕨鋤(『綱,）
×e難p(-r癖'薦了'')……………(48）

(48)式を導くさい,無鵬大の定数為蹄を除外
している．

Casemの‘型の表式（35）より

r=剥:cosｽ(愚_懲りぬI謡隠cosh‘(α_'）



『…=撫震j+2蹴鯛

｛州…鯉辱
α

‐州.，吋餓卿与竺}］
ａ
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！
‐

、
．

ノ

Ｒ１Ｒ１′

'=-'。g藤ﾗ+念[員…竿cos平，

Js

coshs｡'..f(r).f(γ')×1ks,(ｽα)LZS,(ｽα)．
……………･….………….………(49）

ここで

．f(r)＝Ｋ"(ｽγ)I"'(ｽα)－１hs(ｽr)Ｋｉｓ'(ｽα).……(50）

この章で導いた解のうち，Ｃａｓｅｌｌのｚ型の表示，

Casemの７，‘型，CaseVのｚ型，CaseVI7･型，

‘型の表示は無限大の定数を含んでいる．従ってここ

で与えられた式に従って計算すると発散してしまう．

しかし形式的であってもこれを利用して実際に問題を

解くことは可能である．

R，＝ｨr2＋r,2-27r,COS('一',）

-恥(苧)辱'(苧)}…(，-’｡),…(５１）

､/r，+(筈)恩－２『(筈）Ｒ,'＝ ＣＯＳ('－，，）
(52）

５．有限領域の場合

正または負の単独の源泉がある場合，全表面上で

２２＝０の条件を満足させることはできない．従って
８７１，

正，負一対の源泉がある場合のポテンシャルを考える

ことにする．まず領域として有限長円柱を考える．

ＣａｓｅＶＩＩｚ＝0,ｚ＝c，ｒ＝α

今Ｃａsellのγ型の表示(29)式に注目してみよう．

ラプラス方程式の正則解を重ね合せ，半径ｒ＝αの

円筒面上でノイマン条件を満たすようにできるか考え

てみる．もし(29)式の第一項がなければ（こういう

仮定は物理的に何の意味も左いが）即ち第二項のみで

あればそれは可能である．ノイマン関数としては第一

項があって，はじめて物理的に意味があり，第一項は

ノイマン問題の特徴をよくあらわしている．

正及び負の源泉が＋1(r,’’１，ｚ,),－１(r2,’2,ｚ２）に

存在している時のポテンシャルは，

Ｒ２＝Jr2＋722-2了r2cos('一’2）

ｙ＝一

』ｗ'塾Ｗ-2'(筈)c"(’一蝿)ｌ
であり，（51）式はγ＞7.,,7.＞７２の場合の式であって，

r＜rl,γ＜７２の場合には（51)式中の対応する項のr,r，

又は7.,7.2を入れかえるとよい．

Ｚ型の表式を導くためＣａｓｅｍのＺ型の式（33）に

注目すると，先のｒ型の例と同様，第一項の存在がノ

イマン関数の特徴を示している．前と同様(r,,‘１，ｚ,）

に正の源泉，（『2,'2,ｚ２）に負の源泉がある場合の任意

の点のポテンシャルは

＋毒２γ蝿山(γ"号）
”='‘=１（γ"z2-72,2)八2(７，２z）

｛州｡､迦而窓猶￥
α

‐州｡…魚驚‘丙翰}］
α

ｚ'，ｚ２＞z･…..….…･…………･………‘(53）

ここでｇ(z,ｚ,,ｚ２）は，次式で与えられる．

０≦ｚ＜z,，

…，雲'三両詫麓…御
ただし便益上ｚ２＞ｚｌと仮定している．（53)式はｚ＞

z２，ｚ＞ｚ１の場合，又はｚ＞z21z＜z１，忽2＞Z＞葱１の場合

に書き直されまければならない．

‘型の表示は，

ここで

+_且量c･鼠些c･綿,癒塵！z,z蝿伴）
”…。｡”塚(半）

×{r㎡(苧)島(竿)-恥(苧)鶏'(苧)｝

…(’一’１)-鵠cos等

…呼零猟哨哨

2元ｃ

log{Ｒ,｡Ｒ,'/Ｒ２･Ｒ２'｝



村島：円筒座標系におけるラプラス方程式のノイマン関数 9７

ここで

×I:coSh‘(歴-'’一内')JfW(rj‘S'
｛恥'(ｽα)Ｌ‘鰯'(ｽα)}－量cosP冗zcogP元z，

ｐ=１ＣＣ

ｘＩ:coshs(派-''一'｡')/(r)/(r圏)ｄ，

/{恥'(¥α鵬'(響｝……(55）

/(『)=恥伴｡)Kt‘(苧r)-島｡(等r)蝿‘'(判
である．

６．応用例

６．１γ型の問題

有限長円柱の端面に直線状配列の４探針がある場合

の解析を行炭ってみよう電流端子の位置は(;‘,0,
0)及び,(;３，癒,0)ここで‘は探針の間隔である
電圧端子の位置は(;,0,0)及び(;,露,o)とする仁
の場合はｚ＝z'及び｡＝‘',rキァ′であるのでγ型の典

型である．（51）式を採用する．

(;,0,0)点のポﾃﾝｼｬﾙは'(音,0,0)は流入する
電流をＩ試料の抵抗率を,０とすると

鴫0,0)=+器{-log銑:::+1.92｝

燃料梢哨
一恥(響)liq蝿'(¥α)}{'一(－１)怖‘)…(56）

鴫,0,0)=-倍"’0)の関係があるので
電圧端子間の電位差は

哨唾…撫撫淵
×{恥件)聯(響）

－恥(響)及繊'(苧)}(1-(-1)癖)]…(57）
従って補正係数Ｃ､Ｄ・の定義として文献４）の方法を

採用すると

ＣＤ=芋芋=芋[log2+ｌｏｇｉ::土::：
唾．｡＠

＋８ＺＺ
ｐ＝１ｍ＝１

喝綱－１伴昔）
L蝿－１'(¥α）

×{班綱-!'(判K…(鴇‘）

－恥鳳_､(碧馬)K豊嬢_f(¥‘)}]…(58）
半無限長の場合には，即ちｃ→c・の場合には

一旦元＝ｽ,一乙＝ぬ…………...(59）
ｃｃ

と考えて総ｆﾛを積分に変える．結果は

｡｡=劉錫排耐……吟）
‐L"_仲)Ｋ２蝿_,,(ｽα)}‘か………(６０）

(60)式は無限長円柱のｒ型の表式（31）からも導き出

すことができる．

長さｃが非常に小さい場合，（58)式中の［］中の

第三項は急速に消滅する．従って，

｡､=等[l･g2+log縦駕]……………(61）
(61)式は円形板（厚さが非常に小さい）の場合に導か

れるものに一致している．

更に有限長円柱の半径αが非常に大きい時，

｡D一等[１・92+8員鳥喝癖-,隅)K…(署‘）
．..….………….....……..…….…(62）

となる．（62)式はＣａsellの了型の表式（29)式から

導かれるものに一致している．

６．２１型の問題

有限長円柱の端面中央に方陣配列の４探針がある場

合の解析を行左ってみよう．方陣の１つの辺の長さを

‘とする電流端子の…(吉0,,)及び(誌0）
電圧端子の位置は(冷雨,，)及び絵号癒,0)…
＝'=0『=r'=吉,…である…製の典型で
あるパ55)式を採馬すればよい偽｡燕,0)点のポテ
ンシャルは，

'(吉,穂,0)=器{１｡92+log』:綜皇峨嶋
×I:(coshs音－１）

ル傍")K総際)-恥際)K獅伶)}，

‘s]…

'(冷号感0)＝

I澱'(響。)L癖'(¥･）
･…．,…･……･……･……･…･･･…(63）

-'(冷癒,0)で毒…
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』'="(誌鶏0)-'(吉鴎0)=2鳴羅,0）

＝糸{1.92+1.9(駕諜｝

＋饗[期…子-'）

{4．伶)尺"際)-恥(鶏)鍾鍛(¥‘)}。
Ｉ溌停)L鯛'(苧）

×‘s]……………………………(64）
半無限長の場合は,．即ちｃ→○○の場合，前と同様に

-2ヱースーエ＝ぬ
ｃｃ

と置いて，総和を積分に変える．

』'=等IWI:(cosh子－１）

仲･)亙溌(､志)-I怖)…)ド…
Ｉ‘s'(ｽα)Ｌ‘s'(わ）

．……..…..……………………….(65）

有限長円柱の厚さｃが非常に小さい場合は(64)式

中の第二項は消滅する．即ち，

‘'=糸{log2+１｡g(静削:………("）
６．３Ｚ型の問題

有限長円柱の同一の母線上に正負の電流源がある場

合を考える電流源の位置は(｡,0,竿)及び(｡,０，
芋),電圧端子の位置は(｡,0,字)及び(｡,0,芋）
とする．γ＝r'＝α,‘＝''＝０でｚ座標のみ違うのでＺ

型の表示式(53)を採用する．

（‘,0,9デ)点のポﾃﾝｼｬﾙは，

『(難呼)-赫瞳鴛穂
×{coshγ"帯_c･shγ"帯｝

．‐２‘岬。oshr洞‘(等）
＋ＺＺ
”='z='(γ"‘2-7z2）sinh7"z-g

,ａ

×{coshγ癖‘謀_coshr"牙}］……(67）

対称性より'(‘,０，芋)=-'(･’0,字)であるか
ら”=2'(α,0,芋)である．

従って，

CD-2(÷),

-m(÷ぱ鯨{…澱寄

_coshγ"署)｝

、

－－２r鰯‘coshr総‘帯
十ＺＺ
”=1z=1(γ"z2-7,,2)sinh7"z旦

伍

×{c･shr祁寄-c･shr"(帯)}］………(68）
ｃ→ＣＯの１時，

CD=2(:)'+2(:)[輪{｡-"‘寺-‘-"‘等｝

＋鮪γ機｡{‘-『識‘÷-e-"等)｝…化9）
半径αが非常に小さい時，

ＣＤ=2(÷)4……………………(７０）

７．おわりに

円筒座標系においてラプラス方程式をノイマン条件

のもとに解くことを考えて，その際に必要左ノイマン

関数を種々のケースについて考察し，いわゆるγ,z,’

型の表示に対応する式を与えた．

ディリクレ問題と違ってノイマン問題は種々のむず

かしい点があり，ここで著書が導いた式には誤りが含

まれているかも知れない．

いままで，ノイマン関数については，一般的左形で

系統的には与えられていなかった．特別な場合に対応

するノイマン関数が若干の本に散見されるにすぎをい、

例えば，文献１）の（4.99)式，や文献２）のｐｌｌ９の

(12.9)式などがある．前者は無限長円柱のｒ型の表

示でｒ'＝αとした場合であり，後者はＺ型の表示で

r'＝０とした場合である．後者について一言付け加え

ればル』＝０の項を考慮していないので，そのままでは

誤りである．

最後に応用例を若干示したが，悪い応用例を一つあ

げるとＨ,Ｈ・Gegenworth5)の報告がある．Ｚ型の問題

を解析するのにγ型の表示を採用し，ｒ＝7′の条件の

もとに計算を行左っているが，この論文で既に見てき

たように了型の表示はｒ＝r'の条件の時一番収束が悪

い．

今後ラプラス方程式をノイマン条件のもとに解く場

合，適当な形のノイマン関数を選んで収束の速い計算



村島：円筒座標系におけるラプラス方程式のノイマン関数
9９

を行なうことができるようになった．
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付

次の関数を考える．

録

(凧)=…脇:+‘)職|{“(")底聯(X『）
－恥(ｽr)Ｋ､'(ｽα)}．．．…………･…………(付１）

、平面上の虚数軸，虚数軸の右側で考えた無限大

の半径及び虚数軸の右側で考えた原点のまわりの小円

からなる積分路で／(加）を積分することを考えよう．

するとｒ＞r'であると無限大の半円上の積分は消え

る．従って，

ｆｆ(…=に:ﾉ(…+;淵{…K‘("）
－１０(ｽ7･)ＫＯ'(ｽα)}.……．.….．………．．……(付２）

（付２）式の第二項は原点のまわりの小半円上での

積分である．一方においてこの積分は積分路に含まれ

る被積分関数/(､)の極の留数の和の－２元ｊ倍に等し

い．即ち，

伽‘耐=-鰯国c…-‘')洲、＝１

｛Z腿'(ﾉlα)Ｋｍ(ｽr)一乃泌(ｽr)Ｋ｝恥'(ｽα)}．．…．.(付３）

更に（付２）式の第一項は，次のように書き直すこ

とができる．

ｒ:沖)‘"=１W坐h:憾十‘ﾂ{銚&）

‐筈淵×{I態'…鼠(』r）
一Ifs(ｽｱ)Ｋｆｓ'(ｽα)}〔Js.．｡……･･…,｡………(付４）

（付３）を導く際に次の（付５）式を使った．

…赤似奉…岬|……Ｉ制珂
Ｋ‘(ど)＝Ｋ_‘(ど)，

（付２)，（付３）及び（付４）式から本文中の（34）

式が導かれる．




