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要約

κ対称 なM膜 の作用 の構成 は、最大 限に超対称 な背景時空、す なわ ち平坦時空 、AdS_4×S^7、AdS_7×S^4

で しか可能 でない。それ は主に超場 の成分表示 が複 雑な こ とか らくる技術 的 な困難のた めであ る。そ

こで本稿 では、 κ対称性 をあ らか じめゲー ジ固定す る こ とに よってそ の複 雑 さを避 け作用 を構成す

ることがで きる ことを、1/2超 対称 な背景 時空にお け る非超対 称な配位 に対 して示 す。 例 と してM2

膜背 景でのM2膜 とBrinkmann波 背 景 での超 粒子 を扱 う。
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1は じめに

11次 元 におけ る κ対 称なM膜 の作用 と10次 元 にお け る κ対称 なD膜 の作用 は超 場形 式に よって

与え られ てい る。 また基本 弦 のGreen-Schwarz型 とpure spinor型 の作 用 も超 場 形式 が元 になっ て

い る。 しか しそれ らを座 標x^mや フェル ミオ ン座標 θ^μで書 き直す に は超 場 の成分 表示 につ いて知

らなけれ ば な らない。11次 元で は超場 の θ^μに よる展 開に は(θ)^0から(θ)^{32}までの33個 の成分 があ

り、それ らを順番 に決 定 し、超重 力理論 の場 に対応 す る(θ)^0の成分 で表 して い く手続 きが[2,3]で

与 えられ てい るが、 この手続 きでは θ^μの高 い次数 の成分 を決定す る には莫大 な量の計算 が必要 にな

る。 したがっ て一般 の背 景時 空で はそれ らの具体的表 示は知 られて いな い。 平坦 時空 、AdS_4×S^7、

AdS_7×S^4の よ うな最 大限 に超対称 な背 景時 空の ときのみ全 次数で の成分 表示 が知 られ ているの が

現 状であ る。 ・

しか しなが ら、Green-Schwarz型 の膜 の作用 の場合 には κ対称 性 があ った。 そ こでその対 称性 の

適切 なゲー ジ固定条件 に よってわか らない成 分 を消去す る ことで作用 を構成 で きる可 能性 が ある。本

稿 では、超挨 率の1次 の成分 が ラン ク1/2の 射影演 算子 を θにかけた もの に比例 して い るとい う場

合 にはこの ことが実 際に可能 にな るこ とを見 る。 この条件 は1/2超 対称 な背景時空 では通 常成 り立 っ

て いる。 このゲー ジ固 定の後 では 、背景 時空 によ って は破 られ て いない超 対称 変換 がす べて非斉 次

項 を持 ち、そ の ため 自発 的 に破 れ て しま う。 その よ うな配位 に対 してだ け この ゲー ジ固定 条件 を課

す ことがで きる。

記号 の定義 な どは 国 の もの をそ のま ま使 うこ とにす る。 国 で も説 明 してい る よ うに、最 大限 に

超対 称な場合 は成 分表示 がすべ て決定 され てい る。1/2超 対称 な場合 には さらに余分な項 が成分に あ

らわれ るが、適切 なゲー ジ固定 に よってそれ らを消去で きて結果 と して超場 が最 大限 に超対称 な場

合 と同 じになる ことを第2節 で示す。第3節 で例 としてBrinkmann波 背景 での超粒 子 とM2膜 背景

でのM2膜 を扱 う。 付録 で はゲー ジ固定後 に破 れず に残 る対 称性 の一般形 を与 え る。

21/2超 対称な背景時空の場合

1/2超 対称 な背景時空 を議論す る前に、最 大限に超 対称な11次 元背 景時空の場合 に どの よ うに超場

の成分表示が決定 され たかを思 い出 してみ ると、そ の場合 は[1]の(4、19)一(4.31)、(4.35)な どで与 え ら

れ る再帰関係 式 を完全 に解 くことが で きた。それは[T_{ab}^α]_1=([D_m(w),D_n(w)]θ)^α=0の ためであ っ

た。1/2超 対称 な時 はKillingス ピノル は16個 しか な く、[T_ab^α]_1はゼ ロで はない。[D_m(ω),D_n(w)]

はゼロ 固有値 の固有ベ ク トル を16個 もつ ので、 ランク1/2の 行列 になって い る。 その構造 をい くつ

か の例で見 てみ よ う。

最 初の例 はM2膜 背 景 であ る:
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ここでH=H(y)は ∂_{m2}∂_{m2}H(y)=0を満 たす 関数 であ る。mlの よ うに1の つい た添字 は0か ら

2ま で、2の つい た添字 は3か ら10ま で動 く。多脚場 を対角 に取 る と、Dmは

となるので、

期 待 した通 り、[D_m(ω),D_n(ω)]は 射影 演算子1/2(1-Γ^{O12})に比例 して い る。

2つ 目の例 はM5膜 背景 であ る:

ここでH=E(y)は ∂_{m2}∂_{m2}H(y)=0を満 たす 関数 で ある。M1の よ うに1の つい た添字 は0か ら

5ま で、2の ついた 添字 は6か ら10ま で動 く。 多脚場 を対角 に取 る と、Dmは

とな る の で 、

と[D_m(ω),D_n(ω)]は 、射 影 演 算 子1/2(1-Γ^{6789,10})に 比 例 して い る。

最後 の例 はBrinkmann波 背 景 である:
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ここでH＝H(t+y,x2,..,x10)は ∂i∂iH=0を 満 たす関数 で ある。添 字i,jは2か ら10ま で動

く。 多脚場 を以下 の よ うにき め る:

す る とD_mは 、

[D_m(ω),D_n(w)]は 射 影 演 算 子1/2(1-Γ^{ty})に 比 例 して い る:

そ こで以下 では[D_m(ω),D_n(ω)]は 何 らかの ラ ンク1/2射 影 演 算子 に比 例 して い るもの と仮 定す

る。[D_m(ω),D_n(ω)]ε=Oで あ るか ら、Killingス ピノルε はΡε=0を 満 たす。 上の例 ではD_m(ω)ε

は次の形 を して いた:

ここでfは 何 らかの関数 で、G_mは ガ ンマ行 列か ら作 られた行列 であ り、座 標依 存性が あって もよい

とす る。 も しΡ が定数 行列 な らば、Ρε_0=0を 満 たす定数 ス ピノルε_0を用 いてε=fε_0と 書 け る。

再 帰関係式 よ り、最大 限 に超 対称 な場合 か らの成分 表示のず れ は[T_{ab}^α]_1∝Ρθに起 因す るこ とが

分 かる。 したが って この場合 の成 分表示 は[1]の(4.69)-(4.78)にΡθ に比例 す る余分 な項 を加 えた も

のにな る。例 え ば、

Ρθを含 む項 を決 定す るには再帰 関係式 を適用 しなければ な らず、技術 的困難 か らそれ らの具 体形は

知 る ことがで きない。 したが って超 場か ら作 られ た κ対称 な膜 の作用 の具 体形 を知 る ことはできな

い。 しか しなが ら、 κ対称性 の ゲー ジ固定 条件 と してΡθ=Oを とるこ とで超 場の未知 の部分 を消 し

て具 体的 な膜 の作用 を書 き下す ことがで きる。

その よ うなゲー ジ固 定条件 を許す 配位 は どの よ うなもので あ るか 考 えてみ よ う。 θは、射影Ρ で

消 され る部 分 と、残 る部分 とに分 け られ る:

ゲー ジ固定条件 は θ_=0で ある。 背景時 空は16成 分のKillingス ピノルε を持 ってい るの で、膜 の

作用 は16個 の超対 称性 δX^m=Ξ^m, δθ^μ=Ξ^μを持つ。Ξ^mとΞ^μは付 録 で与 え られ る とお りである。

世界 面上の場X^mと θ^μの真 空 の配位 が破れ てい ない 対称性 を持 つか ど うか考 え てみ よ う。θ^μは普

通ゼ ロ とされ る。そ の場合 超対称性 は δθ^μ=ε^μであ る。εはΡε=Oを 満 たす ので 、超 対称性 は θ_



道下:1/2超 対称な背景時空におけるM膜 の非超対称 な配位 に対するゲージ固定された作用 23

を動か さない。 この ことか ら16個 の超 対称性 はすべ て 自発的 に破 れ てい るこ とが 分か る。 補償的 κ

対称性 に よって消せ るものが破 れず に残 る超 対称性 だか らであ る。

したが って κ対 称性 の 固定条件 θ_=0は1/2超 対称 な背 景時空 上の 非超対 称 な配位 に適 した条

件 であ るこ とに なる。 次節 でい くつか の例 を見 るこ とにす る。 なお よ り超対 称性 が少 ない背景 場の

場合 は、[D_m(ω),D_n(ω)]は ラン クが1/2よ り大 きい行 列 とな るので 、θの半 分以上 の成分が[T_{ab_^α]_1

の 中に残 るこ とに な り、 κ対称 性 で消す こ とはで きな くな る。

3例

前節 での議論 の最初 の応用 と して、Brinkmann波 背景 での超粒子 の作用 を考 え よ う。 まず一般 の

背景時空 での超粒 子 の作用 は

で ある。 ここでE_γ^A=∂_γZ^ME_M^Aで あ り、eは1脚 場 で ある。変 分 δeと δZ^Mか ら得 られ る運 動

方程式 はそれぞれ

[1]の(1.5)でx=-1/4と した拘束 条件の も とで、 この作 用は以 下であ たえ られ る κ対称性 を持っ:

射影 演算子 はΡ=1/2(1-Γ^{ty})で 、κ対称 性の固 定条件は 、この場合 は通 常半 光 円錐 ゲー ジ と呼ばれ

る θ_=Ρθ=Oに な る。 この条 件はマ ヨラナ条件 と両立 す る。す なわ ち θ+は マ ヨラナフ ェル ミオン

である。Brinkmann波 背 景で はΜ^2=0の ために超 多脚 場 と超 接続 は次 の よ うな簡 単な形 とな る:

超多脚場の引き戻しは

ゲージ固定 の後で θ_に 対 す る運 動方程 式 を拘束条 件 と して課 さな けれ ば な らな い:



24 鹿児 島大学教育学部研 究紀要 自然科学編 第62巻(2011)

これ は次 のよ うに書 きなおせ る。

実 はこの拘束条件 は、∂_γt+∂_γy≠0であれば他 の世 界線上の場 の運動方程 式か ら導 くことができ る。

そ のこ とは直接 の計算 で もわ か るが 、以下の よ うに して もわか る。θ_=0の 条件 の もとで 、θ_の κ

変換 は

X(γ)を 任意 のス ピノル と して 、 κが(1-Ρ)Γ_yX(γ)で あ るときには

これ か ら、∂_γt+∂_γy≠0であ りさえすれ ば κ変換 に よってθ_は どの よ うな値 にで もす るこ とがで

きるこ とが わか る。 ゲー ジ固定 前の作用 は κ不変 なので 、多少不 正確 な書 き方 をす る と、

が成 り立つ。 これ と、δκθ_が どの よ うな値 で も取れ る とい うこ とか ら、

の線形結 合 で書 くこ とが でき るこ とが わか る。

ゲー ジ固定 された 作用 は θ+に つ いて2次 にな ってい る:

(A.24)と(A.27)で 与 え られ る超 対称変換 もM^2=0の ため に簡 単 な形 となる:

こ こでε はKillingス ピ ノル で あ る:

世界 面 の一般 座標 変換 につ い ての ゲー ジ 固定 はま だ行 ってい な い こ とに注 意せ よ。 光 円錐 ゲー ジ

t+y∝γ を とれ ば さらに簡 単に なる ことはす ぐわか るで あろ う。 この例 の よ うに、3形 式 背景場 が

ない場合 にはM^2=0に な るので 、つ ね に成分表 示が簡 単にな る。

次に2つ 目の例 を与え よ う:M2膜 背 景時空 でのM2膜 の作用 を考 える。作用 は一般 に[4,5]

ここでE_iA=∂_iZ^ME_M^Aで 、T_{M2}はM2膜 の張力 、h_{ij}は世 界面の 計量で あ る。複 号 はM2膜 か反

M2膜 かに対応す る。[1]の(1.5)と(2.25)でx=-y=-1/4と した拘束条件 の も とで、変分 δh_{ij}と

δz^Mか ら得 られ る運 動方程 式 は

ここで
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射影 演算子 とゲー ジ固定 条件 はそれ ぞれΡ=1/2(1-Γ^{O12})と θ_=Ρ θ=oで ある。 この固 定条 件 は

マ ヨラナ条件 と両立す る。すな わち θ+は マ ヨラナス ピノル であ る。 この 固定条件 下での超 場の成分

表示 は以下 に示すM^2の 単 純 さのた めに非常 に単純 にな る。 まず、
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超 多脚場 の世界 面上へ の引 き戻 しは さらに簡 単 にな る:

[1]の(4.32)を 使 えば作用 の3形 式部分 は次 の よ うにな る;

(3.43)、(3.44)、(3.46)を 用 いれ ばゲー ジ固定 された作用 は簡単 に書 き下す ことがで きる。それ には

θ+の7次 以上の項 は含 まれ ない。

(A.24)と(A.27)か ら計算 され る超 対称変 換 δX^m=Ξ^mと δθμ=Ξ^μ は再び 非常 に簡 単に な る:

ゲー ジ固定 の後 で θ_の 運動 方程式 が拘束条 件 と して課 され な けれ ば な らな い:

前の例 と同様 、 これ は δθ^μ_=Ρ^μ_νE_α^ν(1?Γ)^α_{βκ}^β=(Ρ(1?Γ))^α_{βκ}^βが κを適 切 に選ぶ ことで、

1-Ρ で消 され る部分 空 間の 中で任意 の値 に取れ る場合 に は他 の世 界面 上の 場 の運 動方程 式か ら導

くことが で きる。 逆 に 、点 θ_=0の 近傍 で δθ^μ_が任 意 の値 をとれな けれ ば θ_=0と い うゲー ジ

固定条件 を課す ことはで きない。例 えば、背 景場に 平行 に伸 びた膜 また は反 膜 を考 え 、静 的 ゲージX^{m1}

=σ^{i=m1}をとろ う。Hは 普通H=1+(X^{m2}を 含 む項)の 形 に取 る。 そ うす る と

そ して膜 に対応す る上 の符号 を選ぶ と、 上の式の右 辺の第1項 は消 える。 したが って一般 に δθ^μ_に

任 意の値 を与 える ことはで きな い。反 膜 に対応 する下の符 号 をとる と、第1項 は2(Ρ κ)^αとな り世界
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面場 の揺 らぎが小 さけれ ば任 意の値 に設 定で きる。 この ことか らここでの κ対称性 の 固定条件 は膜

背景場 での反膜 を記 述す るの に適 してい るこ とが分 かる。

付録

A

この付録 で は超 一般座標 変換 、超局所 ロー レンツ変換、超U(1)ゲ ージ変換 につ いて議論す る。以

下で はそれ らの 変換パ ラメー タ をそれぞ れΞ^M、Λ_A^B、 Σ_{MN}で表す。 これ らのパ ラメー タの最低

次の成 分[Ξ^m]_0≡ ξ^m、[Ξ^μ]_0≡ε^μ、[Λ_a^b]_0≡-λ_a^b、[Σ_{mn}]_0≡σ_{mn}はそれ ぞれ通 常 の一般 座標変

換 、局所超 対称性 、局所 ロー レンツ変換 、U(1)ゲ ー ジ変換 に対応 す る。 高次 の成分 は ゲー ジ固定条

件([1]の(3.5))を 課 す のに用 い る。

これ らの変 換 では超 場 は以下 の よ うに変換 され る:

以 下では θ^μΣ_{μN}=0と い う条 件 を課 す こ とにす る。 これ はゲー ジ固定条件([1]の(3.5))に 類 似 し

てお り、常 に満 た され る よ うにす る ことが 可能 であ る。実際 Σ_{MN}とΣ_{MN}+∂_{[_MS_N]}は同 じ超U(1)

ゲー ジ変換 を与え、S_Mを 用 い るこ とで Σ_{MN}をθ^μΣ_{μN}=0を満 た す よ うに再定 義す る ことが でき

る。 この条件か ら[Σ_{μN}]_0=Oが従 う。上 の変 換式の最低次 の項を とる と期待 され る変換 の形 を得 る:

ゲー ジ固定の後で も、その固定 条件 を動か さない対称性 は破れ ずに残 る。 それ らの変換 のパ ラメー

タの高 次の成 分 は、θ^μδE_μ^A=0、 θ^μδΩ_{μab}=0、θ^μδA_{μNL}=0を 課す ことで最低 次の成分 か ら決定

でき るはず であ る。 これ らとゲー ジ固定条件 か ら次 を得 る:
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これ らを用 いて、E_M^A、 Ω_{MA}^B、A_{MNL}の成 分表示 を知ってい る とい う前提 の もとに、高次の成分

を順次 決め てい くこ とがで き る。 これ は再帰 関係式 がE_M^A、Ω_{MA}^B、A_{MNL}を 順次決 めてい くの

と同様 の手続 きで ある。 しか しなが ら上の 式は変換 パ ラメー タについ て1次 な ので 、それ らを一気

に解い て簡潔 な表 示を得 る ことが期待 でき る。 そのた めにまず θ^μを任 意パ ラ メー タ 孟だけ リス ケー

ル す る:θ^μ→tθ^μ。 そ して θ^μ∂_μを 鐡 に置 き換 える ことがで きる。 そ うす る と

これ らの式や 以下現れ る式 の中で は超 場 は θ^μ→tθ^μとリスケール され てい るもの と理解 す る。そ う

す るとQ^μ に対 す る次 の微分 方程式 を得 る:

ここで Ω_{αab}=E_α^MΩ_{Mab}であ る。δ_α^μ-E_α^μは θのゼ ロ次 の項 を持た ないた め、上式 中の1/t(δ_α^μ-

E_α^μ)にはtは 逆べ きでは入 ってい ない こ とに注意せ よ。 この方程式 の解 は次の経 路順序積 の形 で与

え られ る:

そして変換パラメータの最終的表示を得る:
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こ こで σ=1/2dX^ndX^Mσ_{mn}で あ る。右 辺の積分 は[E_α^M]_0=O、[Ω_{αab}]_0=O、[A_αl_0=0のために き

ちん と定義 で きてい るこ とに注意せ よ。 最大 に超 対称 な背景 時空 の場合 はQ^μ(t)のは経路 順序 では な

く普 通の指数 関数 で書 き直せ る:

仮 に最低 次の背 景場が対称性 を持 っていた とす る。す なわち[δE_M^A]_O、[δΩ_{MA}^B}_O、{δA_{MNL}]_Oがゼ

ロであったとす る。通常のアイ ソメ トリと破れ ていない超 対称性 は この よ うな対称性 の例 であ る。超場

の高次の項は最低 次の成 分で表せ るので、それ らもこの対 称性 で変換 しない。 したがって δE_M^A=0、

δΩ_{MA}^B=0、 δA_{MNL}=0で あ る。 す なわ ちパ ラメー タ(A.24)-(A.27)で 表 され る変換 は全次数 に

おい て も対称性 で ある。

特 に これ は ξ^mとε^μが背景 時空 のKillingベ ク トル とKillingス ピ ノル であ る場合 δX^m=Ξ^mと

δθ^μ=Ξ^μは膜の作 用の対 称性 で ある ことを意 味す る。
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