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要約

κ対称なM膜 の作用の構成は、最大限に超対称な背景時空、すなわち平坦時空、AdS_4×S^7、AdS_7×S^4

で しか可能でない。それは主に超場の成分表示が複雑なことからくる技術的な困難のためである。そ

こで本稿では、 κ対称性 をあらか じめゲージ固定することによってその複雑さを避け作用を構成す

ることができることを、1/2超 対称な背景時空における非超対称な配位 に対 して示す。例としてM2

膜背景でのM2膜 とBrinkmann波 背 景での超粒子を扱 う。
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1は じめに

11次 元 における κ対称なM膜 の作用と10次 元におけるκ対称なD膜 の作用は超場形式によって

与えられている。 また基本弦のGreen-Schwarz型 とpure spinor型 の作用も超場形式が元になって

いる。 しか しそれ らを座標x^mや フェル ミオン座標 θ^μで書き直すには超場の成分表示について知

らなければならない。11次 元では超場のθ^μによる展開には(θ)^0から(θ)^{32}までの33個 の成分があ

り、それ らを順番 に決定 し、超重力理論の場に対応する(θ)^0の成分で表 していく手続 きが[2,3]で

与 えられているが、この手続 きでは θ^μの高い次数の成分を決定するには莫大な量の計算が必要にな

る。 したがって一般の背景時空ではそれらの具体的表示は知 られていない。平坦時空、AdS_4×S^7、

AdS_7×S^4の よ うな最大限に超対称 な背景時空のときのみ全次数での成分表示が知 られているのが

現状である。 ・

しか しながら、Green-Schwarz型 の膜の作用の場合には κ対称性があった。そこでその対称性の

適切なゲージ固定条件によってわからない成分を消去することで作用を構成できる可能性がある。本

稿では、超挨率の1次 の成分がランク1/2の 射影演算子をθにかけた ものに比例 しているという場

合にはこのことが実際に可能になることを見る。この条件は1/2超 対称な背景時空では通常成 り立っ

ている。このゲージ固定の後では、背景時空によっては破られていない超対称変換がすべて非斉次

項を持ち、そのため自発的に破れて しま う。そのよ うな配位 に対 してだけこのゲージ固定条件を課

すことができる。

記号の定義などは 国 の ものをそのまま使 うことにする。国 でも説明 しているように、最大限に

超対称な場合は成分表示がすべて決定されている。1/2超 対称な場合にはさらに余分な項が成分にあ

らわれるが、適切 なゲージ固定によってそれ らを消去できて結果 として超場が最大限に超対称な場

合 と同じになることを第2節 で示す。第3節 で例 としてBrinkmann波 背景での超粒子とM2膜 背景

でのM2膜 を扱 う。付録ではゲージ固定後に破れずに残る対称性の一般形 を与える。

21/2超 対称な背景時空の場合

1/2超 対称な背景時空を議論する前に、最大限に超対称な11次 元背景時空の場合にどのように超場

の成分表示が決定されたかを思い出してみると、その場合は[1]の(4、19)一(4.31)、(4.35)な どで与えら

れる再帰関係式を完全に解 くことができた。それは[T_{ab}^α]_1=([D_m(w),D_n(w)]θ)^α=0の ためであっ

た。1/2超 対称な時はKillingス ピノルは16個 しかなく、[T_ab^α]_1はゼ ロではない。[D_m(ω),D_n(w)]

はゼロ固有値の固有ベク トルを16個 もつので、ランク1/2の 行列になっている。その構造をいくつ

かの例で見てみよう。

最初の例はM2膜 背景である:
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ここでH=H(y)は ∂_{m2}∂_{m2}H(y)=0を満 たす関数である。mlの よ うに1の ついた添字は0か ら

2ま で、2の ついた添字は3か ら10ま で動 く。多脚場 を対角に取ると、Dmは

となるので、

期待 した通 り、[D_m(ω),D_n(ω)]は 射影演算子1/2(1-Γ^{O12})に比例 している。

2つ 目の例はM5膜 背景である:

ここでH=E(y)は ∂_{m2}∂_{m2}H(y)=0を満 たす関数である。M1の ように1の ついた添字は0か ら

5ま で、2の ついた添字は6か ら10ま で動 く。多脚場を対角に取ると、Dmは

とな る の で 、

と[D_m(ω),D_n(ω)]は 、射 影 演 算 子1/2(1-Γ^{6789,10})に 比 例 して い る。

最後の例はBrinkmann波 背 景である:
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ここでH＝H(t+y,x2,..,x10)は ∂i∂iH=0を 満 たす関数である。添字i,jは2か ら10ま で動

く。多脚場を以下のようにきめる:

す る とD_mは 、

[D_m(ω),D_n(w)]は 射 影 演 算 子1/2(1-Γ^{ty})に 比 例 して い る:

そこで以下では[D_m(ω),D_n(ω)]は 何 らかのランク1/2射 影 演算子に比例 しているものと仮定す

る。[D_m(ω),D_n(ω)]ε=Oで あ るから、Killingス ピノルε はΡε=0を 満たす。上の例ではD_m(ω)ε

は次の形をしていた:

ここでfは 何らかの関数で、G_mは ガ ンマ行列か ら作 られた行列であ り、座標依存性があってもよい

とする。もしΡ が定数行列ならば、Ρε_0=0を 満 たす定数スピノルε_0を用いてε=fε_0と 書 ける。

再帰関係式よ り、最大限に超対称な場合からの成分表示のずれは[T_{ab}^α]_1∝Ρθに起因することが

分かる。したがってこの場合の成分表示は[1]の(4.69)-(4.78)にΡθ に比例する余分な項を加えたも

のになる。例えば、

Ρθを含む項を決定するには再帰関係式を適用 しなければならず、技術的困難からそれ らの具体形は

知ることができない。 したがって超場か ら作られた κ対称な膜の作用の具体形を知ることはできな

い。 しかしなが ら、κ対称性のゲージ固定条件としてΡθ=Oを とることで超場の未知の部分を消し

て具体的な膜の作用を書き下す ことができる。

そのようなゲージ固定条件を許す配位はどの ようなものであるか考えてみよ う。θは、射影Ρ で

消 され る部分と、残 る部分 とに分けられ る:

ゲージ固定条件は θ_=0で ある。背景時空は16成 分のKillingス ピノルε を持っているので、膜の

作用は16個 の超対称性 δX^m=Ξ^m, δθ^μ=Ξ^μを持つ。Ξ^mとΞ^μは付録で与えられるとお りである。

世界面上の場X^mと θ^μの真空の配位が破れていない対称性を持つかどうか考えてみ よう。θ^μは普

通ゼロとされる。その場合超対称性 はδθ^μ=ε^μである。εはΡε=Oを 満たすので、超対称性は θ_
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を動かさない。 このことから16個 の超対称性はすべて自発的に破れていることが分かる。補償的 κ

対称性によって消せ るものが破れずに残る超対称性だからである。

したがって κ対称性の固定条件 θ_=0は1/2超 対称な背景時空上の非超対称な配位に適 した条

件であることになる。次節でいくつかの例を見ることにする。なお より超対称性が少ない背景場の

場合は、[D_m(ω),D_n(ω)]は ランクが1/2よ り大きい行列となるので、θの半分以上の成分が[T_{ab_^α]_1

の 中に残 ることになり、κ対称性で消すことはできなくなる。

3例

前節での議論の最初の応用 として、Brinkmann波 背景での超粒子の作用 を考えよう。まず一般の

背景時空での超粒子の作用は

である。 ここでE_γ^A=∂_γZ^ME_M^Aで あ り、eは1脚 場である。変分 δeと δZ^Mか ら得 られる運動

方程式はそれぞれ

[1]の(1.5)でx=-1/4と した拘束条件のもとで、この作用は以下であたえられる κ対称性を持っ:

射影演算子はΡ=1/2(1-Γ^{ty})で 、κ対称性の固定条件は、この場合は通常半光円錐ゲージと呼ばれ

るθ_=Ρθ=Oに な る。この条件はマ ヨラナ条件 と両立する。すなわちθ+は マヨラナフェル ミオン

である。Brinkmann波 背 景ではΜ^2=0の ために超多脚場 と超接続は次のような簡単な形 となる:

超多脚場の引き戻しは

ゲージ固定の後で θ_に 対する運動方程式を拘束条件として課 さなければならない:
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これ は次のよ うに書 きなおせる。

実はこの拘束条件は、∂_γt+∂_γy≠0であれば他の世界線上の場の運動方程式か ら導くことができる。

そのことは直接の計算でもわかるが、以下のようにしてもわかる。θ_=0の 条件のもとで、θ_の κ

変換は

X(γ)を 任意のス ピノル として、κが(1-Ρ)Γ_yX(γ)で あるときには

これから、∂_γt+∂_γy≠0であ りさえすれば κ変換によってθ_は どのような値にでもす ることがで

きることがわかる。ゲージ固定前の作用は κ不変なので、多少不正確な書き方をすると、

が成 り立つ。これ と、δκθ_が どのよ うな値でも取れるとい うことか ら、

の線形結合で書 くことができることがわかる。

ゲージ固定 された作用はθ+に ついて2次 になっている:

(A.24)と(A.27)で 与 えられ る超対称変換 もM^2=0の ために簡単な形 となる:

こ こでε はKillingス ピ ノル で あ る:

世界面の一般座標変換 についてのゲージ固定はまだ行っていないことに注意せ よ。光円錐ゲージ

t+y∝γ をとればさらに簡単になることはすぐわかるであろ う。この例のように、3形 式背景場が

ない場合にはM^2=0に な るので、つねに成分表示が簡単になる。

次に2つ 目の例を与えよう:M2膜 背 景時空でのM2膜 の作用を考える。作用は一般に[4,5]

ここでE_iA=∂_iZ^ME_M^Aで 、T_{M2}はM2膜 の張力、h_{ij}は世 界面の計量である。複号はM2膜 か反

M2膜 かに対応する。[1]の(1.5)と(2.25)でx=-y=-1/4と した拘束条件のもとで、変分 δh_{ij}と

δz^Mか ら得 られる運動方程式は

ここで
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射影演算子 とゲージ固定条件はそれぞれΡ=1/2(1-Γ^{O12})と θ_=Ρ θ=oで ある。この固定条件は

マ ヨラナ条件 と両立する。すなわち θ+は マ ヨラナスピノルである。この固定条件下での超場の成分

表示は以下に示すM^2の 単 純さのために非常に単純になる。 まず、
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超 多脚場の世界面上への引き戻 しはさらに簡単になる:

[1]の(4.32)を 使 えば作用の3形 式部分は次のようになる;

(3.43)、(3.44)、(3.46)を 用 いればゲージ固定 された作用は簡単に書き下す ことができる。それには

θ+の7次 以上の項は含まれない。

(A.24)と(A.27)か ら計算される超対称変換 δX^m=Ξ^mと δθμ=Ξ^μ は再び非常に簡単になる:

ゲージ固定の後で θ_の 運動方程式が拘束条件として課されなければならない:

前の例 と同様、これ は δθ^μ_=Ρ^μ_νE_α^ν(1?Γ)^α_{βκ}^β=(Ρ(1?Γ))^α_{βκ}^βが κを適切に選ぶ ことで、

1-Ρ で消される部分空間の中で任意の値に取れる場合には他の世界面上の場の運動方程式か ら導

くことができる。逆に、点 θ_=0の 近傍 でδθ^μ_が任意の値 をとれなければ θ_=0と い うゲージ

固定条件を課す ことはできない。例 えば、背景場に平行に伸びた膜または反膜を考え、静的ゲージX^{m1}

=σ^{i=m1}をとろ う。Hは 普通H=1+(X^{m2}を 含 む項)の 形に取る。そ うすると

そして膜に対応する上の符号を選ぶ と、上の式の右辺の第1項 は消える。 したがって一般に δθ^μ_に

任意の値を与えることはできない。反膜に対応する下の符号をとると、第1項 は2(Ρ κ)^αとなり世界
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面場の揺らぎが小 さければ任意の値に設定できる。 この ことか らここでの κ対称性の固定条件は膜

背景場での反膜を記述するのに適 していることが分かる。

付録

A

この付録では超一般座標変換、超局所 ロー レンツ変換、超U(1)ゲ ージ変換について議論する。以

下ではそれ らの変換パ ラメータをそれぞれΞ^M、Λ_A^B、 Σ_{MN}で表す。 これ らのパラメータの最低

次の成分[Ξ^m]_0≡ ξ^m、[Ξ^μ]_0≡ε^μ、[Λ_a^b]_0≡-λ_a^b、[Σ_{mn}]_0≡σ_{mn}はそれぞれ通常の一般座標変

換、局所超対称性、局所 ロー レンツ変換、U(1)ゲ ー ジ変換 に対応する。高次の成分はゲージ固定条

件([1]の(3.5))を 課 すのに用いる。

これらの変換では超場は以下のように変換 される:

以 下では θ^μΣ_{μN}=0と い う条件を課すことにする。 これはゲージ固定条件([1]の(3.5))に 類 似 し

てお り、常に満たされるようにすることが可能である。実際 Σ_{MN}とΣ_{MN}+∂_{[_MS_N]}は同 じ超U(1)

ゲー ジ変換を与え、S_Mを 用 いることで Σ_{MN}をθ^μΣ_{μN}=0を満 たすように再定義することができ

る。この条件か ら[Σ_{μN}]_0=Oが従 う。上の変換式の最低次の項をとると期待される変換の形を得る:

ゲージ固定の後でも、その固定条件を動かさない対称性は破れずに残る。それらの変換のパラメー

タの高次の成分は、θ^μδE_μ^A=0、 θ^μδΩ_{μab}=0、θ^μδA_{μNL}=0を 課す ことで最低次の成分から決定

できるはずである。 これ らとゲージ固定条件から次を得る:
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これ らを用いて、E_M^A、 Ω_{MA}^B、A_{MNL}の成 分表示を知っているとい う前提のもとに、高次の成分

を順次決めていくことができる。これは再帰関係式がE_M^A、Ω_{MA}^B、A_{MNL}を 順次決 めていくの

と同様の手続きである。 しか しながら上の式は変換パラメータについて1次 なので、それ らを一気

に解いて簡潔な表示を得ることが期待できる。そのためにまず θ^μを任意パラメー タ孟だけリスケー

ルする:θ^μ→tθ^μ。そして θ^μ∂_μを鐡 に置き換えることができる。そ うすると

これらの式や以下現れ る式の中では超場はθ^μ→tθ^μとリスケール されているもの と理解する。そ う

す るとQ^μ に対する次の微分方程式 を得る:

ここで Ω_{αab}=E_α^MΩ_{Mab}であ る。δ_α^μ-E_α^μはθのゼロ次の項を持たないため、上式中の1/t(δ_α^μ-

E_α^μ)にはtは 逆べきでは入っていないことに注意せ よ。 この方程式の解は次の経路順序積の形で与

えられる:

そして変換パラメータの最終的表示を得る:
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ここで σ=1/2dX^ndX^Mσ_{mn}で あ る。右辺の積分は[E_α^M]_0=O、[Ω_{αab}]_0=O、[A_αl_0=0のためにき

ちんと定義できていることに注意せ よ。最大に超対称な背景時空の場合はQ^μ(t)のは経路順序ではな

く普通の指数関数で書き直せる:

仮 に最低次の背景場が対称性を持っていた とする。すなわち[δE_M^A]_O、[δΩ_{MA}^B}_O、{δA_{MNL}]_Oがゼ

ロであったとする。通常のアイソメ トリと破れていない超対称性はこのような対称性の例である。超場

の高次の項は最低次の成分で表せるので、それ らもこの対称性で変換 しない。 したがって δE_M^A=0、

δΩ_{MA}^B=0、 δA_{MNL}=0で あ る。すなわちパラメータ(A.24)-(A.27)で 表 される変換は全次数に

おいても対称性である。

特にこれはξ^mとε^μが背景時空のKillingベ ク トル とKillingス ピ ノルである場合 δX^m=Ξ^mと

δθ^μ=Ξ^μは膜の作用の対称性であることを意味する。
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