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Inthefrstreport，ａｎａｎalyticaltechniquetogettheendconditionsandtheclassicalfrequency
equationsforthetransversevibrationofuniformbarswaspresente｡、
Applyingtheabovementionedtechnique，ｉｔｗａｓｓｈｏｗｎｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｒｅｐｏｒｔｔｈａtthemodifedex‐
pressionsofthefrequencyequationｓａndmodeshapesforcantileverandsimplysupportedbeamswere
obtained・

Thisthirdreportdealswithabuilt一inbeamwhichhasbothendsclamped・Ａｌｓｏｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ，the
modifiedexpressionstothefrequencyequationsandmodeshapescanbeobtained．

１．緒言

はりの自由横振動に対してはこれまでのところ，同

調現象による危険を防止する目的で，それらの固有振

動数を求めることに主眼点が置かれており，この固有

振動数は振動数方程式によって求められる．従来の境

界値問題に対する計算手順によれば，この振動数方程

式を求めるためには，振動方程式の解として得られた

はりのたわゑ式において，その中に含まれる積分定数

の値を，そのはりの端末における境界条件で決定した

のち，その結果により振動数方程式を得る，といった

方法が採られている．

このような計算手順を採用した場合，振動時におけ

るはりの端末条件は，すべて既知であることが必要と

なり，それらはあらかじめ全部のものが与えられてい

なければならない．この結果，必要とするあらゆる端

末条件のうちで，それらのいくつかは，物理的な判断

力により，計算当初で設定しなければならない場合も

生ずる．

しかしながら，はりが自由横振動を行う際，境界条

件によって算出できるものは，その振動数方程式の承

に限定されるわけではないその場合には，各端末に

発生する支点変位と支点抗力の間に成立する端末条件

も，境界条件によって同時に算定することができる．

すなわち，はりが自由横振動をするとき，各端末に発

生する支点変位と支点抗力の間には，一定の決まった

関係が存在する．このような関係式を第１報において

は振動端末条件と呼び，そこでは固着端，支持端およ

び自由端の各種支持状態にある一様ばりについて，そ

れぞれの振動端末条件を求めておいた')・

さらに，つづく第２報では，両端支持ばりと片持ば

りの２種類のはりを取り上げ，それらに対する振動端

末条件を利用すれば，はりのたわふを表わす振動モー

ド曲線の表現式が，多様な形で表現可能となることを

述べた．そしてそこではまた，振動端末条件を最初に

求めておけば，振動モード曲線と端末条件についても，

それらの間の対応関係が明確にできることを示したの．

この第３報では，これらの報告に引き続き，両端固

着の一様ばりを取り上げる．したがって本報告書では，

この両端固着ばりの自由横振動時における端末条件と

振動モード曲線に対し，それらの間の対応関係につい

て述べたものであるもつまり，この第３報においても

やはり，両端固着ばりの振動数方程式に対する従来の

表現形を改訂修正して，それの改修形を求め，この改

修形を使用して両端固着ばりにおける振動モードと端
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末条件の対応性を考察している．そしてまた，前報で

述べた両端支持ばりや片持ばりのときと同様に，振動

モードと端末条件との対応関係をあらかじめ明確にし

ておけば，この両端固着ばりに対しても，振動モード

曲線の表現式が多様な形で考えられる，ということを

本報告書では述べている．

2.1振動次数方程式

（１）式の中で固有円振動数①"は，第１報の(5)式

により

２．振動次数方程式と振動端末条件

最初に，以下の説明に便利なように，第１報で得ら

れた結果の中から，本報告書で必要とする個所の承を

要約して示しておくことにする')．

いま長さﾉ，曲げ剛性凪単位長さ当たりの質量p，

の一様断面ばりが，自由横振動を行う際，図１に示す

ように左端Ａ点を座標原点とし，はりの軸線に沿って

右端Ｂ点の方向に勿軸を取る．そしてまた鉛直下方に

”軸を取れば，はりのたわふは”で表わされる．さら

に，はりの両端における最大変位の値を6A,６Bおよび

6A,OBで表わし，また支持反力と固着モーメントの最

大の振幅値を，それぞれＲＡ，ＲＢおよびＭ４，Ｍbで

表わすことにする．

Ｉ
止
亀
Ｔ
ｌ

鹿児島大学工学部研究報告第２２号（1980）

２．２振動端末条件

振動固有数ｽﾉの決定に必要としなかった上述の残

りの２式は，別途な条件式を表わすわけであり，それ

らは次の振動端末条件式，つまり

｛[(EI7l2)6A＋ＲＡ]2＋ｽ2[(EIｽ2)6A一ＭA]2}２

＝{[(EIｽ2)6A＋ＲＡ]2＋ｽ2[(EI7l2)6A一Ｍｍ2｝

×{[(EIｽ2)8Ｂ－ＲＢ]2＋ｽ2[(EI712)6Ｂ－Ｍｂ]2}…(6)

｛[(、ｽ2)6A-RA]２－ｽ2[(EIｽ2)6A＋ＭＡ]2}２

外

図１

さて，はりの振動時のたわ象加(範,#)は第１報の(3)

式より

Ｚ<ﾉ(鉱,Z)＝Ｚり"(範)･sin(の"t＋α"）……(1)
”＝１

となるが，本式で１０"(Ｚ)は，第１報の(10)式によれば

,"(壁)=蒜万{(卿)Wcoshｽ,,叶cosjl,,塾）
＋(EIｽ"2)6A(sinhｽ"叶sinｽ"鉱)＋ｽ"ＭＡ(coshｽ"aE

-cosｽ"諺)－ＲＡ(sinhｽ";r-sinｽ"範)｝……(2)

で与えられる．このゅ"(Ｚ)は，各振動モードに対する

たわ承曲線を表わすので，本論文ではこれを振動モー

ド曲線と呼んできた．
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＝{[(EIｽ2)OA-RA]２－ｽ2[(EIｽ2)6A十ＭA]2｝

×{[(EIｽ2)8B＋RB]２－ｽ2[(EI712)6B＋ＭＥ]2}……(7)

を与える．この(6)式と(7)式は，cos2ｽﾉ＋sinW＝１お

よびcoshW-sinh2ｽﾉー 1の関係式に，(4)式と(5)式

を代入して得られた第１報の(18)式と(19)式を整理し

て示したものにすぎない．

以上が，本報告書で必要とする事項を，第１報の中

から要約したものであるが，この第３報は両端固着ば

りの一例だけ取り上げ，(4)式と(5)式を使用すれば，

それの振動数方程式が，一般的に求められることを述

べたものである．そしてまたこの第３報は，自由横振

動中のはりのたわぷ式を，端末抗力で具体的に表わし，

初期条件の設定なしにたわ象形を決定して，それが実

験結果とも，直接比較できるようにしたものである．

その結果によれば，（２）式より得られる振動モード曲

線の表現式としては，多様な表現方法の存在すること

がわかり，それと同時に，その振動モード曲線と端末

条件の対応関係も明確にできる．

３．振動数方程式

両端が固定されたはりの場合には

６A＝6B＝０，６A＝OB＝０ ．．…｡(8)

の境界条件があらかじめ与えられていることになる．

これらの条件を(6)式および(7)式に適用すれば

鱗勝二麓:±鮒堂:±鯛｝
……(9)

となるが，両端固着ばりにおいてはＲA2＋ｽ2ＭA2キOと

すべきである．しかもこの場合にはＲＡ２－ｽ2ＭA2キ0の

関係が存在する')．

よって，上記の(9)式より

鯛:鰐::±鯛……('0）
が得られる．これより両端固着ばりに対しては，振動

次数のいかんにかかわらず

ハfA2＝ＭＥ２，ＲA2＝ＲB２……(11）

の振動端末条件が成立することになる．これは第１報

で示した(44)式と(45)式を，再記したものにほかなら

ない､．

またこのときの振動モード曲線ＩＤ(詑）は，（２）式に

(8)式の条件を代入して，その下付添字のがを省略す

れば

，(蓮)=瓦会うF{ｽMA(co仙一cCs肱）
一RA(sinhｽ毎一sin肱)｝．．…･(12）

で表わされる．

３．１振動数方程式の在来形

従来の境界値問題に対する解法によれば，（８）式の

境界条件を(12)式に適用して，はりの振動数方程式を

求める，といった計算手法が採用されてきた3)'4)．し

かしながら本報告書においては，(4)式と(5)式を使用

すれば，この両端固着ばりに対する振動数方程式が，

一般的な計算手順により算定できることを述べる．

そのためにいま，(8)式の条件を(4)式に適用すると

鰯土撫握IMi蛎患，)｝
……(13）

となり，また(8)式の条件を(5)式に適用して

脇二鰯:嚇二総鴛餓)}…⑭
が得られる．

したがって，通常の消去法に従い，（13)式と(14)式

の４個の式のうちの３個の式から，ＲＡ/ＭＡ，ＲＢ/ＭＡ，

ＭＥ/Ｍ４を求め，それらの値を残りの式に代入すれば，

振動数方程式が得られるはずである．しかし，このよ

うな手続きを踏む場合，計算が非常に繁雑となる．そ

こで，計算手数を省く目的から，ここでは次のような

簡便法を取ることにした．

すなわち前に述べておいたように，振動数方程式を

求めるために実際面で必要とする式は，（13)式と(14）

式で表わされている４個の式のうち，適切な２個の式

を選んで使用すれば十分である．よっていま，さしず

め(13)式の第１式と(14)式の第１式の２個の式を選び

出し，それらの両辺をそれぞれかけ算して承ると

（ﾉＷＷ－ＲＡ４)cCsｽﾉ.coshｽﾉーﾉWWMb2-RA2RB2

を得る．これに(11)式の端末条件を代入して，Ｍｂと

ＲＢをおのおのＭＡとＲＡで置き換えると，上式は

（ﾉＷＷ＋ＲA2)(ｽ2M42-RA2)(cCsｽﾉ.coshｽﾉー1)＝０

となる．

ところで，両端固着ばりにおいては(9)式のすぐ下

で述べたように，ス2Ｍ42＋RA2キ０およびﾉl2M42-RA2

キ０の関係が在存した．したがって上式からは

ＣＯＳスノ･coshスノー１ ……(15）

のような両端固着ばりに対する在来形の振動数方程式

が得られる．
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この(15)式は，両端固着ばりに対する振動数方程式

としては最もなじゑ深い形の式であるが，この(15)式

の振動数方程式は，（13)式と(14)式の４個の式のうち

で，それらの第１式の承を使用し，これら２個の式に

よって求めたものであった．したがって，（13)式と

(14)式の第２式は，これまでのところ未使用であるこ

とがわかる．しかし，これら未使用であった(13)式と

(14)式の第２式は，端末抗力の比を決定するものであ

り，かつ，それらの式は(15)式の振動数方程式をも，

同時に満足する関係式であることが，次のようにして

簡単に示すことができる．そこで次に(13)式と(14)式

のうち，それらの第２式を使用して承る．

すなわち，（13)式の第２式と(14)式の第２式によれ

ば，それらの右辺が同じ形をしているので，これら両

式から

－(ｽ2ＭA2＋RA2)sin〃＝(ﾉＷＷ－ＲＡ２)sinhスノ

の関係を得る．本式は書き換えると

ＲＡ２－ｓｉｎｈスノ＋sｉｎ〃
……(16）７F711面す一sinM-sinスノ

となる．ところが両端固着ばりに対しては，第１報で

(36)式として示しておいた

為=謡莞三:器(>0）……('7）
の関係式，および第１報で(37)式として示しておいた

為=慧莞圭窯莞(>0）……('8）
の関係式が成立している])．

ゆえに，これら（17)式と（18)式を参照にすれば，

(16)式より得られるＲＡ/(ｽＭＡ）の値は

満=､/謡釜圭謡(>0）……('9）
としなければならない．このようにして，（13)式と

(14)式の第２式からは，抗力比ＲＡ/(ｽＭ４)の値が決定

されることを知る．

この(19)式の表現は，（17)式および(18)式とは異な

った形になっている．しかし，これら(19)式と(17)式

および(18)式の三者は，いずれも全く等価な内容を表

わす，ということが以下のように簡単に示すことがで

きる．すなわち，いま(17)式の右辺と(19)式の右辺を

等しく置いて承ると

慧尭三謡=I/蓋器主:器
．.、２(coshｽﾉ･ＣＯＳｽﾉー1)＝０

として，（15)式が得られる．このことは，（15)式の振

動数方程式が成立するとき，（17)式と(19)式が全く等

価であることを示し，かつそれはまた，（13)式の第２

式と(14)式の第２式が(15)式を満足するものであるこ

とを示している．

同様に，（18)式の右辺と(19)式の右辺を等しく置い

ても，同じく(15)式が得られ，これは(18)式と(19)式

が等価であることを示す．また，（17)式の右辺と(18）

式の右辺を等しく置いた場合でも，やはり(15)式の得

られることがわかっている')．これらのことは，（17）

式と(18)式の両辺をそれぞれかけ合わせると，（19)式

が得られることによっても確認できるわけであり，結

局(15)式の振動数方程式が成立するとき，（17)式，

（18)式および(19)式の三者は，全く等価なものになっ

ているということがわかる．

よって，ＲＡ/(ｽM24）の値としては

ＲＡ－ｃｏｓｈスノーＣＯＳスノーｓｉｎｈスノ＋sｉｎ〃
耐Ｚｒ一雨E~万二両~刀~ーcoshｽﾉーcCsスノ

ー、/:器註:器……(20）
のように，多様な表現が可能となる．

３．２振動数方程式の改修形

ここでは，（15)式の在来形の振動数方程式を別な表

現式に変形して，それの改修形を求めることについて

考えて承る．そのためには，（15)式を満足する振動固

有数ｽﾉの存在しうる範囲を，前もって決定しておく

と都合がよいしたがって，まずこの〃の存在範囲

を決定するわけであるが，振動の問題では，スノ＞０と

考えるべきであるから，このスノに対しては常に

cosh〃＞１……(21）

の関係が満足されていなければならないそこで(15）

式を

ＣＯＳｽﾉｰ－上一．．…･(22）
ｃｏｓｈスノ

と書いて承ると，ＣＯＳ〃の値は

０＜ＣＯＳ〃＜１……(23）

の範囲にあることがわかる．この結果，両端固着ばり

の振動固有数〃の値は，第１象限と第４象限に存在

することになる．これで〃の存在範囲が決定できた．

ところで，スノー０も(15)式を満足する値ではある．

しかし，振動問題を取扱う場合には，このスノー０の値

は除外してよいよって，第４象限に存在する最初の

ｽﾉの値では１次振動が表わされ，次の第１象限に存

在する〃の値からは，２次の振動が得られることに

なる．そして，そのすぐ後に続く第４象限の〃から
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は３次振動が与えられ，その次の第１象限のスノの値

からは４次の振動が得られる．

したがっていま，振動次数を〃で表わすことにすれ

ば，第４象限のス"Jからは奇数次の振動数が得られ，

また第１象限のス"Jからは偶数次の振動数が得られる

ことになる．このことを振動数方程式の形で明示する

ためには，次のようにすればよい

すなわち，次の半角の公式

･･訓働‘=鵠滞雪,および
■

。｡．ｗ=告器滞雪……(型）
を使用して，（15)式の振動数方程式を変形して承ると

tan2(ｽ"ﾉ/2)＝tanh2(ｽ"ﾉ/2）……(25）

となり，これから

ｔan(ｽ"ﾉ/2)＝一tanh(ｽ,,ｊ/2)，もしくは

tan(ｽ,‘ｊ/2)＝tanh(ｽ"J/2）……(26）

の関係を得るが，本式が本論文でいう振動数方程式の

改修形である．

この(26)式から得られるス"jの値は，（23)式の条件

のために，第１象限と第４象限に存在しなければなら

ない．よって，（26)式の第１式からは奇数次の振動数

が得られ，第２式からは偶数次の振動数が得られる．

なぜならば，すぐ前に述べたように，（26)式の第１式

から得られるス"/の値は第４象限に存在し，それは奇

数次振動を示すことになり，またその第２式を満足す

るス"ﾉの値は第１象限に存在し，それが偶数次の振動

を示すことになるためである．

また，（26)式の振動数方程式は，次のように書き換

えることもできる．まず

蝉､￥='云謡"‘,および
“nh等=c謡云’

の公式を(26)式に適用すると

sinhｽ"ﾉ(１－cCsｽ"ﾉ)＝一sinｽ"ﾉ(coshｽ,,ノー1)，もし

くはsinhｽ"J(１－ＣＯＳｽ"ｊ)＝sinｽ,,J(coshｽ"ノー1）

……(27）

となるが，この式に(22)式を代入し，さらにその式の

両辺から１－coshｽ"バキ0)の項をおとすと，（26)式の

振動数方程式は

ｓｉｎｽ"ノー一tanhｽ"ﾉ，もしくは

sinｽ"ノーtanhｽ"ｊ……(28）

と表わすこともできる．あるいは，（15)式の在来形の

振動数方程式の関係を使用して，上式の右辺のｔａｎｈ

ｽ"ノの項をｓｉｎｈｽ"ﾉ.ＣＯＳｽ,,ｊで表わした後，その両辺を

cCsｽ"ｊ(キO）で割れば，（26)式の代りに

tanｽ,,ノー一sinhｽ"ﾉ，もしくは

tanｽ"ノーsinhｽ"ノ……(29）

という形で，振動数方程式を得ることもできる．（28）

式と(29)式の両式もまた，（26)式と同様に振動数方程

式の改修形である．

ただし，（28)式と(29)式の第１式を満足するス"ﾉの

値はいずれも第４象限に存在するため，これらの第１

式は奇数次の振動数方程式であり，またそれらの第２

式を満足するス"ﾉの値はいずれも第１象限に存在し，

それらは偶数次の振動に対する振動数方程式を表わす．

以上述べたことからわかるように，両端固着ばりの

場合，（15)式の在来形の振動数方程式を変形して承る

と，振動数方程式の改修形としては，（26)式と(28)式

および(29)式の３種類の表現法が可能となる．したが

ってこの場合，これらの３個の式は(15)式の代りに，

振動数方程式として採用できることがわかる．とはい

っても，（15)式の在来形が振動次数の奇数値，偶数値

を問わず成立することから考えると，振動数を求める

ためには，この(15)式の方が便利である．

３．３改修形振動数方程式の総括表現

前述のように，振動数方程式の改修形としては，

(26)式と(28)式および(29)式のように，３種類のもの

が考えられるが，これらはいずれも振動次数を奇数次

と偶数次に区別して，それぞれに対する振動数を求め

るようになっており，不便である．

そこで，これら(26)式や(28)式，ないし(29)式の振

動数方程式を実際面で使用する場合には，”が奇数，

偶数のいかんにかかわらず，それらが取扱い得るよう

に表現しておく方がよい．よって，まず(26)式の振動

数方程式について，それが〃＝1,2,3,……に対して成

立するように表わして承ると，この(26)式は

tan(ｽ"ﾉ/2)＝(－１)"tanh(ｽ"ﾉ/2）……(30）

の形となる．また，（28)式と(29)式についても，それ

らが”＝1,2,3,……に対して，成立するように表わし

て承ると，この両者は

sinｽ,,ノー(－１)"tanhｽ"J，あるいは

tanｽ"ノー(－１)"sinhｽ,,ノ……(31）

のように１個の式にまとめることができる．これら

(30)式と(31)式は，郡の値のあらゆる整数値に対して

それらが成立するように，（26)式や(28)式ないし(29）

式などの振動数方程式を，総括して表現したものであ
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る．

しかしながら，振動モードとそのときの端末条件の

対応性を求めるときには，（26)式や(28)式ないし(29）

式のように，振動数を奇数次と偶数次に区別して，そ

れぞれに対する振動数方程式を採用する方が便利であ

る．ところが，振動モードは振動数に対応するわけで

あるから，振動モードと端末条件との対応関係を考え

るためには，端末条件と振動数方程式との対応を，あ

らかじめ求めておくと都合がよいしたがって，その

ことについて次の第４章で検討して承ることにする．

４．端末条件と振動数方程式の対応

これまでは，（13)式と(14)式の振動次数方程式のう

ち，各式からいずれか１個あて選んだ２個の方程式を

使用すれば，振動数方程式としては(15)式が得られる

ことを述べた．そしてこの両端固着ばりの場合，（15）

式から得られるあらゆる振動数に対して，（11)式の端

末条件は常に成立することもわかった．しかしながら，

これら(11)式と(15)式の形のままでは，端末条件と振

動数の対応関係がいささか不明確である．したがって

ここでは，各振動数と端末条件について，それらの間

の対応関係を，前もって明確にすることについて考え

て承る．

そのために，（11)式をいま

繍圃麓驚陰云料…(32）
のように区分しておき，これらの端末条件のうちで，

同時に成立する関係をあらかじめ決定し，しかるのち，

それぞれの端末条件に対応する振動数方程式を，（13）

式と(14)式によって求める方針を取る．その際，（13）

式と(14)式の表現については，それらを次のように変

形しておくと都合がよい．

まず，（13)式の第１式と(14)式の第１式を辺々 加え

合わせると

ス2ＭA2(coshｽﾉ＋cCsｽﾉ)一RA2(coshｽﾉーcＯＳ〃）

＝2ｽ2ＭｈＭＢ……(33）

が得られ，また(14)式の第１式から(13)式の第１式を

引けば

ス2Ｍ42(coshｽﾉーcCsｽﾉ)一RA2(cosh〃＋cCsｽﾉ）

＝2ＲＡＲＢ ……(34）

を得るので，これらの(33)式と(34)式は，（13)式の第

１式と(14)式の第１式の代用をすることになる．

次に，（13)式の第２式と(14)式の第２式からは，前

に(19)式として示しておいたつぎの式，つまり

満=儒釜主語釜…(35）
が得られたが，この(35)式は(13)式の第２式と(14)式

の第２式とを，まとめて１個の式で代表させた関係式

となっている．したがって，（13)式と(14)式の４個の

式は，いま得られた(33)式と(34)式および(35)式の３

個の式で，それらのものがすべて置き換えられたこと

になる．

ところが，以上の(33)式と(34)式および(35)式の３

個の式は，前に(24)式として示しておいた半角の公式

と，次に示す

。in"=,幸熱尭),sinM=,竺器総）
の半角の公式とを使用して，ｔan(ｽﾉ/2）とtanh(ｽﾉ/2）

の項で表わすと，それらは

ス2ＭA2[1＋tanh2("/2)･tan2("/2)］

－RA2[tanh2("/2)＋tan2(ｽﾉ/2)]＝ｽ2ＭＡＭb[l

-tanh2("/2)][1＋tan2(ｽﾉ/2)］……(36）

ス2ｊＷ[tanh2("/2)＋tan2(ｽﾉ/2)］

－RA2[1＋tanh2(ｽﾉ/2)･tan2("/2)］

＝RARB[１－tanh2(ｽﾉ/2)][1＋tan2(ｽﾉ/2)]…(37）

温=ﾍ／[1＋tan2(ｽﾉ/2)]tanh("/2）－－－[1＋tan2(ｽﾉ/2)]tanh("/2）

主呂三器淵器鵠……(38）
のようになる．さらにここで，前に（25）式で示した

tan2(ｽﾉ/2)＝tanh2("/2）の関係を使用すれば，これら

の３個の式は次のように表わすことができる．

すなわち，上記３個の式のうち，まず最初の２つの

式，つまり(36)式と(37)式は，（25)式の関係を用いて

大カッコの中をtanh2(ｽﾉ/2）の項の承で表わせば，そ

れぞれ

ス2ＭA2[1＋tanh4(ｽﾉ/2)]－２RA2tanh2(ｽﾉ/2）

＝ﾉｌ２Ｍ４Ｍｂ[１－tanh‘(ｽﾉ/2)］……(39）

２ｽ2M42tanh2(〃/2)一RA2[1＋tanh4(ｽﾉ/2)］

＝RARB[１－tanh4(ｽﾉ/2)］……(40）

となり，また最後の(38)式のＲＡ/(ｽＭ４)の値は，その

式中のtan2(ｽﾉ/2)をtanh2(ｽﾉ/2)に置き換えて整理す

れば

満=、/悪需鍔圭器淵辛器淵一Ｐ■－－
[tanh(ｽﾉ/2)－tan(ｽﾉ/2)］

－－

[tanh(ｽﾉ/2)＋tan(ｽﾉ/2)］
……(41）
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の形で表わすことができる．よって，いま得られた

(39)式と(40)式および(41)式の三者は，（13)式と(14）

式の４個の式の代用をするものである，ということが

わかる．そこで，これら(39)式と(40)式および(41)式

を使用すれば，以下に示すように端末条件と振動次数

の対応関係が明確にできる。

［i］ＭＡ＝ＭＥのとぎ

（39)式にＭＥ＝Ｍ１の関係を代入すれば

RA2・tanh2(ｽﾉ/2)＝ｽ2Ｍ42.tanh4(ｽﾉ/2）

となるが，ここでは〃＞０と考えるべきであり，こ

のためtanh("/2)＞０の関係が存在することになる．

そこで上式の両辺からtanh2("/2）の項をおとすと，

RA2/(ｽ2Ｍ42）の値は

弓蒜=tanh‘芸……(42）
で与えられる．本式からは正負２個の値を得るが，

(17)式もしくは(18)式によれば，ＲＡ/(ｗＡ)＞０でな

ければならない

したがってこの場合，ＲＡ/(ｽＭＡ）の値は

満=tanh芸(>0）……(43）
とすべきである．この結果，ＭＦＭｂの端末条件が成

立するとぎ，端末抗力の比ＲＡ/(ｽＭＡ)は(43)式で表

わされることがわかる。

次に，上の(43)式を満足する振動固有数ｽﾉは，（43）

式のＲＡ/(ｽＭ４）の値を(41)式と等しく置いて，振動

数方程式を作ることによって求められる．すなわち，

(41)式は(13)式と(14)式の振動次数方程式から得られ

たものであり，かつこの(41)式はすべての振動次数に

対して成立する関係であった．そこで，（41)式の右辺

と(43)式の右辺とを等しく置いて男入れば

［１－tanh4(ｽﾉ/2)][tanh(ｽﾉ/2)＋tan(ｽﾉ/2)]＝Ｏ

となる．本式の中でtanh(ｽﾉ/2)の値は常に１より小さ

な値を取る．このため上式で１－tanh4("/2)(キ0）の

項はおとしてもよい．したがって振動数方程式が

tan(ｽﾉ/2)＝一tanh(ｽﾉ/2）……(44）

の形で得られる．これは(26)式の第１式と一致する．

ところが，（26)式の第１式はこの(26)式のすぐ下で

述べたように，（15)式の振動数方程式ＣＯＳｽﾉ･coshスノ

ー１の根の中で，奇数次振動のときの〃の承を満足す

る式であった．よって，Ｍ４＝ＭＥの端末条件は振動

数が奇数次の値をとるときに成立し，そのときの端末

抗力の比ＲＡ/(ｽＭ４）の値は，（43)式および(44)式に

より

満=tanh型=一t.n型……(45）２２

で与えられることがわかる．

［ii］Ｍ４＝一ＭＢのとき

（39)式にＭＥ＝一Ｍ4を代入すれば

RA2tanh2(ｽﾉ/2)＝ｽ2J〃……(46）

が得られる．ここでもまた，ＲＡ/(ｽﾊ2A)＞０の関係を

使用すると，Ｍ４＝一ＭＥの端末条件に対応するＲＡ／

(ｽＭ４)は

ズ叢r=伽,f志‘/2)(>0）……(47）
の形を取らなければならない

次に，この(47)式に対応する振動数方程式を得るた

めに，いま(47)式の右辺を(41)式の右辺に等しく置く

と

［１－tanh4(ｽﾉ/2)][tanh(〃/2)－tan(ｽﾉ/2)]＝０

を得るが，上式より１－tanh‘(ｽﾉ/2）（キ0）の項をおと

せば，この場合の振動数方程式は

tan(ｽﾉ/2)＝tanh(ｽﾉ/2）……(48）

となる．これは(26)式の第２式と一致し，Ｍ４＝一ＭＢ

の端未条件は偶数次の振動のときに成立することがわ

かる．

したがって，上記の(48)式の振動数方程式はＭｉ＝

一ＭＢの端末条件に対応するものであり，この偶数次

の振動に対する端末抗力の比ＲＡ/(ｽＭ４)の値は，（47）

式と(48)式を使用すれば

ＲＡ－１－１

万IIrtanh(ｽﾉ/2)－而而7Zア……(49）
の形で与えられることになる．

［iii］ＲＡ＝ＲＢのとき

前記の(44)式のすぐ下で述べたように，Ｍ４＝Ｍｂの

端末条件は，奇数次振動のときに成立するものであっ

たが，ここではＲＡ＝ＲＢとなる場合について考えて承

る．いま，（40)式にＲＢ＝ＲＡの関係を代入すると

RA2＝ｽ2M42tanh2("/2）

となり，これよりＲＡ/(ｽＭ４）の値は

烏=tanh誉(>0）……(50）
で表わされる．この(50)式は，（43)式と一致している

ことがわかる．ところが，（43)式は奇数次振動のとき

に満足され，そのときは前記のようにＭ４＝ＭＥの端

末条件が成立していた．したがってここで，次の結論

が得られる．

すなわち，振動次数が奇数値をとる場合には
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ＭＡ(")＝ＭＥ(")，ならびにＲＡ(")＝ＲＢ("）

（〃＝1,3,5,……）……(51）

の端末条件が同時に成立しており，かつそのとぎの端

末抗力の比は，（45)式により

－&鯉些="nh型=一tan等,("=,,3,5,……）ス"ＭＡ("）２

……(52）

で表わされる．そして，この(51)式の端末条件に対応

する振動数方程式としては，（必)式つまり

tan(ｽ,,ﾉ/2)＝一tanh(ｽ,,ﾉ/2）

（邦＝1,3,5,……）……(53）

が成立することになる．ただし，奇数次振動を明示す

るために振動次数を"として，端末抗力をRA("),Ｍ４<,,）

と表わし，また振動固有数をス"ｊの形で，あらかじめ

表現しておいた．

［iv］ＲＡ＝一ＲＢのとぎ

前に述べたＭＦ－Ｍｂの端末条件は，偶数次振動

のとき成立するものであった．ここではＲＡ＝－RBの

場合について考えて承る．そこで，（40)式にＲＢ＝－

ＲＡを代入すると

RA2tanh‘(ｽﾉ/2)＝ｽ2Mh2tanh2("/2）

となり，これよりＲＡ/(ｽＭ４）の値を求めると，それ

は

為="nh志,/2)(>0）……(54）
の形で得られるが，この(54)式を前記の(47)式と比較

して承ると，両者は完全に一致していることがわかる．

ところが，（47)式はＭ４＝一ＭＢの端末条件から得ら

れたものであり，かつそれは偶数次振動のときに成立

するＲＡ/(ｽＭＡ）の値であった．

したがってここで，次の結論が得られる．すなわち，

振動次数を再度”で表わせば

Ｍ４(")＝一Ｍb(")，ならびにＲＡ(,,>＝－RB<"）

（"＝2,4,6,……）……(55）

の端末条件が成立し，かっこの偶数次の振動のとき，

端末抗力の比は，（49)式により

ＲＡ("〕ー１－１
７i;;XIX而一而H『X577Z7-faiIrX;77面ア

（"＝2,4,6,．…．．）……(56）

を満足する値でなくてはならない．しかも，この偶数

次振動に対する端末条件(55)式に対応して，振動数方

程式としては,前に(48)式で示しておいたように,次の

tan(ｽ"ﾉ/2)＝tanh(ｽ,,ﾉ/2)，（邦＝2,4,6,……）

……(57）

が成立することになる．

以上，端末抗力の比と振動数方程式および端末条件

の三者に対し，それらの間の対応関係を明示する目的

で，奇数次振動と偶数次振動を区別して考えてきたが，

最後に郡＝1,2,3,……として，（51)式と(55)式をまと

めると，両端固着ばりの端末条件は(11)式の代りに

ＭＡ(")＝(－１)''十１Ｍb(")，および

ＲＡ(")＝(－１)"+'RB("）……(58）

のように表わすことができる．またこの両端固着ばり

の振動数方程式としては，ＣＯＳｽ"ﾉ.cosM"ノー１の在来表

現式の代りに，前記の(30)式もしくは(31)式が採用で

きることになる．

なお，上記の(58)式によれば，振動次数〃が奇数次，

偶数次にかかわらず，常に

必=姓,すなわち篭=器ＲＡＲＢ

なる支点反力と固着モーメントの関係が存在すること

を知る．

５．振動モード曲線

両端固着ばりの場合，振動モード曲線り(範）は(12）

式で表わされるわけであるが，この式を少し書き換え

ると

，(垂)=鈴{cosM‘一cos肱

一烏(sinMc-sM)｝……(59）
となる．本式によると，ある振動固有数〃に対応す

る振動モードは，端末抗力の比ＲＡ/(ｽＭＡ）の値で決

まる．しかもＲＡ/(ｽＭ４）の値としては，（20)式のよ

うに多様な表現が可能であった.ここでは,端末条件と

の対応関係が明確になっている(52)式と(56)式のＲＡ／

(ｽＭＡ)の値に着目し，それらの値を(59)式に適用して，

端末条件と振動モード曲線の対応を明らかにして承る．

５．１奇数次振動

振動次数が奇数値をとる場合，両端固着ばりの振動

モード曲線'(錘）は，（59)式のＲＡ/(ｽＭ４）のところ

へ，（52)式の値を代入すれば求められる．まず，（52）

式の第１の関係式を使用すれば，１０"(範）は

，"(諺)=鈴茅lcosM"諺_cos1"露_tanh等．
（sinM鰯諺一sinjl,,諺)},("=1,3,5,…)……(60）



と表現することができる．いま得られた(60)式，（61）

式，（63)式および(65)式の４個の式によれば，１０，，(垂）

は左端Ａの固着モーメントで決まることがわかる．そ

してしかも，これら４個の式はいずれも同じく，奇数

次振動に対する振動たわゑ形を表わすことになる．た

だし，これらの振動モード曲線に対応しては，（51)式

の端末条件が成立し，かつこのときのｽ,,ノの値は(53）

式の振動数方程式から得られることはもちろんである．
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となる．あるいはまた，（52)式の第２の関係式を使用

すると，それはまた

’"(諺)=芸滞{coshｽ鰯認-叫霧十鱒､￥・
（sinM"謬一simI"")},("='’3,5,…)……(6'）

の形で表わすこともできる．（60)式と(61)式は前述の

とおり，いずれも振動次数が奇数値をとる場合の振動

モード曲線であり，両者は全く等価な内容を表わす．

ところで，（60)式および(61)式のり,,(釘)は，次のよ

うに表現することもできる．すなわち，いま(60)式の

振動モード曲線についていえば，そこではＲＡ/(ｽＭＡ）

＝tanh("/2)が使用されているが，ここでは次の公式

さて，（60)式あるいは(61)式の１０"(毎）を

’風(露)=器滞lcosM風露一cosjl"“

‐tanh等sinM"諺-噸､等叫諺｝
と書き換えて，座標原点を径間の中央点に移してゑる

と，この奇数次振動の場合，はりの振動モードがどの

ような形をとるか，その振動モード曲線の形が明確に

できる．つまり，上式で毎＝ど＋ﾉ/２と置いて承ると

，鯛(‘)=織蓋{c瑞銭)一志織丁｝
（邦＝1,3,5,……）……(66）

となるが，本式で§＝－５とおいても，リリ"⑤の値は

変らない．したがってこの奇数次振動のとき，はりの

振動たわゑは径間の中央点に対して，その形が左右対

称になることがわかる．そして，このような奇数次の

振動に対しては，端末条件が(51)式で表わされるわけ

であり，このことは，図１の支持反力と支持モーメン

トの作用方向を参照すればわかるように，両固着端の

抗力も奇数次振動の場合にはやはり，径間の中央点に

対して，常に左右対称の関係にあることを示す．

５．２両端固着ばりの奇数次振動と回転端固着端ば

りの振動

一般に，はりの横振動においては，その腹となる点

を仮に端末であると考えるとき，その点は回転拘束端

●

仙等=､/器鵜(>0）……(62）

,"(霊)=織昔{coshj,,mz-c｡sｽ"Z一嬬謡差
(息inM,,迩一sin1"諺)},("=1,3,5,…)……(65）

を使用すると，（60)式は

，"(塗)=三I鈴{cosM"誕一cos1"諺-、/器塞鍔
（sinM卿憩-sinｽ励璽)},("=1,3,5,…)……(63）

‐
▼
”

のように書き換えられる．

次に，ＲＡ/(ｽＭ４)＝tan(ｽﾉ/2）を使用して得られた

(61)式については

画､¥=±儒畿；……(64）
の関係が存在するわけである．ところが，前に述べた

ように奇数次振動に対する振動固有値ｽ"ﾉは第４象限

に存在するので，この場合，ｔan(ｽ"ﾉ/2）は負の値をと

る．したがって，この奇数次振動に対しては，（64)式

においてそれの正負の符号のうちで，負の符号を持つ

関係式を採用しなければならない．これを(61)式に適

用するとり"(垂）は

図２

に相当するとされている5)．この考え方に従えば，両

端固着ばりの奇数次振動では，その径間の中央点が常

に腹となるため，この径間中央点は回転拘束端と見な

しても良いはずである．つまり，（66)式のり"(5)を，

(51)式の端末条件を使用して

’鰯(傷)=7齢{舗協-歳読了｝
（"＝1,3,5,……）……(67）

と表わした式は，図２の右半分の実線で示したように，

ＭＡ

鼻
ざ
一
％
一
Ｂ
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右端Ｂが固着され，左端が径間の中央点ｃで回転拘束

された長さｊ/２のはりの，振動モード曲線に該当する

ものと推測される．このことを，両端固着ばりで例示

するためには，以下のようにすれば良い

jＣ

図３

そこでいま，図３に示すような左端Ａが回転拘束さ

れ，右端Ｂが固着された長さﾉ/2のはりの振動数方程

式と振動モード曲線を求めて承ることにする．以後，

本論文では一端回転拘束，他端固着のはりを，回転端

固着端ばりと呼ぶ．この場合には

０A＝０，ＲＡ＝０，６B＝０，６B＝０……(68）

の境界条件があらかじめ与えらｵtている．

まず，従来の固有値問題の解法手順をそのまま踏襲

して振動数方程式を求めておく．すなわち，(2)式に

8A＝０，ＲＡ＝０の条件を代入すれば，振動モード曲線

１０(範）は

，(蓮)=書{cosM履十cos肱

＋(鈴,A(c･仙一c・山)｝……(６，）
となるが，本式へさらに6B＝、＝０およびOB＝

ｴｰ〃２

[dﾘp/血]＝0の条件を適用してＭ４/(EIｽ2.6A）を求め
き＝〃２

ると，その値はそれぞれ

而鵠zix=-器塞鵠圭器淵く０
……(70）

（鈴’4=-謡淵手窯淵く。
……(71）

で与えられる．ゆえに，（70)式と(71)式の右辺を等し

く置いて整理すれば

tan(ｽﾉ/2)＝一tanh(ｽﾉ/2）……(72）

のように，振動数方程式が得られるが，これは(53)式

と一致する．

（53)式は長さノの両端固着ばりが奇数次振動をする

とき，それに対､する振動数方程式であった．したがっ

て，長さ／の両端固着ばりの振動数と，長さﾉ/２の回

転端固着端ばりの振動数とは，全く同じ値になること

がわかる．ただし，回転端固着端ばりに対する(72)式

は，振動次数が奇数次，偶数次を問わず，すべての振

動次数に対して成立する振動数方程式である．

なお，（70)式と(71)式の右辺から判断して，Ｍ４／

(EIｽ2.6A)キ±１でなくてはならないが，このことは

また

M42/(EIｽ2.6A)2キ１，すなわち

（EIｽ2.6A)２－ＪＷキ０……(73）

であることを意味する．

さて，(4)式と(5)式を使用すれば，長さがﾉ/２の回

転端固着端ばりの振動数方程式が，下記のように一般

的な計算手順により算定できることを述べる．そのた

めにいま,（68)式の条件を(4)式に適用し，その両辺

から（EI712)･6A一ＭAキ０の項をおとすと

牙謬り;期洲離}……(74）
となり，また(68)式の条件を(5)式に適用したのち，

(EIｽ2)6A＋Ｍ４キ０の項をその両辺からおとせば

完謝；糊酬鰯欺｝…(7‘）
が得られる．ただし，ここでは長さＪ/２のはりの横振

動を取り扱っているので，(4)式と(5)式を使用する際

には，その式の中でノをﾉ/２と置き換えておいた．そ

こでいま，（74)式において，その第２式を第１式で割

ると

鑑=-"n("/2）……(76）
となる．また(75)式で，その第２式を第１式で割れば

巌=tanh("/2）……(77）
となるので，本式と上の(76)式より

ｔan("/2)＝一tanh(ｽﾉ/2）……(78）

として，前に求めた(72)式の振動数方程式が得られる

ことを知る．

次に，両端固着ばりの奇数次振動と，回転端固着端

ばりの振動とが，同一振動であることを確認する目的

で，以下に回転端固着端ばりに対する振動モード曲線

について考えてふる．この回転端固着端ばりの振動モ

ード曲線は，（69)式でＭ４/(、ｽ2.6A）のところへ，

(70)式の右辺を代入すると

’(璽)=cosh("/2；全.｡．(mI-cos(川
coshな十cosh("/2)．cCs肱｝……(79）

の形で表わされる．この回転端固着端ばりの振動を表
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わす(79)式と，（67)式の両端固着ばりの奇数次振動を

表わす１０(6)とが，直接比較できるようにするために

は，上式中の回転拘束端のたわゑ６Ａを，固着端の支

持モーメントＭｂで表わして承ると良い

そこでいま，（74)式の第１式にcosh(ｽﾉ/2)を乗じた

ものと，（75)式の第１式にｃCs(ｽﾉ/2）を乗じたものを

辺々加え合わせると，６ＡとＭｂの関係は

月一一cosh(ｽﾉ/2)一COS("/2）‐Ｍｂ……/on，
８A＝一 ……(80）
cosh(〃/2)･ＣＯＳ(ｽﾉ/2） 2(EI7l2）

で与えられる．この(80)式の関係を(79)式の6Aのとこ

ろへ使用すれば

’(露)=論{c･器読）。宝;叢)}……(8'）
の形で，長さJ/２の回転端固着端ばりの振動モード曲

線が得られる．ただし，本式はすべての振動次数に対

して成立するモード曲線である．ところが，この(81）

式は長さメの両端固着ばりが，奇数次振動を行なうと

き，その径間の中央点を座標原点としてそのモード曲

線を表わす前記の（67）式と完全に一致する．

したがってこれらのことより，両端固着ばりが奇数

次振動を行なうときのたわゑは，はりの径間の中央点

に対して左右対称となり，しかもそれは一端固着，他

端回転拘束の長さﾉ/2のはりのたわふ形と同じとなる
ことがわかる．つまり，長さノの両端固着ばりの奇数

次振動と，長さﾉ/２の回転端固着端ばりの振動とは，

全く同じものであるとの結論が得られる．

５．３偶数次振動

ここでは，振動次数が偶数値を採るときの振動モー

ド曲線について検討してゑる．このときのり"(z）は，

(59)式のＲＡ/(ｽＭ４）のところへ，（56)式の第１式の

値を代入すると

’"(諺)=;I鈴{cosM鰯認-cosｽ卿璽一誠i河・
（sinM""一息ｉｎ１，,鯵)},("=2,4,6,…)……(82）

となり，また(56)式の第２式の値を使用すると，１，"(毎）

は

，"(蓮)=芸鈴{cosM"迩一cosjl"z一面r舟而・
（圏inhｽ,,z-sM"麺)},("=2,4,6,…)……(83）

の形で表わすこともできる．これらの式のス,,ﾉの値は

(57)式から得られ，そのときの端末条件としては(55）

式の関係が成立している．

ところで，（82)式のモード曲線は，（62)式の関係を

使用すれば

'鰯(聖)=鈴毒{c･州-叫露-ﾍ/器謡砦
(sinhｽ伽懇-sinｽ鰯韮)},("=2,4,6,…)……(“）

と表わすこともできる．またこの偶数次振動の場合，

ｽ"ﾉの値は第，象限に存在するので，ｔan(ｽ"ﾉ/2）は正

の値をとる．したがって，（64)式の三角の公式で’そ

のうちの正の符号を持つ関係を採用し，それを(83)式

に適用すると

’"(雲)=芸鈴{．｡．M爾麺-c・・ｽ綴一へ/要圭需
（sinM"諺-sinﾉ！"霊)},(鰯=2,4,6,…)……(85）

のような表現式を得る．これら(82)式，（83)式，（84）

式および(85)式の４個の式は，いずれも全く同じ振動

たわゑ形を表わすが，これらの式のス"ﾉの値は(57)式

から得られる．また，そのときの端末条件は(55)式で

与えられる．

ここでまた，前に述べた振動次数が奇数値をとる場

合と同様に，この偶数次振動に対する(82)式の１，"(:r）

を

’鰯(重)=織肯lcosM,,蕊一cosj燕”

‐"語読)+遍綿)｝
と書き換えたのち，

間の中央に移せば，

それは

お＝E＋ﾉ/２とおいて座標原点を径

このモード曲線は§で表わされ，

’"(得)=織脊{-罰淵完了十罰識)｝
（"＝2,4,6,……）……(86）

となる．

この(86)式でいま昔＝一らとおくと，りり"(5)の絶対値

は変らないで，その符号の承が変る．よって，この偶

数次振動のときの振動たわ承形は，径間の中央点に対

して左右逆対称の形になる，ということがわかる．そ

してその場合には，（55)式で示した端末条件が成立し

ており，このことは図１を参照すればわかるように，

両固着端の抗力も常に径間の中央点に対して，左右逆

対称に作用することになる．
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５．４両端固着ばりの偶数次振動とまくら片持ば

りの振動

従来から，一端固着，他端支持のはりの横振動は，

両端固着ばりの振動形の中で，節の数が奇数なものを，

その節のところで切断したと考えればよいとされてい

る６)．したがってここでは，両端固着ばりの偶数次振

動において，そのはりを径間の中央点ｃで切断して，

そのモード曲線の形を検討して承ることにする．以後，

一端固着，他端支持のはりに対しては，本論文ではそ

れをまくら片持ばりと略称する．

まず，（86)式の振動モード曲線を，端末条件(55)式

の第１式の関係を使用して

，(倉)=器{罰器是丁-．蒜)}……(87）
と表わしてゑると，これは次の条件を満足する振動モ

ード曲線である．

はりの径間の中央点Ｃのたわゑを6c，曲げモーメン

トをＭｂとすると，（87)式のり(6)は，６c＝[｡]および
６＝Ｏ

Ｍｂ＝[一ＥＩ(d21D/dE2)］の関係より
６＝０

６c＝０，jMb＝０……(88）

を満足することがわかる．この(88)式は径間の中央点

Ｃが，単純支持点に該当することを示す．

しかも，この１，(§)は(57)式で表わされる振動数方

程式，つまり

tan(ｽ"ﾉ/2)＝tanh(ｽ,‘ﾉ/2）……(89）

が成立するときには，固着端における次の境界条件

６B＝[１，]＝０，０B＝[｡Ｗ鐙]＝０……(90）
Ｇ＝〃２ ６＝〃２

をも満足する式となっている．このことIま当然のこと

ではあるが，右端Ｂ点が固着端であることを示す．ま

た，（87)式はＭｂ＝[EI(d21p/熊2)]の条件式をも満足し
６＝〃２

ていることはし､うまでもない．

したがって，（87)式は長さがﾉ/2で，一端支持，他

端固着のはり，つまり長さがﾉ/２のまくら片持ばりに

対する振動モード曲線を表わし，かつまた(89)式はそ

のはりに対する振動数方程式であるといえる．これは

また，第１報で(62)式として示しておいたまくら片持

ばりの振動数方程式において，ノをノ/２と置けば(89）

式が得られる，ということによっても了解できるD・

以上述べてきたことにより，両端固着ばりが偶数次

振動を行なう場合には，その振動たわゑ形が径間の中

央点に対して左右逆対称となり，しかもその中央点を

支持した長さJ/２のまくら片持ばりのたわゑと同じ形

になるとの結論を得る．

５．５振動モード曲線の総括表現

これまでは，両端固着ばりに対する振動モード曲線

と端末条件について，それらの間の対応性を明確にす

る意味で，振動次数が奇数値をとる場合と，偶数値を

とる場合について，別々に考察してきた．そこで以下

ではが＝1,2,3,……として，〃の値のすべての整数値

に対して振動モード曲線１０"(毎）が成立するように，

り"(お）をまとめて総括した表現にしておくことにする．

まず，（60)式と(82)式をまとめると

，"(諺)=識÷[c･shj"露-cosｽ"”

一tanh{墜諜,+割(sinM総塑-sin’1"露)](9,）
となり，（61)式および(83)式からは

’,,(認)=-織善[cosM綴一cosｽ深

一tan{工学寵一等}(sinM副誕-抑)](92）
が得られる．ただし，（91)式のｊはｊ＝､/二Iである．

また,（63)式と(84)式は

，"(諺)=織責{cosM"錘-c･飢偏“

‐、/駕鍔三号差仙M叙一州鰯迩)｝
……(93）

とまとめて表現することができ，（65)式と(85)式から

は

，葱(ｚ)=7織告{coSh1"誕一Cosjl"”

‐､/畏二吾雲蒜(帆霊-帆露)}(94）
が求まる．これら(91)式，（92)式，（93)式および(94）

式の４個のり"(鉱)は，〃の値の奇数，偶数いかんにかか

わらず，すべての整数値に対して成立する．このよう

に，振動モード曲線ゆ"(勿）としては，多様な表現形が

存在する．これは前にも述べたように，（59)式のり(工）

の中に含まれるＲＡ/(ｽＭＡ)の表現に，幾通りもの方法

が可能となるためである．

しかし，両端固着ばりに対する１０(毎）の表現式とし

ては，上記４個のほかにも，種,々の表現式が考えられ

る．たとえばここで，（59)式のＲＡ/(ﾉＩＭＡ)の値として，

(17)式の右辺を使用すると
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と書いてぶてもわかるように，これまでのＲＡ/(ｽＭｈ）

の逆数値を採用すれば，り(範）はいずれもＲＡで置き

換えて表現できること，もちろんである．

'(通)=鈴{c･雌一c仙

一(:器三淵(si仙一sinjl錘)}……(95）
６．振動数と端末抗力比の近似値

これまで述べてきたことから，両端固着ばりに対す

る振動数方程式としては，ＣＯＳｽ"ｊ･coshｽ"ノー1といった

在来形の(15)式でそれが表わされるほかに，（30)式で

示したtan(ｽ"J/2)＝(－１)"tanh(ｽ"J/2)の改修形でも，

それが表わされることを知った．そして，振動数方程

式の改修形としてはまた，（31)式で表現できることも

わかった．そこで最後にここでは，さしずめ(30)式を

使用して振動数を求めた場合について，具体的に実行

した計算例を述べておく．

６．１振動数の近似値

両端固着ばりに対する振動数については，その近似

値を表わすものとして，従来から(15)式の根が

１鋤ﾉー2号'寵,(鰯=1,2,3,……）……(99）
のように与えられるとされている3)．，)''０)．この値を，

(30)式を使用して求めるためには，次のようにすれば

良い．

いま，ス,,ﾉを横軸に取り，ｙ,＝tan(ｽ,,ﾉ/2)とｙ２＝±tanh

(ｽ"J/2）を縦軸に取って示すと，図４のようになる・

本図によれば，”＝１，が＝２に対する振動数は，ｙ,と

ｙ２の交点から得られるが，この図からわかるように，

ｽ"ﾉの値が増大してゆき，ス"ﾉ≧3元/２となれば，ｙ２＝

士tanh(ｽ"ﾉ/2）の値は士１に漸近する．このことより

(30)式の振動数方程式は，近似的に

tan(ｽ"ﾉ/2)＝(－１)"，（"＝1,2,3,…）……(100）

と表わすことができる．

よって，この両端固着ばりの場合，ス"jの値は(100）

式より

が得られる．ただし，本式は振動次数〃が奇数次，偶

数次を問わず，すべてのがの値に対して成立するので，

そこではス”をスと簡略化してある．また(59)式で

RA/(ＷＡ)のところに，（18)式の右辺を使用すると

’(諺)=蒜{c･Sm悪-cos肱

一(慧釜主器)(豊inM'一州}……(96）
となり，さらにまた(59)式でＲＡ/(ｽＭ４）のところへ，

(19)式の関係を使用すれば

，(諺)=鈴{cosM諺一cos』”

図４

－ﾍ/:器圭謡(si仙一sin1露)}……(97）
を得る．

（95)式，（96)式および(97)式は，前記した(91)式，

(92)式，（93)式および(94)式と同様に，すべての振動

次数に対して適用できるが，これらのうち(95)式と

(96)式は，従来からも類似表現式が採用されている

7)'8)．しかし，ここで示した(91)式から(97)式までの

７個の式は，いずれも固着端の支持モーメントＭＡで

表現されており，この点が従来とは幾分違った表現法

であると考える．このように，振動のたわゑを固着端

の支持モーメントＭ１で表現しておけば，固有振動数

の値と固着端のごく近傍における曲げモーメントの値

とを計測することにより，振動中のたわぷを実験的に

検定しようとするときには便利である．

以上述べたように，両端固着ばりに対する振動中の

たわ象形としては，多様な表現法が考えられた．しか

しこれらは，（15)式の振動数方程式,ｃCs〃･coshｽﾉー １

の関係が成立する限り，すべての式は本質的に同一内

容を示す等価なものになっている．

なおこの場合，（59)式を

’(諺)=鈴{等(…一･･山）
－sinM露十s仙}……(98）

－１

５

０
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課
毎
宍

１
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ス"'=竺妾ﾕ露,("='’2,3,……）……('0'）
となり，これは(99)式と一致することがわかる．また，

このときの固有円振動数の"は，(3)式から

．"=Ｗ亭=(2"器)'が厚
（"＝1,2,3,．…．．）……(102）

で与えられる．なお，同様な計算は(31)式を使用して

も実行できるわけであり，その結果は(101)式や(102）

式と一致する．

６．２端末抗力比の近似値

両端固着ばりに対する振動数の近似値は(101)式で

求められることがわかった．そこで，ここではこの近

似振動数に対応して両固着端に生ずる抗力の比につき，

それの近似値を求めて承る．

まず，（101)式の値を(92)式に代入して，（101)式に

対応する振動モード曲線り(お）を求めると，それは近

似的に

，(謬)=鈴{cosM迩一cosな

一(si仙一州)}……('03）
のように表現できる．本式はまた，（59)式のり(範）に

おいて，ＲＡ/(ｽＭ４)＝１と置けば得られる．よってこ

の(103)式は，ＲＡ/(ﾉ1ＭA)＝1の端末抗力比のときの振

動モード曲線であり，これに対する端末条件としては，

(58)式から

ＲＡ<")＝(－１)"+'RB<"）

＝ｽ"ＭＡ<")＝(－１)'，+'ｽ"Ｍｂ("）……(104）

が成立する．本式より，両固着端における支持反力と

支持モーメントの比を求めると，それは

鵜=淵非等'”
（が＝1,2,3,……）……(105）

で与えられる．したがって，支点抗力の比はノに反比

例し，かつそれは(2"＋1)に正比例することがわかる．

この結果，両端固着ばりが自由横振動を行なうとき

には，両固着端に発生する支持反力と支持モーメント

の比は，はりの長さが短かい程，また邦の値が大きい

高次振動である程，大きな値となる．ただし，このこ

とはあくまでも，支点抗力の比に限定されるわけであ

って，それは決して支持反力や支持モーメントの，個

々の絶対値について述べているものではない．同様な

ことは静的な場合についてもいえるわけであり，いま

静的な一様分布荷重を持つ両端固着ばりで，それに対

する支点抗力の比を求めて承ると

ＲＡ－ＲＢ－６
而扇一両Z万一丁……(106）
となり，やはり固着端の支持抗力と支持モーメントの

比は，長さノに反比例することがわかる．

７．結言

本報告書は長さﾉ，曲げ剛性凪単位長さ当たりβ，

の質量をもつ，一様な両端固着ばりの横振動について

述べたものであり，そこでは(4)式と(5)式を使用して，

この両端固着ばりに対する振動数方程式の在来形を，

一般的に求める計算手順について説明してきた．そし

てまた，この在来形の振動数方程式の表現法を改訂変

更して，別な形の表現式に修正変形した場合，振動モ

ードと端末条件の対応関係が，より明確にできること

を述べた．

また，本報告書では(4)式と(5)式を利用すれば，振

動のたわふ形を表わすモード曲線１，(毎）の表示として

は，多様な表現法の存在することを述べている．

いま，はりの左端をＡ点とし，右端をＢ点として，

左端Ａを座標原点に取り，垂軸をはりの軸線方向に取

る．次に勿軸を鉛直下方に取れば，はりのたわ象加は，

そのたわゑ形を表わす１０(範)に比例することになる．

このとき，Ａ点のたわぷと傾斜角を６Ａと８Ａで表わ

し，またその点の支持モーメントと支持反力をＭ４と

ＲＡで表わせば，両端固着ばりの振動数方程式と，各

振動次数に対応するたわ象形り(諺)は，次のようにな

る．ただし，が＝1,2,3,……は振動モードを決定する

振動次数とし,またｽ"=妬の"2/(、)とする.ここで

の"は祁次の固有円振動数である．

（１）両端固着ばりの場合，それの振動数方程式は

ＣＯＳｽ"ﾉ.coshｽ"ノー1の在来形の代りに

tan(ｽ"ﾉ/2)＝(－１)"tanh(ｽ"ﾉ/2）

あるいは

sinｽ"ノー(－１)"tanhｽ"ﾉ，もしくは

tanｽ"J＝(－１)"sinhｽ"ノ

のような改修形で表わすことができる．

（２）各振動次数”に対応する端末条件としては，両

端固着ばりの場合

Ｍ４<")＝(－１)"+１Ｍb<,,〕，および

ＲＡ<">＝(－１)"+１RB〔"）
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ｽ"Ｍ４("）の関係が成立する．ここで，ＭＡ("),ＲＡ(,,)などは，振

動次数〃に対応する端末抗力の最大振幅を表わす．

（３）両端固着ばりに対する振動モード曲線り"(毎)は

’"(麺)=鈴{cosM"延一cosjl鰯“

－－&坐(sinM卿諏一sinｽ臓遜)｝ス"Ｍ４("）

で表わされるが，上式中のＲＡ<")/(ｽ"Ｍ４("))の値はｽ"ノ

で与えられ，それに対しては

え謡う=蝿nh{』塗盲L迦‘+等｝

＝"､{些言型L豚一等}=儒淵三号:.‘

＝偶三毛:鵜｡『=畷渋滞
一ｃｏｓｈス"ノーＣＯＳス"ノーｓｉｎｈス"ﾉ＋sinス"ノ

'"(露)=妾端｛ (coshｽ"勿一cCsｽ"お）

一sinM"謬十sinｽ鰯諺｝

1）

ＲＡ〔卸〕

のように，固着端に生ずる反力ＲＡ(")で表わ･すことも

できる．
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のように，多様な表現が可能である．ただし，ｊは

仁へ/＝丁である．

（４）ＲＡ(,,>/(ｽ"Ｍ４<")）の逆数値をス"ﾉで表わすとき

には，両端固着ばりの場合，振動モード曲線１，(釘）は

１
１
１
Ｊ
１
１

４
５
６
７
８
９

ｓｉｎｈスノーsinス』 ｃｏｓｈスノーＣＯＳスノ


