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A large number of studies on elastic buckling of bars have been done since Leonhard Euler

proposed origlnally tlle Critical load or Euler load･ However, for practical application, it has become

the theme of research to determine the buckling loads and the buckled shapes of a compressed bar by

uslng the end conditions･ Thus all the end conditions have been assumed to be glVen before com一

menclng Wilh the calculation. It is the purpose of this paper to point out that some of the end

conditions should be analytitically obtained throughthe calculation.

1緒　　　言

一端固着,他端支持の片持ち柱に対する座屈荷重を

Eulerが提示して以来,多数の研究成果により,長柱

の弾性座屈に関する理論は現在のところ,材料力学に

おいてはすでに大成された分野に属する.ただし,こ

れまでの研究においては,座屈荷重とその荷重の時の

たわみ形状を定める座屈次数を求めるのに主たる目的

がおかれているため,使用する境界条件はすべて予め

与えられたものとして,理論解析が実施されている.

しかしながら,ある座屈形式を生ずるためには,い

かなる端末条件が成立していなければならないか,と

いうことを求めるのに主目的をおいて座屈問題を考察

すれば,座屈時の端末条件のうち,一部は理論的に算

定できる性質のものであり,座同時における柱の端末

条件と座屈形式の理論的な対応関係が明確にできるは

ずである.

本報告書は発生した座屈形式に対応する端末条件を

理論的に求めることに主たる目的をおいたものであ

り,座屈時に成立すべき端末条件の理論式を座屈端末

条件式と呼び,それを報告書本文中の(31)式の形で

示してある.

2　座屈たわみ式

長柱の弾性座屈荷重を求めるEulerの座屈理論にお
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いては,実用的な見地から,柱の端末状態を自由端,

単純支持端,固着端の3種板に分類してそれぞれを別

個に取扱うのが通例である.このような個別的取扱い

をした場合,たわみの基礎方程式としてはたわみ線の

曲率と曲げモーメントの関係を表わす2階の微分方程

式が採用され,その際それぞれの端末状況に応じて曲

げモーメントの式を修正することになる.このため端

末条件はすべて予め与えられているとせざるを得なく

なり,これが取扱い上の一般性を失わせる原因とな

る･そこで上記の3種類のものをまとめて一般的に取

扱うためには,図のように各端末に支持反力と支持モ
ーメントの存在を仮定して曲げモーメントの式を作る

必要がおこる.1)

柱の両端支持点A, Bの変位は相対的なものである

から,左端Aにおける変位としてほたわみ角を考慮す

るだけでよい･したがって,軸荷重Pを受ける柱のた

わみをWとし,両端の支持反力および変位などを図の

ように表わす･次に座標軸としてほ左端Aを座標原点

として, X軸を柱の軸心方向に,またW軸を鉛直下方
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にとることにする.

いま,一様長柱の長さをJとし,左上り右下りのせ

ん断力を正にとり,またW軸の負の側が圧縮となる曲

げモーメソトを正と約束すれば,任意のエ断面におけ

る曲げモーメントMは

M - Pw+RAエーM.4

となる.よってたわみの式は

EI慧ニーp--RAX･MA

となるが,右辺第1項を左辺に移すと,この式は

EI慧+p- - -RAX･M^　　-････ (1)

で表わされる.ただし, EIは柱の曲げ剛性であり,こ

れはエの関数であっても差支えないが,このように一

般的な取扱いをすることは理論式を複雑化するだけで

あるから,座屈現象の本質を明確にするために,ここ

では一様柱として, EI-一定,の場合について考え

ることにする.また同様な意味において軸荷重Pも一

定と考える.

(1)式がEulerの座屈荷重を求める時に,従来もっ

とも一般的に採用されているたわみの方程式である.

これに対して,せん断力と軸荷重の関係を表わす式と

して

EI慧+pS-; - 0　　　.･････(2)

を作り,これを座屈たわみの基礎方程式として採用し

ている場合も見受ける.2),3)しかし,この(2)式はあ

とで述べるように一端固着,他端支持の柱に対しては

適用できないものであり,また両端固着の柱に対して

も場合によっては適用できないときがあり,一般性を

失う.

したがって,たわみの基礎方程式としては,和荷重

Pと分布横荷重q(I)を受けるはりのたわみ式

EI慧+鷲芸- q(I)　･.･.･･ (3)

で, q(3)-0　とおいたものを採用しなければならな

い.4)本式を積分すれば,自由端,固定端,支持端の

3種類の端末条件をもつ柱に対しても, (1)式に相当

するそれぞれの適切なたわみ方程式が得られる.そこ

でこのような基礎方程式によって,長柱の座屈を取扱

った方がより一般性を持つことになり,この種の研究

に妹沢,5)高橋6)の論文がある.

ところがこれら従来のいずれの文献においても,め

る座屈形式とその時に成立していなければならない端

末条件を理論的に求めたものが見受けられない.した

がって本報告書では,座屈形式とそれに対応する端末

条件とを理論的に算定することについて,以下考察す

ることにし,あわせて(2)式の適用範囲についても明

確にしたいと考える.

3　基礎方程式の解

たわみの基礎方程式は(3)式でq(エ) -0　とおけば

よいので

EIdB･f砦- o

となる.積分すれば

EI慧+pd器- cl

---(4)

--(5)

となるが,前述のように,いま左上り右下りのせん断

力を正とし,上層圧縮の曲げモーメントを正に約束す

れば,エ-0における端末粂件は

lEI慧上. - -RA-POA･および[乱｡ - oA

となる.これらを(5)式に適用すると

C1 - -RA　　　　　　　　　　　　･.･･-(6)

となり,これを(5)式に代入すれば

EI慧+pdi;:ニーRA　　･--･ (7)

が得られる.これは軸力Pのせん断力方向の成分とせ

ん断力の和が支点反力に等しいことを意味する.した

がって,支点反力が生じない座屈形式のときには

RA=0

となり, (7)式は(2)式と一致する.

また右端エ-lにおける端末粂件は

〔EIS::L=l - -RB-POB･および[雲L=l - OB

であるから,これらを(7)式に適用すれば

RA - RB　　　　　　　　　　　　　-･･･(8)

の関係が得られる.次に(7)式を按分すれば

EIdZ･p- - -RAX･C2　･--･ (9)

となるが,ここで3-0での端末条件としては

lE窃上巳｡
-MA,および[W]3-0-0

の関係があるので,これらを(9)式に適用すると

C2-M^

となる.よって(9)式は

EI慧+p-ニーR^叶M^

となり,これは(1)式と一致する.

--･(10)

--I(ll)
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この(ll)式の両辺をEIで割れば

砦+EfI-- -tIR^叶去MA ･･････(12)

となるが,ここでまた右端ヱ-lでの端末条件として

[堵]∬=l
-MB,および匝]3=l-SB

の関係を使用すると,上式から

MB十PsB - -RAE+M.i

が得られる.本式からR.1を求めると

RA -些亡些-piB
J

となり,これを(8)式に代入すれば

RB -些二些-piB
l

--(13)

-- (14)

---(14′)

を得る.したがって,反力RA-RBは両端の変位と

曲げモーメントがわかれば求められ

Mjl一MB - ∂BP --･(15)

oA-KB･tp(MB-MA･∂BP) --.(21)

となるので,これからβは

B- ioA-K+p(MB-MJaBP) --(22)

のようにきまる.次に[W]3-0-0の条件を(19)式に

適用すれば

A+芋-o

となり,これからAは

--- (23)

-- (24)

の関係が満足されるとき

RA=RB-0

となる.すなわち(15)式の条件が成立するとき, (2)

式はたわみの基礎方程式として採用できることにな

る.

さて, (12)式の解を求めるわけであるが,ここで

(14)式を使ってRAを消去すれば, (12)式は

慧+EfI- - fI左(MB-MA･∂BP)I+EfI掌

--(16)

となる.よって,この(16)式は

慧+62- - Ki(MB-MA･SBP)I+K掌

･--(17)

のように表わされる.ただし

62-g[ ---(18)

とおいた. (17)式の-般解は

- - Acos GX･Bsin GX･lp(MB-MA･∂BP)I

十筈　　　　　　-- (19)

であり,これを微分してたわみ角を求めると

dw

d3-　ルHUAIIル〟 lルー~〉~'-～

･fp(MB-MA･∂BP)　･ ･･･ ･･ (20)

が得られる.ここで債分定数A, BはX-0における

境界条件で決定できる.まず[ゐ'/dE]3-0 - OAの条件

を(20)式に適用すると

= -KAsinKエ+6Bcos Kエ

のように決定される.よって柱のたわみとたわみ角が

次の(25)式および(26)式のように得られる.

- -去pt-KIMACOS GX

+ [lPUA-(MB-Mji+∂BP)] sin KX

+(MB-M,I+∂BP)GX+ GIM,11　- - ･ (25)

雲- lip(GIM^sin Kエ

+ [lPoA-(MB-MJl+∂BP)] cos xヱ

+(MB-M,1+∂BP)i　　　　　････- (26)

4　座屈次数方程式と座屈端末条件式

(25)式と(26)式は左端3 - 0での境界条件を適用

して積分定数A,月を決定して得られたものである

が,これまでのところでは右端X-lにおけるたわみ

角OBが未使用である.しかもこの場合は座屈時の端

末条件を求めるのが目的であるから,さらに右端3

-lにおける境界条件も使用する必要がある.そこで

まず(25)式へlw]3-i-∂Bの条件を適用すると

･B - tpt一-cos Gl

+llPOA-(MB-M.1+∂BP)] sin Kl

+ (MB -MA十SBP)Rl+ KIMjll

となるが,これを書きかえると

-GIMA cos Gl+[lPeA-(MB-M.1+∂BP)] sin Rl

+GIMB - 0　　　　　　　　　　　--･･(27)

が得られる.全く同様にして, (26)式へ[dw/dx]3-l

- eBの条件を適用すれば

oB - tp(GIMAsinKl

+llPOA-(MB-M^+∂BP)] cos Gl

+(MB-MA+ ∂BP)I

となり,これを書きかえると
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lPeB - KIM,lSin Kl

+[lPOA- (MB-MA+ ∂BP)] cos Kl

+(MB-M,i+∂BP)　　　　･･-- (28)

が得られる.したがって(27)式と(23)式をまとめて

書けば
-KIM,1 COS Kl+ (lPOJi-∂BPIMB+MA) sin Kl

= -KIMB

(lPO.4- ∂BP一MB十MJl) cos Kl+ KIM.1 Sin Kl

- lPeB-∂BP-MB+M.1

-- (29)

となり,この両式のうちいずれかのものからKlを求

めて,別の式に代入すればOBがきまる. Klの値は座

屈荷重と座屈たわみの形式を決定するので,これから

座屈次数が求められ,またOBを決定する式は各座屈

次数に対応する端末条件を表わすことになる.

そこで, (29)式をsinだlとcosxlで解くと

[(xlノ2M,12十(lPO,i - ∂BP+ MJl一MB)2] sin Kl

- (xl)llP(MAOB - MBOA) - ∂BP(MJl一MB)

+(MA一MB)2]

[(Kl)2MA2+ (lPO,1 - ∂BP+ MJ1 -MB)2] cos JCl

- (Kl)2MAMB+ (lPeB-∂BP+MA

-MB)(lPOA - ∂BP+ MjL-MB)

-- (30)

となり,本式のうち,いずれかを解いてKlを求める

と,座屈荷重および座屈たわみの形式を決定する座屈

次数が得られ,またいま求めたKlを別の式に代入す

ると,その座屈次数の時に満足すべき端末条件が得ら

れる.しかし,ここでは端末条件が求めやすいように

次のような手順を踏むことにした.

いま, (30)式を2乗して加えると

[(Gl)2MA2+ (lPO^ - ∂BP+ M.1 -MB)2]2

- (Kl)2[lP(MAOB一MBOA) - ∂BP(M,1 -MB)

+(MA一MB)2]2

+ [(Kl)2MAMB+ (lPOB - ∂BP+ M^

一MB)(lPO,i-∂BP+MA一MB)]2 -･･･ (31)

の関係が得られるが,これは(30)式のいずれかの式

からKlを求めて,その値を別の式に代入したことに

あたる.ただし,ここで(14)式と(14′)式によれば

RA-RB-些テ些-p;B　-･-(32)

の関係が成立していなくてはならない.つまり, (31)

式の中のKlは既知の値であり, (31)式は(30)式から

得られる各座屈次数に対応する端末での曲げモーメソ

トおよび変位が満足すべき条件を表わしている.した

がって,以後この(31)式を座屈端末条件式と呼ぶこ

とにする.

これに対して(30)式を以後,座屈次数方程式と呼

ぶ.厳密には(30)式のいずれか一方を座屈次数方程

式と呼ぶべきであるが,前述のように(31)式の座屈

端末条件式は(30)式のどちらと組合せても常に成立

する関係であるから,ここでは(30)式の2つの関係

を座屈次数方程式と呼ぶことにする.すなわち実際の

計算で必要とするものは, (30)式のうちの1個の方

程式と(31)式であるから, (30)式の残りの1個の方

程式は検算の役目を果すことになり便利である. (30)

式と(31)式によれば,座屈時における柱の端末条件と

座屈形式との理論的な対応関係が得られ,匪屈は(30)

式と(31)式の両者が同時に成立するときにおこる.

5　座屈端末条件と対応座屈形式

各種の端末支持柱に対して, (30)式と(31)式を適

用し,端末条件とそれに対応する座屈形式を求めると

次のようになる.

(1)両端支持の柱

柱の両端が単純支持の場合には

M,I-MB-0,

βAキ0,

BoBB =* Oo)　-･･- (33)

の条件が予め与えられている.これを(31)式に代入

すると

(lPOA)4 - (lPeA)2(lPeB)2

を得るが,両辺から(lPOA)2をおとすと

(lPOA)2 - (lPOB)2

となり,さらに(lP)2がおちるので,最終的には

oA2 - oB2　　　　　　　　　　　　･･････(34)

が得られる.これが両端支持の柱に対する座屈端末条

件であり,この場合柱の両端における懐斜角が,この

(34)式の関係を満足するように盤屈をおこすことに

なる.

次に(34)式の端末条件に対応して発生する座屈た

わみ形式を求めるために, (30)式へ(33)式の関係を

代入すると

sinHl-0,およびcosKl-OB/OA　---(35)

を得るが,この第2式へ(34)式の端末条件を代入す

ると

cosKl = ±1

となり,これは第1式のsinKl-0と矛盾しない.し

たがって, (35)式が座屈次数方程式であり,これから
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座屈荷重の値も同時に決定できる.すなわち, (35)式

のsinKl-0より

Gnl-n7r, (n-1, 2, 3,･･････)

が得られるので,座屈次数nがきまり,さらに(18)式

から

pn-EIGn-EI等, (n-1, 2, 3,･･････)

として座屈荷重Pnが得られる.

また,この両端支持の柱に対する座屈たわみは(25)

式へ(33)式の関係を代入すればよいので

C.1 .
W=-SlnKX

G

-･- (36)

で表わされ,たわみは端末の傾斜角eAの大きさでき

まる.

このように,両端支持柱の場合, sinGl-0の直属

次数方程式と, OA2 - GB2の座屈端末条件式が得られ

るが, W-(OA/G)sinGXの座屈たわみ式を使用すれ

ば, sinKl-0の関係はlw]&=l-0の変位適合条件

から得られるものであり,またC.12-GB2の関係は

ldw/dx]炉l -OBの条件にsinKl - 0,すなわちcosHl

- ±1の条件を使用して得られるものであることがわ

かる.

なお,この場合の支持点反力は(32)式に(33)式の

関係を代入すれば

R.1-RB-0

となり,両端支持の柱の場合,支点反力は存在しない

ということになる.したがって, (7)式は

EI謡.鷲- o

となり,これは(2)式と一致する.このことから,両

端支持柱の場合に, (2)式をたわみの基礎方程式とし

て採用しても差支えないということがわかる.

(2)両端固着の柱

両端が固着された柱に対しては

SB-0, 0.1-OB-0　　　　　･--(37)

の関係が在在する.これらのものを(31)式に代入す

ると

[(61)2MJ12+ (M.I-MB)2]2 - (Hl)2(MA一MB)4

+ 【(Gl)2M^MB + (M.I-MB)2]2

となるが,これを整理すると,端末条件として

[(Gl)2M^2+ (M.I-MB)2】(M.12-MB2) - 0

--･ (38)

の関係が成立しなければならないことになる･ここで

[(Gl)2M,12+(MA一MB)2]キ0

と考えるべきであるから

M,12-MB2 - 0　　　　　　　　　-･- (39)

が得られ,これが両端固着の柱が座屈するときの端末

条件式である.したがって,両端固着の柱はこの関係

が満足されるように座屈をおこす.

次に座屈端末条件(39)式に対応する座屈形式を求

めるために, (37)式の関係を(30)式に代入すると

[(Kl)2M,12+ (M,1-MB)2] sin Kl

- Gl(M,i-MB)2

[(Gl)2MA2+ (M,1 -MB)2] cos Gl

- (Kl)2MJIMB十(M,1-MB)2

-I- (40)

として座屈次数方程式が得られる.したがって,本式

のいずれかをKlについて解けば,座屈時におけるたわ

み形の模様が決定できることになる. (40)式は2個の

方程式で表わされているが,この場合M,12-MB2 - 0

の端末条件があるので,これを(40)式に適用すると

(40)式は実質上1個の方程式になってしまう.さて,

いまの場合(39)式の端末条件が存在するので, (40)式

により座屈次数を求めるためには

MJ1-MB,あるいはMJL-一MB

の2通りの場合を別々に考えなければならない.

(i) MJ1-MBのとき

(40)式に〟A-〃βを代入すると

sinKl-0,およびcosxl-1　　---(41)

が得られる.したがって,これら両式を満足する∬Z

の値は

Kl-2n7r, (n-1, 2, 3,-･･･)　･.･-(42)

となる.この関係はまた,次のようにして求めても

よい.すなわち, sinKl -2sin(Gl/2)cos(xl/2),およ

びcosKl-1-2sinP(Kl/2)の公式によって, (41)式を

変形すると

sin更｡｡sil=0,およびsin2il=0
2　　2　　　　　　　　　　　2

となるので,この両者をともに満足するように

sin(〟/2) - 0　　　　　　　　　　-- (43)

を採用す摘ま,これからKl/2 -n7T, (n-1, 2, 3,--)

として(42)式と同じ結果が得られる.

また,座屈時のたわみは(25)式に(37)式の関係を

適用すると

W - (I/HIP)tKIMJl(1-cos KX)

+ (M,i-MB) sin Gエー(M,L一MB)63)

-- (44)

のように得られる.よってM,I-MBの関係が成立す
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るとき,上式は

W - (MJl/P)(1-cos A:∫)　　　　　-- (45)

となり,これに(42)読のK-2仰/lの関係を代入し

て

W - (M^/P)(1-cos(2仰3/i))　　-- (46)

を得る.ここでエ-E+I/2とおいて,座標原点を径

間の中央に移すと

W - (MJl/P)(1-cosn7r COS(2n7rE/I)) --- (46′)

となるが,本式でEニーE　とおいてもWの値は変ら

ない.したがって, M.i-MBのとき,座屈の形は径

間中央点に対して対称形になるという結論が得られる.

次に,このM.1-MBのときの支点反力は(32)式

に(37)式の∂B-0の関係を用いると

R,i-RB=0

となり, (7)式は

EI慧+pd芸- o

で表わされる.本式は(2)式と一致するので, MA-

MBの端末条件を満足する両端固着柱の座屈計算では,

(2)式をたわみの基礎方程式として採用してもよい.

(ii) MA-一MBのとき

(40)式にMA -一MBの関係を代入すれば

[(Kl)2M.12+4MA2J sin Kl - 46IM.12

[(Kl)2M^2+4M.12] cos Glニー(Rl)2M,12+4M^2

--- (47)

となり,これから

sinKl =
461

4+(Gl)2

cosxl -篇詳

･‥-(48)

が得られる.ここで, sinKl - 2sin(Kl/2)cos(Kl/2), cos

Kl- 1-2sin2(Gl/2)の公式を使用すると, (48)式は

slnすcos7-器,o
. KI  KI

sin2書-叢,o

となり,第1式で第2式を割ると

tan互=更
2　　2

が得られる.あるいはこの(50)式は

K1　2 . KI

cosす= TISlnす

･--･(49)

-- (50)

-･-(51)

のように表わすこともできる. (50)式がM.1--MB

の端末条件のときの座屈次数方程式であり,本式より

このときの座屈次数と座尿荷重が得られる.

次に座屈時のたわみは(25)式に(37)式の関係と

M,I - -MBの閑係を使用すると

- - MfAt1-のsKX･3(sinK3-))･･-･ (52)

となり,前と同様にlZ:-E+I/2とおいて座標原点を

径間の中央点に移し,かつ(51)式の関係を利用すれ

ば, (52)式は

- -一筆くそ8-(il･3)cosSlsinGE)

･--･ (53)

のように表わすことができる.本式でE--Eとお

けば,たわみの絶対値は変らず符号のみが変る.この

ことはM,I--MBのとき,径間の中央点に関して

たわみが逆対称になるということを示す.

なお, (32)式に(37)式の関係を用いると,支点反

力は

R.1=RB=
M,1 -MB

J

で表わされるが, M.1- -MBの関係があるので

R｡=RB=些
J

となる.よって, (7)式は

2〟AEI慧+鷲-一一
g

となり,本式は(2)式と一致しない.したがって,両

端固着の柱でM,I- -MBの関係を満足する座屈の

場合, (2)式をたわみの基礎方程式として使用すれば,

不都合をきたすことになる.

ところで,これまでに述べた所によれば,この両端

固着柱の場合,座屈時における端末条件を理論的に先

ず求めておき,そのあとでそれらの端末条件に対応す

る座屈次数方程式を求めて来た.これに対し,従来の

座屈計算では,匪屈時のたわみ式へ変位適合条件とし

ての境界条件を直接適用して,座屈次数方程式とそれ

に対応する端末条件を求める方式が採用されている.

すなわち, (44)式を微分してたわみ角を求めると

雲fp(GIMAsinKX

+(M,1-MB)cosKJ十MB-MAl ･--･ (54)

となるが,本式と(44)式に[dwldE]3-l-0および

lw]3-I - 0の変位適合条件を適用すると

(

HIMASin Kl+(MA一MB) cos Kl+MB-MA - 0

GIM^-KIM.lCOS Gl+(M.1-MB) sin Kl

+(MBIM.i)Kl - 0

が得られる.この両式にcosKl-1-2sin2(Kl/2)と

sinKl - 2sin(Kl/2)cos(Kl/2)を代入すると,それぞれ

の式は
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穿く(MA一MB)sin'iLKIMAC-普) - o

･--(55)

sinftGIMA sin書+(MA-MB) C-Sl)

- f(MA-MB)　･･････(56)

となるが,ここで(55)式は[dw/dx]&･=E-0の条件を

表わし, (56)式は[W]3-i-0の条件である. (55)式

紘

sins-0　　　　.･･.･･(57)

(MA-MB)sin書-KIMAc-書･･･(58)

のいずれかが成立するときに満足されるが,このうち

(57)式が成立するためには(56)式によりM,I-MB

でなくてはならぬことがわかる.

次に, (58)式からはMA- -MBの条件を仮定す

ると, cos(Gl/2)キ0の場合

tan(Kl/2) - Kl/2

を得るが,この関係はまた(56)式をも満足していな

ければならない.そこで,このことを確めるために,

(56)式にM.1- -MBの条件を代入すると, (56)式

紘

sin (Kl/2)IGlM.1 Sin (Kl/2) +2M,1 COS (Kl/2)I

- (Gl/2)2M,I

∴　GIsin2(Gl/2)+2sin(A:I/2)cos(Gl/2) - Kl

となり,これにsin2(Gl/2) - 1-cos2(Kl/2)を代入すれ

ば

C-2書-志　　　-(59)

が得られる.よって

sin2害-I-cos2害-遥㌫　-･･･(60)

となり, (59)式と(60)式から

tan2(Gl/2) - (Gl/2)2, ∴　tan(Kl/2)- 61/2

として, MA- -MBを仮定すれば, tan(Gl/2) -Kl/2

の関係を(56)式も満足していることがわかる.この

ように,通常の境界借問額の解法に従って両端固着柱

の座屈計算を実施すると, M,I - -MBの端末条件を

推察によって予め設定しなければならず,この点が

(39)式の誘導法に比べると,やや理論的な明快さに欠

けるところであると思われる.

(3)一端固定,他端支持の柱

左端Aを固着とし,右端Bを単純支持とすれば,こ

の場合

OA-0, ∂B-0, MB-0　　　　･･.･･･(61)

の条件が与えられている.これを(31)式に代入すると

[(Kl)2M^2+MA2]2 - [(Hl)lPOBM^+(Kl)MA2]2

+ (lPeB+ MA)2M^2

となるが,これを整理すれば

[(方l)2十1]MA2 - (lPOB+MA)2　　･- ･- (62)

が得られる.本式がA端固着, B端支持の柱に対する

座屈端末条件式であるが,これをM,1にについて解け

は

MA
lPeB

I(Kl)2+1-1

M,1- -
lPeB

J抑+1

あるいは

･･- (63)

となる.

次に(62)式の端末条件に対応する座屈次数を求め

るために, (61)式の関係を(30)式に適用すれば

[(Gl)2+ 1]M,12 sin Kl - (lPOB+MJl)(Kl)M.1

l(A:I)2+1]MA2cos Kl - (lPOB+MA)M^
--- (64)

となり,本式の右辺に(62)式の端末条件を代入すると

inGl

仁nGl

KI

J(Gl)2+ 1

-Kl

J軒i

1

およびcosKl=爾

--･(65)

-1

およびcosGl=荷両

--･ (66)

のように2通りの式が得られるが,これらは(64)式の

第1式を第2式で割算してみれば明らかなように

tanKl - Hl　　　　　　　　　　　　　-(67)

のような1個の式でまとめて表わすことができる.こ

の(67)式が1端固着,他端支持の柱に対する座屈次数

方程式である.

また,この場合の座屈たわみは(25)式に(61)式の

閑係を用いると

- -設txl(I-cos KX)-･sinGE) ････- (68)

のように表わすことができる.あるいは, (32)式で

MB-0, ∂B-0　とおいて得られる

RJL - MA/i,すなわちMJ1 - lR^

の関係を用いると(68)式はRAで表わすこともでき

る.

なお,この場合はRA-M^/lとなるのでRAキ0

であることがわかる.よって(7)式は

E農+p窒ニー-MA
l
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となり,これは(2)式と一致しない.したがって,一

端固着,他端支持の柱の場合, (2)式はたわみの基礎

方程式として使用できないことを知る.

さて,この一端固着,他端支持の柱の場合, (68)式

に∂B-lw]3-I-0の条件を適用すると

Kl-KIcosKl+sinKl-Hl - o

∴　tanxl-Kl

となるので, (67)式の座屈次数方程式はlw]3-i-0

の条件から得られるものであることがわかる.また,

(68)式をXで微分してたわみ角を求めると

窒-普(KIsinKX･cosKX-1)

となるが,本式から[dw/dx]ェ-i - OBの条件を作れば

豊(xlsinHl･cosKl-1) - OB

∴　MA[(方l)sinKl+cosGl] - MA+lPOB

となる.本式- tanKl- Gl,すなわちsinKl -(Kl)cos

Klを代入すると

MA[(Kl)2+1] cos Kl - M,1+lPOB

となり,両辺を2乗すれば

MA2[(Kl)2+ 1]2cos2 Kl - (MA+lPoB)2

を得る.これにsin2Hl - (Kl)2cos2Kl,すなわち1-cos2

Kl - (xl)2cos2Glから得られる

cos2Kl - 1/[(Gl)2+1]

の関係を代入すると

MJ12[(Kl)2+ 1] - (lPOB+M^)2

となり, (62)式が得られる.したがって, (62)式の端

末条件式は[dw/dx]3-i - OBの条件から得られたもの

であることを知る.

(4)片持ちの柱

A端を固着, B端を自由とすれば,この場合

0^-0, MB-0, RB-0　　　･･-･･(69)

の関係が存在する.したがって,座屈端末条件は(31)

式より

[(Gl)2MA2+ (MA - ∂BP)2]2

- [(Gl)lPOBMJl -(Kl)∂BPM,1+ (Kl)MA2]2

+ [(lPeB - ∂BP+ M,i)(M^ - ∂BP)]2

となるが,これを整理すれば次の(70)式が得られる.

[(Gl)2M,12+ (MA - ∂BP)2][(Kl)2M,12+ (M,1 - ∂BP)2

-(lPeB+MA-∂BP)2] - 0　　　-- (70)

ところがこの場合, (69)式でわかるようにRB-0

であるから, (32)式により

RA - RB - (M.I-8BP)/i - 0

∴　M.1-8BP　　　　　　　　･-･･･(71)

でなくてはならない.よってこの(71)式を(70)式に

用いると

(Kl)2MA2[(Kl)2MJ12- (lPoB)2] - 0

となる. (Kl)2M.12>0であるから

(Kl)2MJ12-(lPUB)2 - 0　　　　　　- - - (72)

が得られ,これが片持ち柱に対する座席端末条件式で

ある.あるいはまた,この(72)式からM.1を求めると

MA - ±砦　　　　.･････(73)

となるが,この場合(71)式の関係があるので, (72)

式の〟Aほ自由端におけるたわみ∂月でおきかえるこ

とができる.したがって, (73)式もしくは(72)式は

∂B - 士OB/K　　　　　　　　　　　--.･(74)

のように表わすこともできる.

次に, (72)式の端末条件に対応する座屈形式を求め

るために, (69)式の関係を(30)式に適用すれば

[(Gl)2MA2+(MA-SBP)2] sin xl
- (Kl)MA(lPOB+MA-∂BP)

[(Gl)2M_42+ (M.1- 8BP)2] cos xl
- (MJl- ∂BP)(lPOB +MA- ∂BP)

-- (75)

となるが,ここで(71)式の関係を用いると,上式は

(Gl)2M.12 sin Kl - (Rl)MA(lPUB)

(Gl)2M,12cos Kl - 0
--･ (76)

となり,さらに本式で(72)式の端末条件を用いると

sinA:I- ±1,およびcosKl-0　　--(77)

が得られる. sinKl-±1はcosKl-0と矛盾しない

ので,この(77)式からcosHl-0が座屈次数方程式

であることを知る.

また, (77)式から得られるGの値を使用して,この

片持ち柱に対するたわみを求めると, (25)式に(69)読

の関係と(71)式の関係を用いることにより

- -讐(1-cosKX)　　･･･-･ (78)

のように表わすことができる.したがって, lw]押8

- 8Bの変位適合条件- cosKl - 0の関係を代入すれ

ばM,i-PaBとなるが,これは(69)式で示したRB

-oの条件に外ならない.そして, [dw/dE]3-l-OB

の条件からは

MA .
OB - K7-SlnKl

が得られるので,これにsinKl-±1の条件を使用す

れば

MA - ±(P/X)OB

のように, (73)式の端末条件式となることがわかる.
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次に[d2W/dx2]カニl - 0の条件からは

cosGl = 0

の座屈次数方程式が得られ,また[EId3W/dx3]3-i -

-POBの条件からはsinGl- ±1と組合せると, (73)

式と同じ端末条件式の得られることがわかる.

なお,支点反力R,1はRB-0であるから, (32)式

によりR,I-0　となる.したがって(7)式は

E農'pdz - o

となり,これは(2)式と一致する.よって,一端固着,

他端自由の片持ち柱に対しては(2)式をたわみの基礎

方程式として使用しても差支えないことがわかる.

6　結　　　論

以上,一様長柱の座屈は(30)式で表わされる座屈次

数方程式と, (31)式で表わされる座屈端末条件式が同

時に満足されるように生ずるものであることを述べた

が,一般に実用的な目的で採用されている各種の端末

支持形式の柱について, (30)式と(31)式を適用した結

果をまとめると次のようになる.

いまA点およびB点を長さl,曲げ剛性Elの一様

長柱の両端末とし,この柱が一定の軸EE縮力Pを受け

るときの両端におけるたわみ角をOJl, OB,また両端の

支持モーメントをM,i, MBとすれば

(1)両端支持の柱ではOA2-GB2 - 0の座屈端末条

件式とsinGl - 0の座屈次数方程式が共に成立するよ

うに座屈をおこす.このときsinKl-0からGnl-

n7r/l, (n-1, 2, 3,--)として座屈次数nがきまり,

座屈荷重PnはPn - EZLCn2 - EInZ汀2/l2の値となる.

(2)両端固着の柱が座屈をおこすためには, MJ12

-MB2-0の端末条件が成立していなければならな

い.このとき, M.llMB-0の条件に対応する座屈

次数方程式はsin(Kl/2)-0であり,またM,I+MB

- 0の条件にはtan(Kl/2) - Kl/2の座屈次数方程式が

対応する.

(3) A端固着, B端支持の柱が座屈をおこすとき

には, 【(Kl)2+1]MJ12-(lPOB+M^)2 - 0の座屈端末条

件式と, tanKl - xlの座屈次数方程式の両者が共に成

立していなければならない.

(4) A端固着, B端自由の片持ち柱の場合には

(Gl)2M,12-(lPOB)2 - 0の座屈端末条件式と, cos方l - 0

の座屈次数方程式が同時に満足されるとき座屈をおこ

す.

(5)柱のたわみをWとした場合,軸荷重Pのせん

断力方向の成分とせん断力との和を表わす

EIL;･Pl: - 0
の式は支点反力が生じない座屈の場合にのみ成立す

る.したがって,この式は両端支持の柱および1端固

着,他端自由の片持ち柱に対しては,たわみの基礎方

程式として採用しても差支えないが, 1端固着,他端

支持の柱に対しては,たわみの基礎方程式として採用

することができない.また両端固着の柱では, M,1-

〟βの端末条件が満星されるときにのみ,上式はたわ

みの基礎方程式として採用しても差支えないが, MA

- -MBの端末条件の場合には,上式はたわみの基礎

方程式として使用することができない.
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