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序文
本論文は，“減少型連分数”や，すべての正の既約分数が一回ずつ現れる“有理

数の木”の研究の中で発見したさまざまな事実をまとめたものである．

“減少型連分数”の研究では，一般に知られている連分数の定理が減少型連分

数ではどのように成り立つか比較をし，連分数展開から減少型連分数展開への変

換の仕方，およびその逆の変換の仕方を発見した．

“有理数の木”の研究では，木に現れる有理数を並べて得られる数列 {f(n)}に

関するさまざまな定理を発見し，その証明を与えることができた．

他に，有理数の木に現れる有理数を既約分数の形ではなく連分数展開した形で

表したときに見えてくる規則を発見し，その証明を与えることができた．

　

“有理数の木”の説明をする．
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これを有理数の木と呼ぶ．この木には，すべての正の既約分数がちょうど一回

ずつ現れることが知られている．本研究では，i行目に現れる有理数の分母 (分子)
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の最大値を並べるとフィボナッチ数列をなしていることを発見し，その証明を与

えることができた．
1
1
を先頭にして i行目に現れる有理数を左から順に並べ，その後に i + 1行目に

現れる有理数を左から順に並べていくと次のような有理数列

1

1︸︷︷︸
0 行目

，
1

2
，

2

1︸ ︷︷ ︸
1 行目

，
1

3
，

3

2
，

2

3
，

3

1︸ ︷︷ ︸
2 行目

，
1

4
，

4

3
，

3

5
，

5

2
，

2

5
，

5

3
，

3

4
，

4

1︸ ︷︷ ︸
3 行目

，· · ·

ができる．この数列もどの項の分母も次の項の分子と等しいことが知られている．

ここで，n ∈ N (0 ≤ n)に対し，数列 {f(n)}を
f(0) = 1

f(2n + 1) = f(n)

f(2n + 2) = f(n) + f(n + 1)

と定義すると，有理数列

f(0)

f(1)
,

f(1)

f(2)
,

f(2)

f(3)
, · · · ,

f(n − 1)

f(n)
,

f(n)

f(n + 1)
, · · ·

は，上の数列と完全に一致することも知られている．この fを用いて i行目の左か

ら k番目 (0 ≤ k < 2i)の有理数の分母は f(2i + k)と表せる．

また，1以上の自然数 nの，2i (i = 0, 1, 2, · · · )の形への分割で，同じ数が高々

２回しか現れないものを nの複２進分割といい，nの相異なる複２進分割の総数

は，f(n)に一致することはすでに知られている．

この f に関して知られていることは少なかったが，「i行目において kを偶数と

するとき，k番目の有理数の分母と，kの２進展開を逆順に書いた２進数番目の有

理数の分母とが等しくなる．」など，本研究では fに関する定理をいくつか発見し，

その証明を与えることができた．

　

そもそも，これらの研究を始めたのは，「集合論・入門」[2]に書かれている有理

数の並べ方に関する命題を証明するための道具として，“減少型連分数”や“有理

数の木”を勉強をしているうちに道具そのものにとても興味が沸いたからである．

但し，本研究のきっかけとなった命題の証明はできずじまいである．
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記号

本文において次の記号を用いる．p, q ∈ N, x ∈ Rとする．

• (p, q)とは，pと qの最大公約数を表す．

特に，(p, q) = 1のとき，pと qは既約であるという．

• p | qとは，qは pで割り切れることを表す．

• ⌊x⌋とは，x以下で最大の整数を表す．

• ⌈x⌉とは，x以上で最小の整数表す．
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1 連分数

1.1 有限連分数

N + 1個の変数

a0, a1, . . . , an, . . . , aN

の関数

a0 +
1

a1 +
1

a2 +
.. .

+
1

aN−1 +
1

aN

(1.1.1)

を有限連分数，または，連分数という．

式 (1.1.1)を次のように書き表す．

a0 +
1

a1+

1

a2+
· · · 1

aN

，または，[a0, a1, a2, · · · , aN ]．

a0, a1, · · · , aN たちを連分数の部分商，または商という．

計算により次がわかる．

[a0] =
a0

1
, [a0, a1] =

a0a1 + 1

a1

, [a0, a1, a2] =
a2a1a0 + a2 + a0

a2a1 + 1
.

また，1 ≤ n ≤ N に対して明らかに次が成り立つ．

[a0, a1] = a0 +
1

a1

, (1.1.2)

[a0, a1, · · · , an−1, an] =

a0, a1, · · · , an−1 +
1

an

 , (1.1.3)

[a0, a1, · · · , an] = a0 +
1

[a1, a2, · · · , an]
= [a0, [a1, a2, · · · , an]]． (1.1.4)

より一般に，1 ≤ m < n ≤ N に対して，次が成り立つ．

[a0, a1, · · · , an] = [a0, a1, · · · , am−1, [am, am+1, · · · , an]]． (1.1.5)
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1.2 連分数の中間近似分数

0 ≤ n ≤ N を満たす nに対して，

[a0, a1, . . . , an]

を [a0, a1, . . . , aN ]の n次中間近似分数という．

pnと qnを

p0 = a0, p1 = a1a0 + 1, pn = anpn−1 + pn−2 (2 ≤ n ≤ N),

q0 = 1, q1 = a1, qn = anqn−1 + qn−2 (2 ≤ n ≤ N),

と定義する．

定理 1.2.1

[a0, a1, . . . , an] =
pn

qn

.

(証明)

i) n = 0と n = 1のときは，既に証明した．

ii) nのとき成り立つと仮定すると,

[a0, a1, · · · , an, an+1] =

a0, a1, · · · , an−1, an +
1

an+1

　

=

an +
1

an+1

 pn−1 + pn−2an +
1

an+1

 qn−1 + qn−2

=
an+1(anpn−1 + pn−2) + pn−1

an+1(anqn−1 + qn−2) + qn−1

=
an+1pn + pn−1

an+1qn + qn−1

=
pn+1

qn+1

.

¥
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定理 1.2.2

　 1 ≤ n ≤ N なる任意の nに対し，

pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1,

すなわち，
pn

qn

−
pn−1

qn−1

=
(−1)n−1

qnqn−1

.

(証明)

pnqn−1 − pn−1qn = (anpn−1 + pn−2)qn−1 − pn−1(anqn−1 + qn−2)

= pn−2qn−1 − pn−1qn−2

= −(pn−1qn−2 − pn−2qn−1)

= · · ·

= (−1)n−1(p1q0 − p0q1)

= (−1)n−1((a0a1 + 1) − a0a1)

= (−1)n−1.

¥

定理 1.2.3

　 2 ≤ n ≤ N なる任意の nに対し，

pnqn−2 − pn−2qn = (−1)nan,

すなわち，
pn

qn

−
pn−2

qn−2

=
(−1)nan

qnqn−2

.
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(証明)

pnqn−2 − pn−2qn = (anpn−1 + pn−2)qn−2 − pn−2(anqn−1 + qn−2)

= an(pn−1qn−2 − pn−2qn−1)

= an(−1)n−2

= an(−1)n(−1)−2

= (−1)nan.

¥

1.3 正の商を持つ連分数

a0に整数，a1, a2, · · · , aNに正整数が割り当てられているとき，連分数 [a0, a1, · · · , aN ]

は単純であるという．以下，各nに対し，pn，qnは，そこに含まれる変数a0, a1, · · · , aN

に割り当てられた数を代入した結果を表わすとする．明らかに，pn，qnは整数で

ある．以下，前節までの変数 a0, a1, · · · , aNよりなる多項式 pn，qnと数を代入した

値 pn，qnは区別せず，混用する．

　

(1.1.5)より，2 ≤ n ≤ N に対して次が成り立つ．

x = [a0, a1, · · · , aN ]

= [a0, a1, · · · , an−1, [an, an+1, · · · , aN ]]

=
[an, an+1, · · · , aN ]pn−1 + pn−2

[an, an+1, · · · , aN ]qn−1 + qn−2

． (1.3.1)

定理 1.3.1

　 x2nは nについて狭義単調増加であり，x2n+1は nについて狭義単調減少で

ある．

(証明)

まず，次の補題を示す.
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補題 1.3.2

qn > 0 (n = 0, 1, · · · , N).

i) n = 0のとき，q0 = 1 > 0.

ii) n = 1のとき，q1 = a1 > 0.

iii) nまで成り立つと仮定すると，qn > 0，qn−1 > 0．qn+1 = an+1qn + qn−1，

an+1 > 0より，qn+1 > 0．

定理 1.3.1を示す．

定理 1.2.3と補題 1.3.2より，

x2n − x2n−2 =
(−1)2na2n

q2nq2n−2

x2n+1 − x2n−1 =
(−1)2n+1a2n+1

q2n+1q2n−1

=
a2n

q2nq2n−2

> 0. =
− a2n+1

q2n+1q2n−1

< 0.

¥

定理 1.3.3

x2m < x2n+1.

(証明)

定理 1.2.2より,

x2n − x2n−1 =
(−1)2n−1

q2nq2n−1

=
− 1

q2nq2n−1

< 0.

よって，x2n < x2n−1．· · · 1⃝

　

背理法で示す．

x2λ+1 ≤ x2µとなる λ, µが存在すると仮定する．
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i) λ < µのとき,

定理 1.3.1より，x2µ+1 < x2λ+1．

仮定より，x2µ+1 < x2µ.

しかし， 1⃝に矛盾する．

ii) µ < λのとき,

定理 1.3.1より，x2µ < x2λ．

仮定より，x2λ+1 < x2λ.

しかし， 1⃝に矛盾する．

iii) λ = µのとき，x2λ+1 ≤ x2λとなり， 1⃝に矛盾する．

¥

　

定理 1.3.4

x2m < xN < x2n+1.

(証明)

N が偶数か奇数かで場合分けをする．

i) N = 2µのとき，m < µ．

定理 1.3.1より，x2m < x2µ．定理 1.3.2より，x2n+1 > x2µ.

ii) N = 2µ + 1のとき，n < µ．

定理 1.3.2より，x2m < x2µ+1．定理 1.3.1より，x2n+1 > x2µ+1.

¥
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1.4 単純連分数

x = xN

=
pN

qN

とする．このとき，数 xは連分数 [a0, a1, · · · , aN ]で表わされ

るという．

定理 1.4.1

　 n ≥ 1に対して，qn ≥ qn−1．特に，n > 1のとき，qn > qn−1.

(証明)

i) n = 1のとき,

q1 − q0 = a1 − 1 ≥ 0.

ii) n ≥ 2のとき,

qn − qn−1 = anqn−1 + qn−2 − qn−1

= (an − 1)qn−1 + qn−2 > 0.

¥

定理 1.4.2

　 n ≥ 0に対して，qn ≥ n．特に，n > 3のとき，qn > n．

(証明)

i) n = 0のとき,

q0 = 1 > 0.

ii) n = 1のとき,

q1 = a1 ≥ 1.

iii) n = 2のとき,

q2 = a2a1 + 1 ≥ 2.

iv) n = 3のとき,

q3 = a3q2 + q1 ≥ q2 + q1

≥ 2 + 1 = 3.
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v) 3 ≤ nとして，n以下では成り立つと仮定する．n+1のときについて考える．

qn+1 = an+1qn + qn−1 ≥ qn + qn−1

> qn + qn−2

> qn + qn−3

> · · ·

> qn + q1 ≥ qn + q0

= qn + 1 ≥ n + 1.

等号は成り立たない．

¥

定理 1.4.3

　
pn

qn

は既約分数である．

(証明)

既約分数でないと仮定すると，d | pn，d | qnとなる自然数 d ̸= 1が存在する．

定理 1.2.2より，d | pnqn−1 + pn−1qn = (−1)n−1.

よって，d | 1.

しかし，d ̸= 1と矛盾する．

¥

1.5 既約分数の単純連分数表示

任意の連分数 [a0, a1, · · · , aN ]はある有理数

x = xN

を表わしている．この節と次の節で，逆に，任意の有理数 xはある単純連分数に

より表わされ，2通りの表示ができることを示す．
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定理 1.5.1

　 xが奇数個の商を持つ単純連分数で表示できるならば，偶数個の商を持つ単

純連分数でも表示できる．逆も，成り立つ．

(証明)

i) an ≥ 2のとき,

[a0, a1, · · · , an] = [a0, a1, · · · , an − 1, 1].

ii) an = 1のとき,

[a0, a1, · · · , an−1, 1] = [a0, a1, · · · , an−1 + 1].

¥

0 ≤ n ≤ N を満たす nに対して，

a′
n = [an, an+1, · · · , aN ]

を連分数 [a0, a1, · · · , aN ]の n次の全商という．例えば，

x = a′
0, x =

a0a
′
1 + 1

a′
1

.

そして，式 (1.3.1)より，

x =
a′

npn−1 + pn−2

a′
nqn−1 + qn−2

(2 ≤ n ≤ N).

定理 1.5.2

　 an = ⌊a′
n⌋．ただし，aN = 1のときは，aN−1 = ⌊a′

N−1⌋ − 1．

(証明)

i) N = 0のとき，a0 = a′
0 = ⌊a′

0⌋．

ii) N > 0のとき,
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I) 0 ≤ n < N − 1のとき,

　 a′
n+1 = an+1 +

1

a′
n+2

> 1より，a′
n = an +

1

a′
n+1

< an + 1．

よって，

an < a′
n < an + 1.

ゆえに，

an = ⌊a′
n⌋.

II) n = N − 1のとき,

1) aN ̸= 1のとき，0 <
1

aN

< 1より，

⌊a′
N−1⌋ =

aN−1 +
1

aN


= aN−1.

2) aN = 1のとき,

⌊a′
N−1⌋ =

aN−1 +
1

aN


= ⌊aN−1 + 1⌋

= aN−1 + 1.

III) n = N のとき,

aN = a′
N = ⌊a′

N⌋.

¥

定理 1.5.3

　 aN ̸= 1，bM ̸= 1であり，

[a0, a1, · · · , aN ] = [b0, b1, · · · , bM ]

ならば，M = N でかつ，

an = bn (0 ≤ n ≤ N).
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(証明) aN ̸= 1, bM ̸= 1とする．

定理 1.5.2より，

a0 = ⌊a′
0⌋ b0 = ⌊b′0⌋

= ⌊x⌋. = ⌊x⌋.

よって，a0 = b0.

また，

x = a0 +
1

a′
1

= b0 +
1

b′1

であるから，a′
1 = b′1．同様にして，a1 = b1.

n ≥ 2のとき，

x =
a′

npn−1 + pn−2

a′
nqn−1 + qn−2

=
b′npn−1 + pn−2

b′nqn−1 + qn−2

.

よって，

(a′
npn−1 + pn−2)(b

′
nqn−1 + qn−2) = (b′npn−1 + pn−2)(a

′
nqn−1 + qn−2).

(a′
n − b′n)(pn−1qn−2 − pn−2qn−1) = 0.

(a′
n − b′n)(−1)n−2 = 0.

よって，a′
n = b′n．同様にして，an = bn．

ここで，M > N と仮定する．

n ≤ N に対して，an = bnであるから，

x =
pN

qN

= [b0, b1, · · · , bN , bN+1, · · · , bM ]

= [a0, a1, · · · , aN , b′N+1]

=
b′N+1pN + pN−1

b′N+1qN + qN−1

.

よって，

pN(b′N+1qN + qN−1) = (b′N+1pN + pN−1)qN .

pNqN−1 = pN−1qN .
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pNqN−1 − pN−1qN = 0.

しかし，定理 1.2.2と矛盾する．ゆえに，M ≥ N .

M ≤ N も同様に示せる．

¥

1.6 連分数アルゴリズム

xを任意の実数とし，a0 = ⌊x⌋とすると，

x = a0 + ξ0 (0 ≤ ξ0 < 1)

と書ける．ξ ̸= 0ならば，
1

ξ0

= a′
1，⌊a′

1⌋ = a1とおくと，

a′
1 = a1 + ξ1 (0 ≤ ξ1 < 1)

と書けて，ξ1 ̸= 0ならば，

a′
2 = a2 + ξ2 (0 ≤ ξ2 < 1)

と書ける．また，n ≥ 1に対して，a′
n =

1

ξn−1

> 1より，an ≥ 1．従って，

x = [a0, a
′
1] =

a0, a1 +
1

a′
2

 = [a0, a1, a
′
2] = [a0, a1, a2, a

′
3] = · · · .

連立方程式

x = a0 + ξ0 (0 ≤ ξ0 < 1),

1

ξ0

= a′
1 = a1 + ξ1 (0 ≤ ξ1 < 1),

1

ξ1

= a′
2 = a2 + ξ2 (0 ≤ ξ2 < 1),

...

は連分数アルゴリズムとして知られている．
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ξn ̸= 0である限り続く．ξN = 0となると，アルゴリズムは止まり，

x = [a0, a1, · · · , aN ]

となる．xは連分数により表わされた．数 a′
nたちは連分数の全商である．

定理 1.6.1

　任意の有理数は有限連分数で表わすことができる．

(証明)

xが整数ならば，a0 = x, ξ0 = 0．

xが整数でないとき，整数 h, k (k > 1)により，

x =
h

k

と書ける．
h

k
= a0 + ξ0より，

h = a0k + ξ0k.

ξ0 ̸= 0ならば，

a′
1 =

1

ξ0

=
k

ξ0k
=

k

k1

= a1 + ξ1.

よって，

k = a1k1 + ξ1k1.

このようにして一連の方程式

h = a0k + k1,

k = a1k1 + k2,

k1 = a2k2 + k3,

...

が得られる．このとき，n ≥ 1に対して，

kn = an+1kn+1 + kn+2

> an+1kn+1 ≥ kn+1
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が成り立つことより，非負整数 knは狭義単調減少である．なので，kN+1 = 0とな

るN が存在する．

これより，ξN = 0となることが分かり，連分数アルゴリズムが止まる．

¥

ξN = 0より，a′
N = aN．また，

0 <
1

aN

=
1

a′
N

= ξN−1 < 1

より，aN ≥ 2．

ゆえに，連分数アルゴリズムは定理 1.5.3において示した種類の表示を決定して

いる．また，いつでも定理 1.5.1にある違った表示ができる．

　

結果をまとめると，

定理 1.6.2

　有理数はちょうど 2通りの方法で有限単純連分数として表わすことができる．

　 1つは偶数個，もう 1つは奇数個の商をもつ．一方の形では最後の部分商は

1で，他方では 1より大きい．

1.7 連分数とその中間近似分数の差

1 < N とする．1 ≤ n ≤ N − 1に対して，

x −
pn

qn

=
a′

n+1pn + pn−1

a′
n+1qn + qn−1

−
pn

qn

=
pn−1qn − pnqn−1

qn(a′
n+1qn + qn−1)

=
(−1)n

qn(a′
n+1qn + qn−1)

.

また，

x −
p0

q0

= x − a0 =
1

a′
1

.
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q′1 = a′
1, q′n = a′

nqn−1 + qn−2 (2 ≤ n ≤ N)

と書くと，次が得られる．

定理 1.7.1

　 0 ≤ n < N に対して，

x −
pn

qn

=
(−1)n

qnq′n+1

.

　

定理 1.7.2

　 1 ≤ n ≤ N に対して，|pn − qnx| ≤ |pn−1 − qn−1x|．

(証明)

定理 1.7.1より，|pn−1 − qn−1x| =
1

q′n
．

q′nが狭義単調増加であることを示せばよい．

i) n = 1のとき，

定理 1.5.2より，a1 < a′
1 < a1 + 1．

また，a1 + 1 < a2a1 + 1 = q2．

よって，

q1 < q′1 < q2.

ii) 1 < n < N − 1のとき，

定理 1.5.2より，an < a′
n < an + 1．

定理 1.4.1，定理 1.4.2より，qn−1 ≥ 1．

よって，

anqn−1 < a′
nqn−1 < (an + 1)qn−1.

anqn−1 + qn−2 < a′
nqn−1 + qn−2 < (an + 1)qn−1 + qn−2.

qn < q′n < qn + qn−1.
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また，qn + qn−1 ≤ an+1qn + qn−1 = qn+1．

ゆえに，

qn < q′n < qn+1.

iii) n = N − 1のとき，

I) aN ̸= 1のとき，ii)と同様にして，qN−1 < q′N−1 < qN = q′N．

II) aN = 1のとき，

q′N−1 = a′
N−1qN−2 + qN−3 q′N−1 = a′

N−1qN−2 + qN−3

> aN−1qN−2 + qN−3 = (aN−1 + 1)qN−2 + qN−3

= qN−1. = aN−1qN−2 + qN−3 + qN−2

= qN−1 + qN−2

= aNqN−1 + qN−2

= qN = q′N .

よって，qN−1 < q′N−1 = qN = q′N

iv) n = N のとき，|pN − qNx| = 0．

¥

定理 1.7.3

　 1 ≤ n < N に対して，

∣∣∣∣∣∣x −
pn

qn

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣x −

pn−1

qn−1

∣∣∣∣∣∣．
定理 1.4.1と定理 1.7.2より，明らか．

定理 1.7.4

　 0 < n < N に対して，

∣∣∣∣∣∣x −
pn

qn

∣∣∣∣∣∣ ≤
1

qnqn+1

<
1

q2
n

．

(証明)
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i) 0 < n < N − 1のとき，

定理 1.7.2の証明より，qn+1 < q′n+1．

定理 1.7.1より，

∣∣∣∣∣∣x −
pn

qn

∣∣∣∣∣∣ =
1

qnq′n+1

<
1

qnqn+1

.

定理 1.4.1より，
1

qnqn+1

<
1

q2
n

.

ii) n = N − 1のとき，qN = q′N .

定理 1.4.1，定理 1.7.1より，

∣∣∣∣∣∣x −
pN−1

qN−1

∣∣∣∣∣∣ =
1

qN−1qN

<
1

q2
N−1

．

¥

1.8 無限単純連分数

n → ∞のとき，xn = [a0, a1, · · · , an]が極限値 xに近付くとすれば，単純連分数

xnは値 xに収束すると言い，

x = [a0, a1, a2, · · · ]

と書く．

定理 1.8.1

　すべての無限単純連分数は収束する．

(証明)

xn = [a0, a1, · · · , an]で切る．xnが収束することを示せばよい．

定理 1.3.1，定理 1.3.3より，

x0 < x2 < x4 < · · · < x2i < · · · < x1.

x1 > x3 > x5 > · · · > x2j−1 > · · · > x0.

よって，{x2i}i∈Nは上に有界で，{x2j−1}j∈Nは下に有界である．

lim
i→∞

x2i = ξ1, lim
j→∞

x2j−1 = ξ2
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とおく．ξ1 ≤ ξ2．

ここで，定理 1.2.2，定理 1.4.2より，

|x2m − x2m−1| =

∣∣∣∣∣∣
p2m

q2m

−
p2m−1

q2m−1

∣∣∣∣∣∣
=

1

q2mq2m−1

≤
1

2m(2m − 1)
−→ 0 (m → ∞).

よって，ξ1 = ξ2.

¥

同時に次も分かった．

　

定理 1.8.2

x2m < x < x2n+1.

1.9 無理数の無限連分数表示

a′
n = [an, an+1, · · · ]

を連分数 [a0, a1, · · · ]の n次の全商という．明らかに，

a′
n = lim

N→∞
[an, an+1, · · · , aN ]

= an + lim
N→∞

1

[an+1, · · · , aN ]

= an +
1

a′
n+1

.
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定理 1.9.1

　 a′
n = [an, an+1, · · · ]ならば，an = ⌊a′

n⌋ (0 ≤ n)．

定理 1.5.2と同様にして示せる．

定理 1.9.2

[a0, a1, · · · ] = [b0, b1, · · · ]ならば，

an = bn (0 ≤ n).

定理 1.5.3と同様にして示せる．

　

ここで，1.6節の連分数アルゴリズムに戻る．xが無理数のとき，アルゴリズム

は停止しない．ゆえに整数の無限列

a0, a1, a2, · · ·

が定義される．前と同様に

x = [a0, a
′
1] = [a0, a1, a

′
2] = · · · = [a0, a1, a2, · · · , an, a

′
n+1] = · · · .

よって，

x =
a′

n+1pn + pn−1

a′
n+1qn + qn−1

.

ゆえに，

x −
pn

qn

=
pn−1qn − pnqn−1

qn(a′
n+1qn + qn−1)

=
(−1)n

qn(a′
n+1qn + qn−1)

.

そして，n → ∞のとき，∣∣∣∣∣∣x −
pn

qn

∣∣∣∣∣∣ <
1

qn(an+1qn + qn−1)

=
1

qnqn+1

≤
1

n(n + 1)
−→ 0.
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したがって，

x = lim
n→∞

pn

qn

= [a0, a1, · · · , an, · · · ].

定理 1.9.2より一意的である．

定理 1.9.3

　任意の無理数は無限単純連分数として，ただ一通りに表わせられる．

　

xが有理数であれば連分数アルゴリズムは停止するから，無限単純連分数は無理

数であることも同時にわかった．

1.7節と同様に，

q′1 = a′
1, q′n = a′

nqn−1 + qn−2 (2 ≤ n)

と定めると，次が得られる．

定理 1.9.4

　 1.7節での定理は (N について述べた部分を除いて)無限単純連分数に対し

ても成立する．特に， ∣∣∣∣∣∣x −
pn

qn

∣∣∣∣∣∣ <
1

qnqn+1

<
1

qn
2

.
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1.10 補題

定理 1.10.1

　 ζ > 1，かつ，P, Q, R, Sを

Q > S > 0, PS − QR = ±1

をみたす整数とし，

x =
Pζ + R

Qζ + S

とする．このとき，
R

S
と

P

Q
は，xの引き続く 2つの中間近似分数である．

R

S
=

pn−1

qn−1

，
P

Q
=

pn

qn

ならば，ζ = a′
n+1．

(証明)

P

Q
= [a0, a1, · · · , an] =

pn

qn

とおく．

PS − QR = ±1となる P,Q,R, Sを決める．

このとき，(P,Q) = 1およびQ > 0で，pnと qnも同じ条件をみたすので，

P = pn, Q = qn.

次に，

PS − QR = pnS − qnR = (−1)n−1

となる S,Rを決める．

定理 1.2.2より，

pnS − qnR = (−1)n−1 = pnqn−1 − pn−1qn

よって，

pn(S − qn−1) = qn(R − pn−1).

(pn, qn) = 1より，

qn|S − qn−1.
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また，qn = Q > S > 0, qn ≥ qn−1 > 0より，

|S − qn−1| < qn.

よって，S − qn−1 = 0.

ゆえに，

S = qn−1, R = pn−1.

従って，

x =
pnζ + pn−1

qnζ + qn−1

,

すなわち，

x = [a0, a1, · · · , an, ζ].

an+1 = ⌊ζ⌋として，

ζ = [an+1, an+2, · · · ]

が得られる．

¥

1.11 対等な数

ad − bc = ±1をみたす a, b, c, d ∈ Zがあって，2つの実数 ξと ηが，

ξ =
aη + b

cη + d

をみたすとき，ξは ηに対等であるという．

ξ =
1 · ξ + 0

0 · ξ + 1
, 1 · 1 − 0 · 0 = 1.

よって，ξは自分自身に対等である．

ξが ηに対等ならば，

η =
− dξ + b

cξ + (−a)
, (−d)(−a) − bc = ad − bc = ±1.
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よって，ηは ξに対等である．従って，対等関係は対称である．

　

定理 1.11.1

　 ξと ηが対等で，ηと ζが対等ならば，ξと ζも対等である．

(証明)

ξと ηが対等で，ηと ζが対等であると仮定すると，

ξ =
aη + b

cη + d
, ad − bc = ±1.

η =
a′ζ + b′

c′ζ + d′, a′d′ − b′c′ = ±1.

と表わせる．但し，a, b, c, d, a′, b′, c′, d′ ∈ Z．

よって，

ξ =

a

a′ζ + b′

c′ζ + d′

 + b

c

a′ζ + b′

c′ζ + d′

 + d

=
(aa′ + bc′)ζ + ab′ + bd′

(ca′ + dc′)ζ + cb′ + dd′.

また，

(aa′ + bc′)(cb′ + dd′) − (ab′ + bd′)(ca′ + dc′) = aa′dd′ + bb′cc′ − ab′dc′ − bd′ca′

= (ad − bc)(a′d′ − b′c′)

= ±1.

¥

定理 1.11.1より，無理数を対等な無理数の類に分けることができる．

h, k ∈ Z，(h, k) = 1とすると，

hk′ − h′k = 1
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となる h′, k′ ∈ Zが存在する．このとき，

h

k
=

h′ · 0 + h

k′ · 0 + k
, hk′ − h′k = 1

であるから，任意の有理数
h

k
は 0と対等である．定理 1.11.1より，任意の他の有

理数とも対等である．

　

定理 1.11.2

　任意の 2つの有理数は対等である．

　

定理 1.11.3

　 2つの無理数 ξと ηが対等であるための必要十分条件は，

ξ = [a0, a1, · · · , am, c0, c1, c2, · · · ],

η = [b0, b1, · · · , bn, c0, c1, c2, · · · ].

(証明)

(⇐=)

ξ = [a0, a1, · · · , am, c0, c1, c2, · · · ],

η = [b0, b1, · · · , bn, c0, c1, c2, · · · ]

と表せるとする．

ω = [c0, c1, c2, · · · ]

とおくと，

ξ = [a0, a1, · · · , am, ω]

=
ωpm + pm−1

ωqm + qm−1

.

また，pmqm−1 − pm−1qm = (−1)m−1だから，ξと ωは対等である．同様に，

ηと ωも対等である．

定理 1.11.1より，ξと ηは対等である．
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(=⇒)

ξと ηは対等であるとすると，

η =
aξ + b

cξ + d
, ad − bc = ±1

と表わせる．

i) cξ + d > 0のとき，

ξ =
pk−1a

′
k + pk−2

qk−1a′
k + qk−2

とおくと，a′
k > 1で，η =

Pa′
k + R

Qa′
k + S

．但し，

P = apk−1 + bqk−1, R = apk−2 + bqk−2,

Q = cpk−1 + dqk−1, S = cpk−2 + dqk−2.

よって，P,Q,R, S ∈ Z．また，

PS − RQ = (ad − bc)(pk−1qk−2 − pk−2qk−1) = ±1.

定理 1.9.4より，

qk−1ξ − pk−1 =
(−1)k−1δk−1

qk

(0 < δk−1 < 1),

qk−2ξ − pk−2 =
(−1)k−2δk−2

qk−1

(0 < δk−2 < 1)

と表せる．δ = |(−1)k−1δk−1|，δ′ = |(−1)k−2δk−2|とおくと，

pk−1 = qk−1ξ −
δ

qk

, pk−2 = qk−2ξ −
δ′

qk−1

.

よって，

Q = (cξ + d)qk−1 −
cδ

qk

, S = (cξ + d)qk−2 −
cδ′

qk−1

.

ここで， lim
k→∞

1

ak

= 0を示す．
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∀ϵ > 0とすると，K >
1

ϵ
となるK ∈ Zがある．

k > Kに対して，

−ϵ < 0 <
1

qk

≤
1

k
<

1

K
< ϵ.

よって，

∣∣∣∣∣∣
1

qk

∣∣∣∣∣∣ < ϵ．

cξ + d > 0，qk−2 < qk−1， lim
k→∞

1

ak

= 0より，十分大きい kに対して，

Q > S > 0.

定理 1.10.1より，ある b0, b1, · · · , blに対して，

η = [b0, b1, · · · , bl, a
′
k] = [b0, b1, · · · , bl, ak, ak+1, · · · ].

ii) cξ + d < 0のとき，i)の証明の a, b, c, dの符号を変えたものに置き換え

ると同様に示せる．

¥

1.12 循環連分数

ある固定された正の kとすべての l ≥ Lに対して，

al = al+k

となるような連分数を循環連分数という．

部分商の組

aL, aL+1, · · · , aL+k−1

は循環節と呼ばれ，連分数を

[a0, a1, · · · , aL−1, ȧL, aL+1, · · · , ȧL+k−1]

と書き表せる．
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定理 1.12.1

　循環連分数は 2次根数，すなわち整数係数の 2次方程式の無理数解である．

(証明)

a′
Lを循環連分数 xの L次の全商とすると，

a′
L = [aL, aL+1, · · · , aL+k−1, aL, · · · ]

= [aL, aL+1, · · · , aL+k−1, a
′
L]

=
p′a′

L + p′′

q′a′
L + q′′

.

よって，q′(a′
L)2 + (q′′ − p′)a′

L − p′′ = 0. · · · 1⃝

ここで，
p′

q′
,
p′′

q′′
は [aL, aL+1, · · · , aL+k−1]の最後の 2つの中間近似分数である．

また，

x =
pL−1a

′
L + pL−2

qL−1a′
L + qL−2

より，

a′
L =

− qL−2x + pL−2

qL−1x − pL−1

.

これを 1⃝に代入すると，

q′

 − qL−2x + pL−2

qL−1x − pL−1

2

+ (q′′ − p′)

 − qL−2x + pL−2

qL−1x − pL−1

 − p′′ = 0.

q′(−qL−2x + pL−2)
2 + (q′′ − p′)(−qL−2x + pL−2)(qL−1x − pL−1) − p′′(qL−1x − pL−1)

2 = 0.

{q′q2
L−2 − qL−1qL−2(q

′′ − p′) − p′′q2
L−1}x2

+ {−2q′qL−2pL−2 + (q′′ − p′)(qL−2pL−1 + pL−2qL−1) + 2p′′qL−1pL−1}x

+ {q′p2
L−2 − (q′′ − p′)pL−2pL−1 − p′′p2

L−1} = 0.

32



ここで，

a = q′q2
L−2 − qL−1qL−2(q

′′ − p′) − p′′q2
L−1,

b = −2q′qL−2pL−2 + (q′′ − p′)(qL−2pL−1 + pL−2qL−1) + 2p′′qL−1pL−1,

c = q′p2
L−2 − (q′′ − p′)pL−2pL−1 − p′′p2

L−1

とおくと，

ax2 + bx + c = 0

が得られる．a, b, c ∈ Zで，xは無理数であるから，xは 2次根数である．

¥

定理 1.12.2

　 2次根数を表す連分数は循環する．

(証明) xを 2次根数とすると，ax2 + bx + c = 0 · · · 1⃝となる a, b, c ∈ Zがある．

また，

x = [a0, a1, · · · , an, · · · ]

とおくと，

x =
pn−1a

′
n + pn−2

qn−1a′
n + qn−2

.

これを 1⃝に代入すると，

Ana
′
n
2
+ Bna

′
n + Cn = 0.

An = ap2
n−1 + bpn−1qn−1 + cq2

n−1,

Bn = 2apn−1pn−2 + b(pn−1qn−2 + pn−2qn−1) + 2cqn−1qn−2,

Cn = ap2
n−2 + bpn−2qn−2 + cq2

n−2

が得られる．

もし，An = 0とすると，

a

pn−1

qn−1

2

+ b

pn−1

qn−1

 + c = 0
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となり， 1⃝が有理数解をもつので，xが 2次根数であることに矛盾する．

よって，An ̸= 0．また，方程式

Any
2 + Bny + c = 0

の解の 1つは a′
nである．

定理 1.9.4より，

pn−1 = xqn−1 +
δn−1

qn

, (|δn−1| < 1)

とおけるので，

An = a

xqn−1 +
δn−1

qn

2

+ bqn−1

xqn−1 +
δn−1

qn

 + cq2
n−1

= (ax2 + bx + c)q2
n−1 + 2ax ·

qn−1

qn

+ a ·
δ2
n−1

q2
n

+ bδn−1 ·
qn−1

qn

= 2ax ·
qn−1

qn

+ a ·
δ2
n−1

q2
n

+ bδn−1 ·
qn−1

qn

.

ゆえに，

|An| <

∣∣∣∣∣∣2ax ·
qn−1

qn

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣a ·
δ2
n−1

q2
n

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣bδn−1 ·
qn−1

qn

∣∣∣∣∣∣
< 2|ax| + |a| + |b|.

次に，Cn = An−1より，

|Cn| < 2|ax| + |a| + |b|.

最後に，

B2
n − 4AnCn = (b2 − 4ac)(pn−1qn−2 − pn−2pn−1)

2

= b2 − 4ac

より，

B2
n ≤ 4|AnCn| + |b2 − 4ac|

< 4(2|ax| + |a| + |b|)2 + |b2 − 4ac|.
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よって，An, Bn, Cnの絶対値は，nによらない数より小さい．

したがって，相異なる (An, Bn, Cn)の組は有限個しかない．なので，

(A,B,C) = (An1 , Bn1 , Cn1),

= (An2 , Bn2 , Cn2),

= (An3 , Bn3 , Cn3)

となる n1, n2, n3がある．ゆえに，a′
n1

, a′
n2

, a′
n3
は，

Ax2 + Bx + C = 0

の解であり，少なくとも 2つは等しい．

もし a′
n1

= a′
n2
ならば，

an1 = an2 , an1+1 = an2+1, · · ·

が成り立つので，連分数は循環する．

¥
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1.13 中間近似分数による近似

pn

qn

は，分母が qnを越えないすべての分数の中で，xとの誤差が最小な分数であ

ることを示す．このような分数を，最良近似分数という．

定理 1.13.1

　 n > 1, 0 < q < qn,
p

q
̸=

pn

qn

ならば，

∣∣∣∣∣∣
pn

qn

− x

∣∣∣∣∣∣ <

∣∣∣∣∣∣
p

q
− x

∣∣∣∣∣∣ .
　これは次のより強い定理に含まれる．

定理 1.13.2

　 n > 1, 0 < q ≤ qn,
p

q
̸=

pn

qn

ならば，

|pn − qnx| < |p − qx|.

(証明)

(p, q) = 1と仮定する．定理 1.9.4より，

|pn − qnx| < |pn−1 − qn−1x|

であるから，qn−1 < q ≤ qnという仮定の下で定理を証明すればよい．

i) q = qnのとき，p ̸= pnで，p, pn ∈ Zより，∣∣∣∣∣∣
pn

qn

−
p

q

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
pn − p

qn

∣∣∣∣∣∣ ≥
1

qn

.

定理 1.9.4と定理 1.4.2より，∣∣∣∣∣∣
pn

qn

− x

∣∣∣∣∣∣ ≤
1

qnqn+1

<
1

qn(n + 1)
<

1

2qn

.
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また，

1

qn

≤

∣∣∣∣∣∣
pn

qn

− x + x −
p

q

∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣
pn

qn

− x

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣x −
p

q

∣∣∣∣∣∣
<

1

2qn

+

∣∣∣∣∣∣
p

q
− x

∣∣∣∣∣∣
より，

1

2qn

<

∣∣∣∣∣∣
p

q
− x

∣∣∣∣∣∣ .

　以上より， ∣∣∣∣∣∣
pn

qn

− x

∣∣∣∣∣∣ <

∣∣∣∣∣∣
p

q
− x

∣∣∣∣∣∣ .

ii) qn−1 < q < qnのとき，

p = µpn + νpn−1, q = µqn + νqn−1

とすると，

µ(pnqn−1 − pn−1qn) = (p − νpn−1)qn−1 − (q − νqn−1)pn−1

= pqn−1 − qpn−1.

　よって，

µ = ±(pqn−1 − qpn−1).

　同様に，ν = ±(pqn − qpn)．

　ゆえに，µ, ν ∈ Z, µ ̸= 0, ν ̸= 0．

　 0 < q = µqn + νqn−1 < qnより，µと νの符号は逆でなければならない．

　もし，µ > 0, ν > 0ならば，µqn + νqn−1 > qnとなり，µ < 0, ν < 0なら

ば，µqn + νqn−1 < 0となり，どちらも矛盾する．
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　定理 1.9.4より，

pn − qnx, pn−1 − qn−1x

は逆の符号をもつので，

µ(pn − qnx), ν(pn−1 − qn−1)

は同じ符号をもつ．よって，

|p − qx| = |µ(pn − qnx) + ν(pn−1 − qn−1x)|

= |µ(pn − qnx)| + |ν(pn−1 − qn−1x)|

> |ν(pn−1 − qn−1x)|

> |pn−1 − qn−1x|

> |pn − qnx|.

¥

定理 1.13.3

　 xの任意の 2つの引き続く中間近似分数のうち，少なくとも 1つは∣∣∣∣∣∣
p

q
− x

∣∣∣∣∣∣ <
1

2q2
· · · 1⃝

を満たす．

(証明)

中間近似分数は xより小さいか大きいかを繰り返すので，∣∣∣∣∣∣
pn+1

qn+1

−
pn

qn

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
pn

qn

− x

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
pn+1

qn+1

− x

∣∣∣∣∣∣ .

pn+1

qn+1

,
pn

qn

のどちらも 1⃝をみたさないと仮定すると，

1

qnqn+1

=

∣∣∣∣∣∣
pn+1

qn+1

−
pn

qn

∣∣∣∣∣∣ ≥
1

2q2
n+1

+
1

2q2
n

,
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すなわち，

(qn+1 − qn)2 ≤ 0.

これは，qn+1 = qn，すなわち n = 0, a1 = 1. q1 = q0 = 1 · · · 2⃝のときしか成り

立たない．

よって， 2⃝でないとき，

(qn+1 − qn)2 < 0

となり矛盾する．

2⃝のとき，

0 <
p1

q1

<
1

q1q2

=
1

q2

≤
1

2
=

1

2q2
1

.

¥

定理 1.13.4 ∣∣∣∣∣∣
p

q
− x

∣∣∣∣∣∣ <
1

2q2

ならば，
p

q
は xの中間近似分数である．

(証明)

qnは狭義単調増加なので，qn ≤ q < qn+1となる nがある．
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このとき， ∣∣∣∣∣∣
pn

qn

−
p

q

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

p

q
− x

∣∣∣∣∣∣ +

∣∣∣∣∣∣
pn

qn

− x

∣∣∣∣∣∣
=

1

q
|p − qx| +

1

qn

|pn − qnx|

<
1

q
|p − qx| +

1

qn

|p − qx|

<

 1

q
+

1

qn

 ·
1

2q

=
1

qqn

·
q + qn

2q

<
1

qqn

.

よって，

|pnq − pqn| < 1.

pnq − pqn ∈ Zだから，pnq − pqn = 0．ゆえに，
p

q
=

pn

qn

.

¥
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2 減少型連分数

2.1 有限減少型連分数

N + 1個の変数

v0, v1, . . . , vn, . . . , vN

の関数

v0 −
1

v1 −
1

v2 −
. . .

−
1

vN−1 −
1

vN

(2.1.1)

を有限減少型連分数，または，減少型連分数という．

式 (2.1.1)を次の２つの形のいずれかで書き表す．

v0 −
1

v1−
1

v2−
· · · 1

vN

，または，〈v0, v1, v2, · · · , vN〉．

v0, v1, · · · , vN たちを減少型連分数の部分商，または商という．

計算により次がわかる．

〈v0〉 =
v0

1
, 〈v0, v1〉 =

v0v1 − 1

v1

, 〈v0, v1, v2〉 =
v2v1v0 − v2 − v0

v2v1 − 1
.

また，1 ≤ n ≤ N に対して明らかに次が成り立つ．

〈v0, v1〉 = v0 −
1

v1

, (2.1.2)

〈v0, v1, · · · , vn−1, vn〉 =

〈
v0, v1, · · · , vn−1 −

1

vn

〉
, (2.1.3)

〈v0, v1, · · · , vn〉 = v0 −
1

〈v1, v2, · · · , vn〉
= 〈v0, 〈v1, v2, · · · , vn〉〉． (2.1.4)

より一般に，1 ≤ m < n ≤ N に対して，次が成り立つ．

〈v0, v1, · · · , vn〉 = 〈v0, v1, · · · , vm−1, 〈vm, vm+1, · · · , vn〉〉． (2.1.5)
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2.2 減少型連分数の中間近似分数

0 ≤ n ≤ N を満たす nに対して，

〈v0, v1, . . . , vn〉

を 〈v0, v1, . . . , vN〉の n次中間近似分数という．

PnとQnを次のように定義する．

P0 = v0, P1 = v1v0 − 1, Pn = vnPn−1 − Pn−2, (2 ≤ n ≤ N).

Q0 = 1, Q1 = v1, Qn = vnQn−1 − Qn−2, (2 ≤ n ≤ N).

定理 2.2.1

〈v0, v1, . . . , vn〉 =
Pn

Qn

.

(証明)

i) n = 0と n = 1のときは，既に証明した．

ii) nのとき成り立つと仮定すると，

〈v0, v1, · · · , vn, vn+1〉 =

〈
v0, v1, · · · , vn−1, vn −

1

vn+1

〉
　

=

vn −
1

vn+1

 Pn−1 − Pn−2vn −
1

vn+1

Qn−1 − Qn−2

=
vn+1(vnPn−1 − Pn−2) − Pn−1

vn+1(vnQn−1 − Qn−2) − Qn−1

　　　　　　　　　　 =
vn+1Pn − Pn−1

vn+1Qn − Qn−1

=
Pn+1

Qn+1

.

¥

42



定理 2.2.2

　 1 ≤ n ≤ N なる任意の nに対して，

PnQn−1 − Pn−1Qn = −1,

すなわち，
Pn

Qn

−
Pn−1

Qn−1

= −
1

QnQn−1

.

(証明)

PnQn−1 − Pn−1Qn = (vnPn−1 − Pn−2)Qn−1 − Pn−1(vnQn−1 − Qn−2)

= Pn−1Qn−2 − Pn−2Qn−1

= · · ·

= P1Q0 − P0Q1

= (v0v1 − 1) − v0v1

= −1.

¥

定理 2.2.3

　 2 ≤ n ≤ N なる任意の nに対して，

PnQn−2 − Pn−2Qn = −vn,

すなわち，
Pn

Qn

−
Pn−2

Qn−2

= −
vn

QnQn−2

.

(証明)

PnQn−2 − Pn−2Qn = (vnPn−1 − Pn−2)Qn−2 − Pn−2(vnQn−1 − Qn−2)

= vn(Pn−1Qn−2 − Pn−2Qn−1)

= −vn.

¥
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2.3 正の商を持つ減少型連分数

v0に整数，v1, v2, · · · , vN に 2以上の整数が割り当てられているとき，減少型連

分数 〈v0, v1, · · · , vN〉は単純であるという．以下，各nに対し，Pn，Qnはそこに含

まれる変数 v0, v1, · · · , vN に割り当てられた数を代入した結果を表わすとする．明

らかに，Pn，Qnは整数である．また，xn =
Pn

Qn

とする．以下，前節までの変数

v0, v1, · · · , vNよりなる多項式Pn，Qnと数を代入した値Pn，Qnは区別せず，混用

する．

(2.1.5)より，2 ≤ n ≤ N に対して次が成り立つ．

x = 〈v0, v1, · · · , vN〉

= 〈v0, v1, · · · , vn−1, 〈vn, vn+1, · · · , vN〉〉

=
〈vn, vn+1, · · · , vN〉Pn−1 − Pn−2

〈vn, vn+1, · · · , vN〉Qn−1 − Qn−2

． (2.3.1)

定理 2.3.1

　 xnは nについて狭義単調減少である．

(証明)

補題を示す．

補題 2.3.2

Qn > 0 (n = 0, 1, · · · , N).

QN − QN−1 = (vNQN−1 − QN−2) − QN−1

= (vN − 1)QN−1 − QN−2

≥ QN−1 − QN−2

≥ · · ·

≥ Q1 − Q0 = v1 − 1 > 0.

よって，QN > QN−1 > · · · > Q0 = 1 > 0.
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定理 2.3.1を示す．

xn − xn−1 =
Pn

Qn

−
Pn−1

Qn−1

= −
1

QnQn−1

< 0.

¥

定理 2.3.1より，次のことが分かる．

定理 2.3.3

　 0 ≤ n ≤ N なる nに対して，xN < xn.

2.4 単純減少型連分数

x = xN

=
PN

QN

とする．このとき，数 xは減少型連分数 〈v0, v1, · · · , vN〉で表

わされるという．

定理 2.4.1

　 1 ≤ nに対して，Qn−1 < Qn.

補題 2.3.2より 明らか．

定理 2.4.2

　 n ≥ 0 に対して，Qn > n.

(証明)

i) n = 0のとき，Q0 = 1 > 0.

ii) nのとき成り立つと仮定すると，Qn > n，すなわち，Qn ≥ n + 1.

n + 1のときについて考える．

Qn+1 > Qnより，Qn+1 > n + 1.

¥
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定理 2.4.3

　
Pn

Qn

は既約分数である．

(証明)

d | Pn，d | Qnとなる d ̸= ±1, d ∈ Zがあると仮定する．

定理 2.2.2より，d | PnQn−1 − Pn−1Qn = −1.

しかし、d ̸= ±1と矛盾する．

¥

2.5 既約分数の単純減少型連分数表示

0 ≤ n ≤ N を満たす nに対して，

v′
n = 〈vn, vn+1, · · · , vN〉

を 〈v0, v1, · · · , vN〉の n次の全商という．

例)

x = v′
0, x =

v′
1v0 − 1

v′
1

.

そして，式 (2.3.1)より，

x =
v′

nPn−1 − Pn−2

v′
nQn−1 − Qn−2

(2 ≤ n ≤ N).

定理 2.5.1

vn = ⌈v′
n⌉.

(証明)

補題 2.5.2

〈v1, v2, · · · , vn〉 > 1.

i) n = 1のとき，〈v1〉 = v1 > 1．
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ii) n = 2のとき，

〈v1, v2〉 ≤ 1と仮定すると，
1

v2

+ 1 ≥ v1 ≥ 2.

よって，
1

v2

≥ 1，すなわち，v2 ≥ 1．

しかし，v2 > 1と矛盾する．

iii) nのとき，成り立つと仮定する．n + 1のときについて考える．

帰納法の仮定より，

〈v2, v3, · · · , vn, vn+1〉 > 1.

よって，
1

〈v2, v3, · · · , vn, vn+1〉
< 1.

ゆえに，

v1 −
1

〈v2, v3, · · · , vn, vn+1〉
> v1 − 1

≥ 2 − 1 = 1.

　定理 2.5.1を示す．

補題 2.5.2より，

v′
n+1 = 〈vn+1, vn+2, · · · , vN〉 > 1 (n ≥ 0).

よって，

vn − 1 < vn −
1

v′
n+1

< vn.

ゆえに，

vn − 1 < v′
n < vn.

従って，

⌈v′
n⌉ = vn.

¥
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定理 2.5.3

〈v0, v1, · · · , vM〉 = 〈w0, w1, · · · , wN〉

ならば，M = N で，かつ，

vi = wi (0 ≤ i ≤ M).

(証明)

x = 〈v0, v1, · · · , vM〉 = 〈w0, w1, · · · , wN〉とおく．

⌈x⌉ = ⌈v′
0⌉ = v0.

同様に，⌈x⌉ = w0．よって，v0 = w0．

ゆえに，

x = v0 −
1

v′
1

= w0 −
1

w′
1

なので，

v′
1 = w′

1.

従って，

v1 = ⌈v′
1⌉ = ⌈w′

1⌉ = w1.

ここで，M < N と仮定する．

上の操作を繰り返すと，

w′
M = v′

M = vM

となるから，

vM = w′
M

= wM −
1

w′
M+1

.

よって，
1

w′
M+1

= 0.

しかし，w′
M+1 > 1と矛盾するので，M ≥ N．同様にして，M ≤ N．

¥
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2.6 減少型連分数アルゴリズム

x ∈ R，v0 = ⌈x⌉とすると，

x = v0 − ξ0 (0 ≤ ξ0 < 1)

と書ける．ξ0 ̸= 0 ならば，

1

ξ0

= v′
1, ⌈v′

1⌉ = v1, v′
1 = v1 − ξ1 (0 ≤ ξ1 < 1)

と書ける．ξ ̸= 0ならば，

1

ξ1

= v′
2 = v2 − ξ2 (0 ≤ ξ2 < 1)

と書ける．また，n ≥ 1に対して，v′
n =

1

ξn−1

より，vn ≥ 2である．従って，

x = 〈v0, v
′
1〉 =

〈
v0,

v1 −
1

v′
2

〉
= 〈v0, v1, v

′
2〉 = · · · .

連立方程式

x = v0 − ξ0 (0 ≤ ξ0 < 1),

1

ξ0

= v′
1 = v1 − ξ1 (0 ≤ ξ1 < 1),

1

ξ1

= v′
2 = v2 − ξ2 (0 ≤ ξ2 < 1),

...

を減少型連分数アルゴリズムと呼ぼう．

アルゴリズムは，ξn ̸= 0である限り続く．ξN = 0となると，アルゴリズムは止

まり，

x = 〈v0, v1, · · · , vN〉

となる．この場合，xは減少型連分数により表わされ，有理数である．数 v′
nたち

は減少型連分数の全商である．
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定理 2.6.1

　任意の有理数は，有限減少型連分数で表わされる．

(証明)

x ∈ Rとする．

i) x ∈ Zのとき，

ξ0 = 0で，v0 = x．

ii) x /∈ Zのとき，

　 h, k ∈ Z，k > 1を使って，

x =
h

k

とおける．
h

k
= v0 − ξ0より，

h = v0k − ξ0k.

k1 = ξ0kとおく．ξ0 ̸= 0ならば，

v′
1 =

1

ξ0

=
k

k1

= v1 − ξ1.

　よって，

k = v1k1 − ξ1k1.

　このようにして，一連の方程式

h = v0k − ξ0k,

k = v1k1 − ξ1k1,

k1 = v2k2 − ξ2k2,

...

が得られる．この列は，ξn ̸= 0，すなわち，kn+1 ̸= 0である限り続く．

　ここで，非負整数 k, k1, k2, · · · は狭義単調減少であることを示す．
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I) n = 1のとき，

v1 − ξ1 > 1より，k = (v1 − ξ1)k1 > k1．

II) nのとき成り立つと仮定すると，kn > kn+1であるから，

kn+1 = (vn+2 − ξn+2)kn+2 > kn+2.

　よって，あるN に対して，kN+1 = 0となる．

　ゆえに，ξN = 0となり，アルゴリズムは止まる．

¥

ξN = 0より，v′
N = vN だから，

0 <
1

vN

=
1

v′
N

= ξN−1 < 1

よって，vN ≥ 2．

2.7 減少型連分数とその中間近似分数の差

N > 1とする．1 ≤ n ≤ N − 1に対して，

x −
Pn

Qn

=
v′

n+1Pn − Pn−1

v′
n+1Qn − Qn−1

−
Pn

Qn

=
PnQn−1 − Pn−1Qn

Qn(v′
n+1Qn − Qn−1)

=
− 1

Qn(v′
n+1Qn − Qn−1)

.

また，

x −
P0

Q0

= x − v0

= −
1

v′
1

．
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Q′
1 = v′

1， Q′
n = v′

nQn−1 − Qn−2 (1 < n ≤ N)

と書くと，次が得られる．

定理 2.7.1

　 1 ≤ n ≤ N − 1に対して，

x −
Pn

Qn

=
− 1

QnQ′
n+1

．

定理 2.7.2

　 1 ≤ n ≤ N に対して，|Pn − Qnx| < |Pn−1 − Qn−1x|．

(証明)

定理 2.7.1より，|Pn−1 − Qn−1x| =
1

Q′
n

．

Q′
nが狭義単調増加であることを示せばよい．

i) n = 1のとき，

Q′
2 = v′

2Q1 − Q0

= v′
2v1 − 1

= v′
2

v1 −
1

v′
2


= v′

2v
′
1

= v′
2Q

′
1 > Q′

1.
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ii) 2 ≤ n ≤ N − 1のとき，

Q′
n+1 = v′

n+1Qn − Qn−1

= v′
n+1

Qn −
Qn−1

v′
n+1


= v′

n+1

vnQn−1 − Qn−2 −
Qn−1

v′
n+1


= v′

n+1


vn −

1

v′
n+1

Qn−1 − Qn−2


= v′

n+1(v
′
nQn−1 − Qn−2)

= v′
n+1Q

′
n > Q′

n.

iii) n = N のとき，|PN − QNx| = 0．

¥

定理 2.7.3

　 1 ≤ n ≤ N に対して，

∣∣∣∣∣∣x −
Pn

Qn

∣∣∣∣∣∣ <

∣∣∣∣∣∣x −
Pn−1

Qn−1

∣∣∣∣∣∣．
定理 2.4.1と定理 2.7.2より，明らか．

定理 2.7.4

　 0 < n < N に対して，∣∣∣∣∣∣
Pn

Qn

− x

∣∣∣∣∣∣ <
1

Q′
nQ

′
n+1

<

 1

Q′
n

2

.

(証明)
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0 < n < N とする．

Q′
1 = v′

1 < v1 = Q1.

Q′
n = v′

nQn−1 − Qn−2

< vnQn−1 − Qn−2

= Qn.

定理 2.7.1より，

∣∣∣∣∣∣
Pn

Qn

− x

∣∣∣∣∣∣ =
1

QnQ′
n+1

<
1

Q′
nQ

′
n+1

．

定理 2.7.2の証明より，
1

Q′
nQ

′
n+1

<

 1

Q′
n

2

．

¥

2.8 無限単純減少型連分数

n → ∞のとき，xn = 〈v0, v1, v2, · · · , vn〉が極限値 xに近づくとすれば，単純減

少型連分数 xnは値 xに収束すると言い，

x = 〈v0, v1, v2, · · · 〉

と書く．

定理 2.8.1

　すべての無限単純減少型連分数は収束する．

(証明)

　定理 2.3.1より xnは狭義単調減少で，v′
n+1 > 1より，

xn = v0 −
1

v′
1

> v0 − 1.

¥
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2.9 無理数の無限単純減少型連分数表示

v′
n = 〈vn, vn+1, · · · 〉

を減少型連分数 x = 〈v0, v1, · · · 〉の n次の全商という．明らかに，

v′
n = lim

N→∞
〈vn, vn+1, · · · , vN〉

= vn − lim
N→∞

1

〈vn+1, vn+2, · · · , vN〉

= vn −
1

v′
n+1

.

定理 2.9.1

v′
n = 〈vn, vn+1, vn+2, · · · 〉ならば，vn = ⌈v′

n⌉ (n ≥ 0)．

定理 2.5.1と同様にして示せる．

定理 2.9.2

　 〈v0, v1, · · · 〉 = 〈w0, w1, · · · 〉ならば，

vn = wn (0 ≤ n).

定理 2.5.3と同様に示せる．

　

ここで，2.6節の減少型連分数アルゴリズムに戻る．

xが無理数のとき，アルゴリズムは停止しない．ゆえに，整数の無限列

v0, v1, v2, · · ·

が定義される．そして前と同様に

x = 〈v0, v
′
1〉 = · · · = 〈v0, v1, v2, · · · , vn, v

′
n+1〉 = · · ·

となる．よって，

x =
v′

n+1Pn − Pn−1

v′
n+1Qn − Qn−1

.
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ゆえに，

x −
Pn

Qn

=
Pn−1Qn − PnQn−1

Qn(v′
n+1Qn − Qn−1)

=
− 1

Qn(v′
n+1Qn − Qn−1)

.

そして，n → ∞のとき， ∣∣∣∣∣∣
Pn

Qn

− x

∣∣∣∣∣∣ <

 1

Q′
n

2

−→ 0

となる．従って，

x = lim
N→∞

Pn

Qn

= 〈v0, v1, v2, · · · 〉.

定理 2.9.2より一意的である．

定理 2.9.3

　任意の無理数は無限単純減少型連分数としてただ一通りに表わすことがで

きる．

　

xが有理数であれば減少型連分数アルゴリズムは停止するから，無限単純減少型

連分数は無理数であることも同時にわかった．

2.7節と同様に，

Q′
1 = v′

1, Q′
n = v′

nQn−1 − Qn−2 (2 ≤ n)

と定めると，次が得られる．

定理 2.9.4

　 2.7節での定理は無限単純減少型連分数に対しても成立する．
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2.10 補題

定理 2.10.1

　 ζ ∈ R, ζ > 1，かつ P,Q,R, Sを

Q > S > 0, PS − QR = −1

も満たす整数とし，

x =
Pζ − R

Qζ − S

とする．このとき，
R

S
と

P

Q
は xの引き続く 2つの中間近似分数である．

　
R

S
=

Pn−1

Qn−1

，
P

Q
=

Pn

Qn

ならば，ζ = v′
n+1．

(証明)

P

Q
= 〈v0, v1, v2, · · · , vn〉 =

Pn

Qn

とおく．

PS − QR = −1より，(P, Q) = 1で，また，Q > 0．

そして，(Pn, Qn) = 1，Qn > 0であるから，

P = Pn, Q = Qn.

次に，R = Pn−1，S = Qn−1を示す．

PnQn−1 − Pn−1Qn = −1より，

PS − QR = PnQn−1 − Pn−1Qn.

P = Pn, Q = Qnより，

Pn(S − Qn−1) = Qn(R − Pn−1).

(Pn, Qn) = 1より，

Qn|S − Qn−1.

しかし，Q = Qn > S > 0，Qn > Qn−1 > 0より，

−Qn < S − Qn−1 < Qn
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であるから，S − Qn−1 = 0．

よって，

S = Qn−1, R = Pn−1.

ゆえに，

x =
Pζ − R

Qζ − S
=

Pnζ − Pn−1

Qnζ − Qn−1

= 〈v0, v1, v2, · · · vn−1, vn, ζ〉.

vn+1 = ⌈ζ⌉として，

ζ = 〈vn+1, vn+2, · · · 〉

が得られる．

¥

2.11 対等な数

a, b, c, d ∈ Z，ad − bc = −1，c > dとする．

ξ, η ∈ Rが，

ξ =
aη − b

cη − d

を満たすとき，ξは ηに対等であるという．

ξ =
1 · ξ − 0

0 · ξ − (−1)
, 1 · (−1) − 0 · 0 = −1.

よって，ξは自分自身に対等である．また，ξが ηに対等ならば，

η =
dξ − b

cξ − a
, d · a − b · c = ad − bc = −1.

よって，ηは ξに対等である．

定理 2.11.1

　 ξとηが対等で，ηとζが対等ならば，ξと ζも対等である．

(証明)
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ad − bc = −1, a′d′ − b′c′ = −1とする．仮定より，

ξ =
aη − b

cη − d
, η =

a′ζ − b′

c′ζ − d′

と表せる．よって，

ξ =

a

a′ζ − b′

c′ζ − d′

 − b

c

a′ζ − b′

c′ζ − d′

 − d

=
a(a′ζ − b′) − b(c′ζ − d′)

c(a′ζ − b′) − d(c′ζ − d′

=
(aa′ − bc′)ζ − (ab′ − bd′)

(ca′ − dc′)ζ − (cb′ − dd′)
.

また，

　 (aa′ − bc′)(cb′ − dd′) − (ab′ − bd′)(ca′ − dc′)

= (aca′b′ − ada′d′ − bcb′c + bdc′d′) − (aca′b′ − adb′c′ − bca′d′ + bdc′d′)

= −ada′d′ − bcb′c + adb′c′ + bca′d′

= −(ad − bc)(a′d′ − b′c′)

= −1.

¥

定理 2.11.1によって，無理数を対等な無理数の類に分けることができる．

h, k ∈ Z，(h, k) = 1とすると，

hk′ − h′k = 1

となる h′, k′ ∈ Zが存在する．このとき，

h

k
=

h′ · 0 − h

k′ · 0 − k
h′k − hk′ = −1.
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よって，
h

k
と 0は対等である．定理 2.11.1より，

h

k
は他の任意の有理数と対等で

ある．

定理 2.11.2

任意の 2つの有理数は対等である．

定理 2.11.3

　 2つの無理数 ξと ηが対等であるための必要十分条件は，

ξ = 〈v0, v1, v2, · · · , vm, c0, c1. · · · 〉,

η = 〈w0, w1, w2, · · · , wn, c0, c1, · · · 〉.

(証明)

(⇐)

α = 〈c0, c1, c2, · · · 〉とすると，

ξ = 〈v0, v1, v2, · · · , vm, α〉

=
Pmα − Pm−1

Qmα − Qm−1

.

PmQm−1 − Pm−1Qm = −1より，ξと αは対等である．

同様に，ηと αも対等である．

　

(⇒)

ξと ηが対等であるとすると，

η =
aξ − b

cξ − d
, ad − bc = −1.

とおける．cξ − d > 0と仮定してよい．もしそうでなければ，a, b, c, dの符号を変

えたものに置き換えれば，よいからである．ξを減少型連分数展開すると，

ξ = 〈v0, v1, · · · , v′
k〉

=
Pk−1v

′
k − Pk−2

Qk−1v′
k − Qk−2
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が得られる．ゆえに，

η =

a

 Pk−1v
′
k − Pk−2

Qk−1v′
k − Qk−2

 − b

c

 Pk−1v
′
k − Pk−2

Qk−1v′
k − Qk−2

 − d

=
a(Pk−1v

′
k − Pk−2) − b(Qk−1v

′
k − Qk−2)

c(Pk−1v′
k − Pk−2) − d(Qk−1v′

k − Qk−2)

=
(aPk−1 − bQk−1)v

′
k − (aPk−2 − bQk−2)

(cPk−1 − dQk−1)v′
k − (cPk−2 − dQk−2)

.

ここで，

P = aPk−1 − bQk−1, R = aPk−2 − bQk−2,

Q = cPk−1 − dQk−1, S = cPk−2 − dQk−2

とおくと，P,Q,R, S ∈ Zで，

PS − RQ = (aPk−1 − bQk−1)(cPk−2 − dQk−2) − (aPk−2 − bQk−2)(cPk−1 − dQk−1)

= (acPk−1Pk−2 − adPk−1Qk−2 − bcPk−2Qk−1 + bdQk−1Qk−2)

− (acPk−1Pk−2 − adPk−2Qk−1 − bcPk−1Qk−2 + bdQk−1Qk−2)

= (ad − bc)(Pk−2Qk−1 − Pk−1Qk−2)

= −1.

定理 2.7.1より，

Pk−1 = ξQk−1 +
1

Q′
k

, Pk−2 = ξQk−2 +
1

Q′
k−1

.

よって，

Q = c

ξQk−1 +
1

Q′
k

 − dQk−1 S = (cξ − d)Qk−2 +
c

Q′
k−1

.

= (cξ − d)Qk−1 +
c

Q′
k

.
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cξ − d > 0，Qk−1 > Qk−2，
1

Q′
k

は狭義単調減少なので，kが十分大きいとき，

Q > S > 0.

ζ = v′
kとおくと，そのような kに対して，

η =
Pζ − R

Qζ − S
.

そして，

PS − QR = −1, ζ = v′
k > 1.

定理 2.10.1より，

η = 〈b0, b1, b2, · · · , bl, ζ〉

= 〈b0, b1, b2, · · · , bl, vk, vk+1, · · · 〉.

¥

2.12 循環減少型連分数

循環減少型連分数とは，ある固定された正の kとすべての l ≥ Lに対して，

vl = vl+k

となるような減少型連分数のことである．部分商の組

vL, vL+1, · · · , vL+k−1

は循環節と呼ばれ，循環減少型連分数を次のように書き表すことができる．

〈v0, v1, · · · , vL−1, v̇L, · · · , v̇L+k−1〉．

定理 2.12.1

循環減少型連分数は 2次根数である．

(証明)
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v′
Lを循環減少型連分数 xの L次の全商とすると，

v′
L = 〈vL, vL+1, · · · , vL+k−1, vL, vL+1, · · · 〉

= 〈vL, vL+1, · · · , vL+k−1, v
′
L〉

=
v′

Lp′ − p′′

v′
Lq′ − q′′

.

q′v′
L

2 − (q′′ + p′)v′
L + p′′ = 0. · · · 1⃝

ここで，
p′′

q′′
，

p′

q′
は 〈vL, vL+1, · · · , vL+k−1〉の最後の 2つの中間近似分数である．

また，x =
PL−1v

′
L − PL−2

QL−1v′
L − QL−2

より，

v′
L =

QL−2x − PL−2

QL−1x − PL−1

.

これを 1⃝に代入すると，

q′

QL−2x − PL−2

QL−1x − PL−1

2

− (q′′ + p′)

QL−2x − PL−2

QL−1x − PL−1

 + p′′ = 0.

q′(QL−2x − PL−2)
2 − (q′′ + p′)(QL−2x − PL−2)(QL−1x − PL−1) + p′′(QL−1x − PL−1)

2 = 0.

{q′Q2
L−2 − QL−1QL−2(q

′′ + p′) + p′′Q2
L−1}x2

− {2q′QL−2PL−2 − (q′′ + p′)(QL−2PL−1 + PL−2QL−1) + 2p′′QL−1PL−1}x

+ {q′P 2
L−2 − (q′′ + p′)PL−2PL−1 + p′′P 2

L−1} = 0.

ここで，

A = q′Q2
L−2 − QL−1QL−2(q

′′ + p′) + p′′Q2
L−1,

B = 2q′QL−2PL−2 − (q′′ + p′)(QL−2PL−1 + PL−2QL−1,

C = q′P 2
L−2 − (q′′ + p′)PL−2PL−1 + p′′P 2

L−1)
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とおくと，

Ax2 − Bx + C = 0

が得られる． A,B,C ∈ Zで，xは無理数であるから，xは 2次根数である．

¥

定理 2.12.2

　 2次根数を表わす減少型連分数は循環する．

　

定理 2.12.2を示す前に補題を示す．

　

補題 2.12.3

　 α =
b0 +

√
d0

a0

とする．但し，a0, b0 ∈ Zで，d0 ∈ Nは平方数でない．また，

a0|b2
0 − d0とする．  bi+1 = aivi − bi,

aiai+1 = b2
i+1 − d0

とおくとき，次が成り立つ．

(1) 　 α =

〈
v0, v1, · · · , vn,

bn+1 +
√

d0

an+1

〉
．

(2) 　 i ∈ Nとする．i < jとなるすべての j ∈ Nに対して，

0 < aj かつ |bj − aj| <
√

d0 < bj.

(証明)

(1)

i) n = 0のとき，
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　 b1 = a0v0 − b0, a0a1 = b2
1 − d0より，

α =
b0 +

√
d0

a0

=
(a0v0 − b1) +

√
d0

a0

= v0 −
b1 −

√
d0

a0

= v0 −
a1(b1 −

√
d0)

b2
1 − d0

= v0 −
a1

b1 +
√

d0

=

〈
v0,

b1 +
√

d0

a1

〉
.

ii) nのとき成り立つと仮定する．n + 1のときについて考える．

bn+1 +
√

d0

an+1

=
an+1vn+1 − bn+2 +

√
d0

an+1

= vn+1 −
bn+2 −

√
d0

an+1

= vn+1 −
an+2(bn+2 −

√
d0)

b2
n+2 − d0

= vn+1 −
an+2

bn+2 +
√

d0

.

帰納法の仮定より，

α =

〈
v0, v1, · · · , vn,

bn+1 +
√

d0

an+1

〉

=

〈
v0, v1, · · · , vn,

vn+1 −
1

bn+2 +
√

d0

an+2


〉

=

〈
v0, v1, · · · , vn, vn+1,

bn+2 +
√

d0

an+2

〉
.

65



(2)

ρ =
√

d0とおく．ai < 0とする．

vi − 1 < v′
i =

bi + ρ

ai

より，

ai(vi − 1) > bi + ρ.

aivi − ai > bi + ρ.

−ai > −(aivi − bi) + ρ = −bi+1 + ρ.

よって，

ai < bi+1 − ρ < bi+1.

また，1 < v′
i+1 =

bi+1 + ρ

ai+1

より，ai+1 < 0ならば，

bi+1 < bi+1 + ρ < ai+1.

よって，ai < ai+1．また，ai+1 > 0ならば，明らかに　 ai < ai+1．

ゆえに，ai < 0ならば，ai < ai+1．

従って，0 < ai0となる i0がある．

bi0 + ρ

ai0

= v′
i0

< vi0より，

ρ < ai0vi0 − bi0 = bi0+1

であるから，

0 < b2
i0+1 − ρ2

= b2
i0+1 − d0

= ai0ai0+1.

よって，0 < ai0+1．

また，1 < v′
i0+1 =

bi0+1 + ρ

ai0+1

より，ai0+1 − bi0+1 < ρ．

ゆえに，0 < aiならば i < jとなるすべての j ∈ Nに対して，

0 < aj，aj − bj < ρ < bj．
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次に，0 < aiとなる iに対して，ki ∈ Zを

bi + kiai − ai < ρ < bi + kiai

となるものとし，b′i = bi + kiaiとおく．

ai < b′i + ρを示す．

b′i + ρ < aiと仮定せよ．

vi =


b′i + ρ

ai

 − kiより，

bi = aivi − bi

= aivi − (b′i − kiai)

= ai(vi + ki) − b′i

= ai


b′i + ρ

ai

 − b′i

= ai − b′i

< ai.

このとき，aiai+1 < b2
i+1 < a2

i より，0 < ai < ai+1となる．

しかし，0 < ai < ai+1と矛盾する．

ゆえに，ai < b′i + ρ．

v̂0 =


b′i + ρ

ai

，v̂n = vi+n (n ∈ N)とおくと，

b′i + ρ

ai

=

〈
v̂0,

bi+1 + ρ

ai+1

〉

=

〈
v̂0, v̂1, v̂2, · · · , v̂n−1,

bi+n + ρ

ai+n

〉
.

âm = ai+m (m = 0, 1, 2, · · · )．
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b̂0 = b′i

b̂n = bi+n (n = 1, 2, 3, · · · )
とおく．b̂m − âm < ρを示す．

i) m = 0のとき，

ρ − (b̂0 − â0) = ρ − b′i + ai

> (b′i − ai) − b′i + ai = 0.

ii) mのとき成り立つと仮定する．m + 1のときについて考える．

b̂m − âm < ρより，0 < âm − b̂m + ρ．

âm < âm + (âm − b̂m + ρ)

= 2âm − b̂m + ρ. · · · · · · 1⃝

また，2 ≤ v̂m = vi+mより，

b̂m+1 = bi+m+1

= ai+mvi+m − bi+m

≥ 2ai+m − bi+m = 2âm − b̂m. · · · · · · 2⃝

よって， 1⃝， 2⃝より，

âm < b̂m+1 + ρ.

ゆえに，

âm+1 =
b̂2
m+1 − d0

âm

=
(b̂m+1 + ρ)(b̂m+1 − ρ)

âm

> b̂m+1 − ρ.

すなわち，0 < aiとなる iがあって，i < j となるすべての j ∈ Nに対して　

bj − aj < ρ < bjである．

¥
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補題 2.12.4

　 0 < aで |b − a| < ρ < bとなる a, b ∈ Z，ρ ∈ Rについて，aが b2 − ρ2を割

り切るならば，a ≤ ρ2，b2 ≤ ρ2．

(証明)

a′ ∈ Zを aa′ = b2 − ρ2となるものとする．

　 |b − a| < ρより， a < b + ρ.

　ρ < bより， 0 < b − ρ.

これらより，　

a(b − ρ) < (b + ρ)(b − ρ)

= aa′.

a > 0より，b − ρ < a′．よって，b − a′ < ρ．

また，

　 |b − a| < ρ, ρ < bより， 0 < b − ρ < a.

　 0 < ρ < bより， 0 < b + ρ.

これらより，

b2 − ρ2 = (b − ρ)(b + ρ) < a(b + ρ)

aa′ < a(b + ρ)

a′ < b + ρ

−ρ < b − a′.

よって，

|b − a′| < ρ.

従って，

0 < ρ2 − (a − b)(b − a′)

= ρ2 − ab + aa′ + b2 − a′b

= (b2 − aa′) − ab + aa′ + b2 − a′b

= b(2b − a − a′).
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0 < bより，0 < 2b − a − a′．

また，b, a, a′ ∈ Zより 2b − a − a′ ∈ Zであるから，1 ≤ 2b − a − a′．

よって，

a ≤ a(2b − a − a′)　

= 2ab − a2 − aa′

= 2ab − a2 − (b2 − ρ2)

= ρ2 − (a2 − 2ab + b2) = ρ2 − (a − b)2 ≤ ρ2. · · · 1⃝

次に，b ≤ ρ2を示す．

b ≤ aのとき，a ≤ ρ2より，b ≤ ρ2．

b > aのとき，b, a ∈ Zより，b − a ≥ 1．

1⃝より，a ≤ ρ2 − (a − b)2．

よって，ρ2 ≥ (b − a)2 + a ≥ b − a + a = b．

¥

定理 2.12.2を示す．

2次根数
b +

√
d

a
について，

a0 = |a|a, b0 = |a|b, d0 = a2d

とおくと，
b +

√
d

a
=

b0 +
√

d0

a0

，a0|b2
0 − d0．

そこで，α, d0, ai, biを補題 2.12.3と同じものとする．

補題 2.12.3と補題 2.12.4より，ある i ∈ Nより大きい j ∈ Nに対して，

0 < aj ≤ d0　かつ　 0 < bj ≤ d0　

であるから，組 (aj, bj)は有限個しかない．よって，(aj1 , bj1) = (aj2 , bj2)となる

j1, j2 ∈ Nがある．

従って，

α = 〈v0, v1, · · · , vj1−1, v̇j1 , · · · , v̇j2−1〉 .

¥
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2.13 連分数から減少型連分数へ

定理 2.13.1

　 α = [a0, a1, a2, · · · ]とするとき，

α = 〈(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a1 − 1 個

, (a2 + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a3 − 1 個

, · · · , (a2i + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a2i+1 − 1 個

, a′
2i+2 + 1〉

と表せる．但し，i ∈ N (i ≥ 0)．

　特に，v0 = a0 + 1,

vPi
j=1 a2j−1

= a2i + 2.

(証明)

補題 2.13.2

任意の h ∈ N (1 ≤ h)，β ∈ Rに対して，

(h + 1)β + 1

hβ + 1
= 2 −

1

2 −
. . .

2 −
1

β + 1

= 〈2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
h 個

, (β + 1)〉.

補題を示す．

i) h = 1のとき，

2β + 1

β + 1
=

2(β + 1) − 1

β + 1

= 2 −
1

β + 1
.

ii) hのとき成り立つと仮定する．h + 1のときについて考える．
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h + 1のとき，

(h + 2)β + 1

(h + 1)β + 1
=

2{(h + 1)β + 1} − hβ − 1

(h + 1)β + 1

= 2 −
hβ + 1

(h + 1)β + 1

= 2 −
1

(h + 1)β + 1

hβ + 1

= 〈2, 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
h 個

, (β + 1)〉

= 〈2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
h + 1 個

, (β + 1)〉.

定理を示す．

I) i = 0のとき，
1

a′
1

< 1より，

⌈α⌉ =

a0 +
1

a′
1


= a0 +


1

a′
1


= a0 + 1.
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よって，

α = (a0 + 1) − (1 −
1

a′
1

) = (a0 + 1) −
1

a′
1

a′
1 − 1

= (a0 + 1) −
1

a1 +
1

a′
2

a1 +
1

a′
2

− 1

= (a0 + 1) −
1

a1a
′
2 + 1

(a1 − 1)a′
2 + 1

= (a0 + 1) −
1

〈2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a1 − 1 個

, (a′
2 + 1)〉

= 〈(a0 + 1), 2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a1 − 1 個

, (a′
2 + 1)〉.

II) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．

⌈a′
2i+2 + 1⌉ = ⌈a′

2i+2⌉ + 1

= (a2i+2 + 1) + 1

= a2i+2 + 2.
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　よって，

a′
2i+2 + 1 = (a2i+2 + 2) − {a2i+2 + 2 − (a′

2i+2 + 1)}

= (a2i+2 + 2) − {a2i+2 − (a2i+2 +
1

a′
2i+3

) + 1}

= (a2i+2 + 2) − (1 −
1

a′
2i+3

)

= (a2i+2 + 2) −
1

a2i+3a
′
2i+4 + 1

(a2i+3 − 1)a′
2i+4 + 1

= (a2i+2 + 2) −
1

〈2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a2i+3 − 1 個

, (a′
2i+4 + 1)〉

.

帰納法の仮定より，

α = 〈(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a1 − 1 個

, (a2 + 2), · · · , (a′
2i+2 + 1)〉

= 〈(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a1 − 1 個

, (a2 + 2), · · · , (a2i+2 + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a2i+3 − 1 個

, (a′
2i+4 + 1)〉.

¥

次に現れる pnと qnは第１章で定義したものであることに注意してほしい．

定理 2.13.3

　任意の n ∈ N (n ≥ 1)に対して，p2n−1 = P(
Pn

i=1 a2i−1)−1,

q2n−1 = Q(
Pn

i=1 a2i−1)−1.

　また，a1 ̸= 1のとき，p2n−1 − p2n−2 = P(
Pn

i=1 a2i−1)−2,

q2n−1 − q2n−2 = Q(
Pn

i=1 a2i−1)−2.
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(証明)

補題 2.13.4

　任意の k ∈ N (k ≥ 0)に対して，
Pn+k

Qn+k

= 〈vn, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
k 個

〉とすると，

Pn+k = (k + 1)vn − k, Qn+k = k + 1.

補題を示す．

i) k = 0のとき，

Pn

Qn

= 〈vn〉 =
vn

1
.

(Pn, Qn) = 1より，

Pn = vn, Qn = 1.

ii) k = 1のとき，

Pn+1

Qn+1

= 〈vn, 2〉 =
2vn − 1

2
.

(Pn+1, Qn+1) = 1より，

Pn+1 = 2vn − 1, Qn+1 = 2.

iii) k, k − 1のとき成り立つと仮定する．k + 1のときについて考える．

Pn+k+1

Qn+k+1

=
2Pn+k − Pn+k−1

2Qn+k − Qn+k−1

=
2{(k + 1)vn − k} − {kvn − (k − 1)}

2(k + 1) − k

=
(k + 2)vn − (k + 1)

k + 2
.

(Pn+k+1, Qn+k+1) = 1より，

Pn+k+1 = (k + 2)vn − (k + 1), Qn+k+1 = k + 2.

定理を示す．
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I) n = 1のとき，

Pa1−1

Qa1−1

= 〈(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a1−1 個

〉

=
a1(a0 + 1) − (a1 − 1)

a1

=
a1a0 + 1

a1

=
p1

q1

.

Pa1−2

Qa1−2

= 〈(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a1−2 個

〉

=
(a1 − 1)(a0 + 1) − (a1 − 2)

a1 − 1

=
a0(a1 − 1) + 1

a1 − 1

=
a1a0 + 1 − a0

a1 − 1

=
p1 − p0

q1 − q0

.
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II) nのとき成り立つと仮定する．n + 1のときについて考える．

P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−1

Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−1

=

〈
(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

a1−1 個

, · · · , (a2n + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a2n+1−1 個

〉

=

〈
(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

a1−1 個

, · · · , (a2n−2 + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a2n−1−1 個

,
a2n+1(a2n + 1) + 1

a2n+1

〉

=

a2n+1(a2n + 1) + 1

a2n+1

P(
Pn

i=1 a2i−1)−1 − P(
Pn

i=1 a2i−1)−2

a2n+1(a2n + 1) + 1

a2n+1

Q(
Pn

i=1 a2i−1)−1 − Q(
Pn

i=1 a2i−1)−2

=

a2n+1(a2n + 1) + 1

a2n+1

p2n−1 − (p2n−1 − p2n−2)

a2n+1(a2n + 1) + 1

a2n+1

q2n−1 − (q2n−1 − q2n−2)

=
{a2n+1(a2n + 1) + 1}p2n−1 − a2n−1(p2n−1 − p2n−2)

{a2n+1(a2n + 1) + 1}q2n−1 − a2n−1(q2n−1 − q2n−2)

=
a2n+1{(a2n + 1)p2n−1 − (p2n−1 − p2n−2)} + p2n−1

a2n+1{(a2n + 1)q2n−1 − (q2n−1 − q2n−2)} + q2n−1

=
a2n+1(a2np2n−1 + p2n−2) + p2n−1

a2n+1(a2nq2n−1 + q2n−2) + q2n−1

=
a2n+1p2n + p2n−1

a2n+1q2n + q2n−1

=
p2n+1

q2n+1

.

(P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−1, Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−1) = 1より，

P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−1 = p2n+1, Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−1 = q2n+1.
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a2n+1 ̸= 1のとき，

P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2

Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2

=

〈
(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

a1−1 個

, · · · , (a2n + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a2n+1−2 個

〉

=

〈
(a0 + 1), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

a1−1 個

, · · · , (a2n−2 + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
a2n−1−2 個

,
(a2n+1 − 1)(a2n + 1) + 1

a2n+1 − 1

〉

=

(a2n+1 − 1)(a2n + 1) + 1

a2n+1 − 1
P(

Pn
i=1 a2i−1)−1 − P(

Pn
i=1 a2i−1)−2

(a2n+1 − 1)(a2n + 1) + 1

a2n+1 − 1
Q(

Pn
i=1 a2i−1)−1 − Q(

Pn
i=1 a2i−1)−2

=

(a2n+1 − 1)(a2n + 1) + 1

a2n+1 − 1
p2n−1 − (p2n−1 − p2n−2)

(a2n+1 − 1)(a2n + 1) + 1

a2n+1 − 1
q2n−1 − (q2n−1 − q2n−2)

=
{(a2n+1 − 1)(a2n + 1) + 1}p2n−1 − (a2n−1 − 1)(p2n−1 − p2n−2)

{(a2n+1 − 1)(a2n + 1) + 1}q2n−1 − (a2n−1 − 1)(q2n−1 − q2n−2)

=
(a2n+1 − 1){(a2n + 1)p2n−1 − (p2n−1 − p2n−2)} + p2n−1

(a2n+1 − 1){(a2n + 1)q2n−1 − (q2n−1 − q2n−2)} + q2n−1

=
(a2n+1 − 1)p2n + p2n−1

(a2n+1 − 1)q2n + q2n−1

=
a2n+1p2n + p2n−1 − p2n

a2n+1q2n + q2n−1 − q2n

=
p2n+1 − p2n

q2n+1 − q2n

.

(P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2, Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2) = 1より，

P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2 = p2n+1 − p2n, Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2 = q2n+1 − q2n.
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a2n+1 = 1のとき，

P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2

Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2

=
P(

Pn
i=1 a2i−1)−1

Q(
Pn

i=1 a2i−1)−1

=
p2n−1

q2n−1

=
p2n + p2n−1 − p2n

q2n + q2n−1 − q2n

=
a2n+1p2n + p2n−1 − p2n

a2n+1q2n + q2n−1 − q2n

=
p2n+1 − p2n

q2n+1 − q2n

.

(P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2, Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2) = 1より，

P(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2 = p2n+1 − p2n, Q(
Pn+1

i=1 a2i−1)−2 = q2n+1 − q2n.

¥

定理 2.13.5

a1 = 1のとき，任意の n ∈ N (n ≥ 2)に対して，

p2n−1 − p2n−2 = P(
Pn

i=1 a2i−1)−2.

q2n−1 − q2n−2 = Q(
Pn

i=1 a2i−1)−2.

(証明)

i) n = 2のとき，
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・a3 ̸= 1のとき，

Pa3+a1−2

Qa3+a1−2

=

〈
(a0 + 1), (a2 + 2), 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸

a3−2 個

〉

=

〈
(a0 + 1),

(a3 − 1)(a2 + 1) + 1

a3 − 1

〉

= (a0 + 1) −
a3 − 1

(a3 − 1)(a2 + 1) + 1

=
(a0 + 1){(a3 − 1)(a2 + 1) + 1} − (a3 − 1)

(a3 − 1)(a2 + 1) + 1

=
(a3 − 1){(a0 + 1)(a2 + 1) − 1} + (a0 + 1)

(a3 − 1)(a2 + 1) + 1

=
(a3 − 1)p2 + p1

(a3 − 1)q2 + q1

=
a3p2 + p1 − p2

a3q2 + q1 − q2

=
p3 − p2

q3 − q2

.

(Pa3+a1−2, Qa3+a1−2) = 1より，

Pa3+a1−2 = p3 − p2, Qa3+a1−2 = q3 − q2.

・a3 = 1のとき，

Pa3+a1−2

Qa3+a1−2

=
P0

Q0

=
a0 + 1

1
.
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　また，

p3 − p2

q3 − q2

=
a3p2 + p1 − p2

a3q2 + q1 − q2

=
p2 + p1 − p2

q2 + q1 − q2

=
p1

q1

=
a0 + 1

1
　.

　よって，
Pa3+a1−2

Qa3+a1−2

=
p3 − p2

q3 − q2

.

　 (Pa3+a1−2, Qa3+a1−2) = 1より，

Pa3+a1−2 = p3 − p2, Qa3+a1−2 = q3 − q2.

ii) nのとき成り立つと仮定する．

n + 1のとき，定理 2.13.3の II)と同様にして，成り立つ．

¥

2.14 減少型連分数から連分数へ

定理 2.14.1

　 i ∈ N (i ≥ 1)とする．α = 〈v0, v1, v2, · · · 〉のとき，

α =

v0 − 1, h1 + 1, v1+h1 − 2, h2 + 1, · · · , vi+
Pi

j=1 hj
− 2,

v′
i+1+

Pi
j=1 hj

v′
i+1+

Pi
j=1 hj

− 1

 .

　ただし，hi = 〈2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
hi 個

, vi+
Pi

j=1 hj
〉，かつ，vi+1+

Pi
j=1 hj

̸= 2．

(証明)
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I) i = 1のとき，
1

v′
1

< 1より，

⌊α⌋ =

v0 −
1

v′
1


= v0 − 1.

よって，a0 = v0 − 1．

このとき，

α = v0 −
1

v′
1

= (v0 − 1) + (1 −
1

v′
1

)

= v0 − 1 +
v′

1 − 1

v′
1

= v0 − 1 +
1

v′
1

v′
1 − 1

=

v0 − 1,
v′

1

v′
1 − 1

 .

i) v1 ̸= 2のとき，

a′
1 =

v′
1

v′
1 − 1

=

v1 −
1

v′
2

v1 −
1

v′
2

− 1

=
v1v

′
2 − 1

(v1 − 1)v′
2 − 1

= 1 +
v′

2

(v1 − 1)v′
2 − 1

.
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v′
2

(v1 − 1)v′
2 − 1

< 1より，

a1 =

 v′
1

v′
1 − 1

 = 1.

よって，

a′
1 = 1 +

1

(v1 − 1)v′
2 − 1

v′
2

= 1 +
1

v1 − 1 −
1

v′
2

=

1, v1 − 1 −
1

v′
2

 .

また，

a2 =

v1 − 1 −
1

v′
2


= v1 − 2

であるから，

a′
2 = v1 − 1 −

1

v′
2

= (v1 − 2) + (1 −
1

v′
2

)

=

v1 − 2,
v′

2

v′
2 − 1

 .

ゆえに，

α = [a0, a1, a2, a
′
3]

=

v0 − 1, 1, v1 − 2,
v′

2

v′
2 − 1

 .
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ii) v1 = v2 = · · · = vh1 = 2，かつ，vh1+1 ̸= 2のとき， (h1 ≥ 1)

1 −
1

v′
1

= 1 −
1

〈2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
h1 個

, v′
1+h1

〉

= 1 −
h1(v

′
1+h1

− 1) + 1

(h1 + 1)(v′
1+h1

− 1) + 1

=
(h1 + 1)(v′

1+h1
− 1) + 1 − h1(v

′
1+h1

− 1) − 1

(h1 + 1)(v′
1+h1

− 1) + 1

=
v′

1+h1
− 1

(h1 + 1)(v′
1+h1

− 1) + 1
.

逆数をとると，

v′
1

v′
1 − 1

=
(h1 + 1)(v′

1+h1
− 1) + 1

v′
1+h1

− 1

= h1 + 1 +
1

v′
1+h1

− 1
.

1

v′
1+h1

− 1
< 1より，　　 a1 =

 v′
1

v′
1 − 1

 = h1 + 1．

よって，　　 a′
1 = [h1 + 1, v′

1+h1
− 1]．

また，
1

v′
2+h1

< 1より，

a2 = ⌊v′
1+h1

− 1⌋

=

v1+h1 −
1

v′
2+h1

 − 1


=

v1+h1 − 1 −
1

v′
2+h1


= v1+h1 − 2
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であるから，

a′
2 = v′

1+h1
− 1

= (v1+h1 − 2) + (1 −
1

v′
2+h1

)

=

v1+h1 − 2,
v′

2+h1

v′
2+h1

− 1

 .

ゆえに，

α = [a0, a1, a2, a
′
3]

=

v0 − 1, h1 + 1, v1+h1 − 2,
v′

2+h1

v′
2+h1

− 1

 .

h1 = 0のとき，i)と同じになるので，h1 ≥ 0に対して，

α =

v0 − 1, h1 + 1, v1+h1 − 2,
v′

2+h1

v′
2+h1

− 1

 .

II) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．

i) vi+1+
Pi

j=1 hj
̸= 2のとき，I =

∑i
j=1 hjとおくと，

v′
i+1+I

v′
i+1+I − 1

=

vi+1+I −
1

v′
i+2+I

vi+1+I −
1

v′
i+2+I

− 1

=
vi+1+Iv

′
i+2+I − 1

(vi+1+I − 1)v′
i+2+I − 1

= 1 +
v′

i+2+I

(vi+1+I − 1)v′
i+2+I − 1

.

v′
i+2+I

(vi+1+I − 1)v′
i+2+I − 1

より，

 v′
i+1+I

v′
i+1+I − 1

 = 1.
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よって，
v′

i+1+I

v′
i+1+I − 1

=

1, vi+1+I − 1 −
1

v′
i+2+I

 .

また， vi+1+I − 1 −
1

v′
i+2+I

 = vi+1+I − 2

であるから，

vi+1+I − 1 −
1

v′
i+2+I

= (vi+1+I − 2) + (1 −
1

v′
i+2+I

).

¥
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3 有理数の木

3.1 有理数の木

1

1
から始めて，

p

q
の左下に

p

p + q
，右下に

p + q

q
を置くと次のような図がで

きる．

1

1

1

2

1

3

1

4

4

3

3

2

3

5

5

2

2

1

2

3

2

5

5

3

3

1

3

4

4

1

...
...

... .

図 (3.1.1)

　

これを有理数の木と呼ぶ．有理数の木を帰納的に定義する．

T0を
1

1
という図形で，T0の 0行目 (の左から)0番目の有理数を

1

1
と定める．

図形 Tiと Tiの i行目 (の左から)k番目 (0 ≤ k < 2i)の有理数が定義されたと

き，図形 Ti+1とは，すべての kに対して，Tiの i行目 k番目の有理数
p

q
の左下に

p

p + q
，右下に

p + q

q
を書いて，以下のように辺で結んだものである．
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p

q

p

p + q

p + q

q

.

p

q
を

p

p + q
や

p + q

q
の親と呼ぶ．

この
p

p + q
はTi+1の i+1行目 2k番目の有理数，

p + q

q
はTi+1の i+1行目 2k +1

番目の有理数と呼ぶ．実際，2k番目の有理数は (左から)2k番目であり，2k + 1番

目もそうである．

T =
⋃

Tiとして，このTを有理数の木と呼ぶ．Tの i行目 k番目の有理数とは，

Tiの i行目 k番目の有理数のこととする．

Tの i行目には，2i個の有理数が並ぶことになる．0番目を左端，2i − 1番目を

右端とも呼ぶ．

補題 3.1.1

　任意の i ∈ N (0 ≤ i)に対し，Tの i行目左端の有理数の分子は 1，i行目右

端の有理数の分母は 1である．

(証明)

i) 図 (3.1.1)より，4行目まで成り立つのは明らか．

ii) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．

　帰納法の仮定より，i行目 0番目の有理数を
1

q
とおける．当該部分だけ書

き出すと，
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1

q

1

q + 1

q + 1

q

.

　よって，i + 1行目 0番目の有理数は
1

q + 1
．

　帰納法の仮定より，i行目 2i − 1番目の有理数を
p

1
とおける．当該部分だ

けを書き出すと，

p

1

p

p + 1

p + 1

1

.

　よって，i + 1行目 2i+1 − 1番目の有理数は
p + 1

1
．

¥

3.2 有理数の木の性質

定理 3.2.1

　Tに現れる有理数はすべて既約分数である.

(証明)

任意の p, q ∈ Nに対し，(p, q) = 1ならば，(p, p + q) = 1，(p + q, q) = 1であ

ることを背理法で示す．

89



p, q ∈ Nとし，(p, q) = 1で，かつ，(p, p + q) = dと仮定する．但し，d ∈ N，

d ̸= 1．

d | p，d | p + qより，d | q.

しかし，(p, q) = 1と矛盾する．

よって，(p, p + q) = 1．

同様に，(p + q, q) = 1も示せる．

そして，Tは
1

1
から始まるので，Tに現れるすべての有理数は，分母と分子の

最大公約数は 1，即ち，既約分数である．

¥

定理 3.2.2

Tには，すべての正の既約分数が現れる．

(証明)

正の既約分数を任意にとり，
p

q
とする．ただし，p, q ∈ N, (p, q) = 1.

i) p > qのとき，

ユークリッドの互除法により一連の方程式

p =a0q + b1 (0 < b1 < q),

q =a1b1 + b2 (0 < b2 < b1),

b1 =a2b2 + b3 (0 < b3 < b2),

...

bn−1 =anbn + bn+1 (0 < bn+1 < bn),

bn =an+1bn+1

が得られる．(p, q) = 1より，bn+1 = 1．ここで，次のような操作をする．

・
p

q
から a0回，親を辿る．

 p

q
→

p − a0q

q
=

b1

q
.



・
b1

q
から a1回，親を辿る．

b1

q
→

b1

q − a1b1

=
b1

b2

.


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・
b1

b2

から a2回，親を辿る．

b1

b2

→
b1 − a2b2

b2

=
b3

b2

.


...

この操作を繰り返すと，

・ nが奇数のとき，

bn

bn−1

から an回，親を辿る．

 bn

bn−1

→
bn

bn−1 − anbn

=
bn

bn+1

.


bn

bn+1

から (an+1 − 1)回，親を辿る．

　

 bn

bn+1

→
bn − (an+1 − 1)bn+1

bn+1

=
bn+1

bn+1

=
1

1
.


・ nが偶数のとき，

bn−1

bn

から an回，親を辿る．

bn−1

bn

→
bn−1 − anbn

bn

=
bn+1

bn

.


bn+1

bn

から (an+1 − 1)回，親を辿る．

　

bn+1

bn

→
bn+1

bn − (an+1 − 1)bn+1

=
bn+1

bn+1

=
1

1
.


この道筋を

1

1
から逆に辿ると，

p

q
に到達する．

　

ii)p < qのとき，同様に示せる．

¥

定理 3.2.2の証明から，任意の有理数
p

q
を定めると，

1

1
から

p

q
までの経路が

ただ一つ定まることがわかる．よって，次の定理が成り立つ．

定理 3.2.3

　すべての正の既約分数はTに一回ずつ現れる．
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3.3 有理数を並べる

補題 3.3.1

　任意の i ∈ N (1 ≤ i)に対し，Tの i行目 k番目 (0 ≤ k < 2i − 1)の有理数の

分母は，直後の有理数，すなわち，i行目 k + 1番目の有理数の分子と等しい．

(証明)

iと kに関する 2重帰納法で示す．すなわち，i以前の成立を仮定し，i + 1での

成立を示すところで，kに関する帰納法を用いる．

i) 図 (3.1.1)より，4行目まで成り立つことは明らか．

ii) i行目まで成り立つと仮定する．

　 i行目 0番目の有理数を
p0

q0

とおくと，帰納法の仮定より，i行目 1番目の

有理数を
q0

r0

とおける．当該部分だけ書き出すと，

p0

q0

p0

p0 + q0

p0 + q0

q0

q0

r0

q0

q0 + r0

q0 + r0

r0

.

　よって，i + 1行目の 0, 1, 2番目の有理数の分母は，直後の有理数の分子

と等しい．すなわち，k = 0, 1, 2については定理は成立する．

　

　次に，i + 1行目 k番目 (0 ≤ k < 2i+1 − 1)の有理数の分母は，直後の有理

数の分子と等しいと仮定し，l =

 k

2

とする．i行目 l番目の有理数を
pl

ql

と

おくと，帰納法の仮定より，i行目 l + 1番目の有理数を
ql

rl

とおける．当該部

分だけ書き出すと，
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pl

ql

pl

pl + ql

pl + ql

ql

ql

rl

ql

ql + rl

ql + rl

rl

.

・ kが偶数のとき，2l = k．

よって，i + 1行目の k + 1番目の有理数は
pl + ql

ql

，k + 2番目の有理数

は
ql

ql + rl

．

・ kが奇数のとき，2l + 1 = k．

よって，i + 1行目の k + 1番目の有理数は
ql

ql + rl

，k + 2番目の有理数

は
ql + rl

rl

．

　ゆえに，kがいずれにせよ i + 1行目 k番目の有理数の分母は，直後の有理

数の分子と等しい．

¥

有理数の木の i行目 k番目の有理数を iと kの辞書式順序で並べると，次のよう

になる．

1

1︸︷︷︸
0 行目

，
1

2
，

2

1︸ ︷︷ ︸
1 行目

，
1

3
，

3

2
，

2

3
，

3

1︸ ︷︷ ︸
2 行目

，
1

4
，

4

3
，

3

5
，

5

2
，

2

5
，

5

3
，

3

4
，

4

1︸ ︷︷ ︸
3 行目

，· · · .

補題 3.1.1と補題 3.3.1より，次の定理がわかる．

　

定理 3.3.2

　上の有理数列は，どの項の分母も，次の項の分子と等しい．
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n ∈ N, 0 ≤ nに対し，

　


f(0) = 1

f(2n + 1) = f(n)

f(2n + 2) = f(n) + f(n + 1)

と定義する．

定理 3.3.3

　 i, k ∈ N, 0 ≤ k < 2iに対して，
f(2i + k − 1)

f(2i + k)
はTの i行目 k番目の有理数

と完全に一致する．

(証明)

i) i = 0のとき，k = 0．

f(20 + 0 − 1)

f(20 + 0)
=

f(0)

f(1)
=

1

1
．

ii) iのとき成り立つと仮定する．

　帰納法の仮定より，Tの i行目 k番目の有理数は，
f(2i + k − 1)

f(2i + k)
とおける．

Tの定義より，当該部分だけ書き出すと，

f(2i + k − 1)

f(2i + k)

f(2i + k − 1)

f(2i + k − 1) + f(2i + k)

f(2i + k − 1) + f(2i + k)

f(2i + k)

.

　定理 3.2.1より，
f(2i + k − 1)

f(2i + k − 1) + f(2i + k)
と

f(2i + k − 1) + f(2i + k)

f(2i + k)
は

既約分数である．
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　 f の定義より，

f(2i + k − 1)

f(2i + k − 1) + f(2i + k)
=

f(2i+1 + 2k − 1)

f(2i+1 + 2k)
,

f(2i + k − 1) + f(2i + k)

f(2i + k)
=

f(2i+1 + 2k)

f(2i+1 + 2k + 1)
.

　よって，0 ≤ h < 2i+1のとき，
f(2i+1 + h − 1)

f(2i+1 + h)
は，Tの i + 1行目 h番目

の有理数で，既約分数である．

¥

定理 3.3.3より，f(2i + k)は有理数の木の i行目 k番目の有理数の分母であるこ

とが分かり，
1

1
,

1

2
,

2

1
, · · ·

と
f(0)

f(1)
,

f(1)

f(2)
,

f(2)

f(3)
, · · ·

は完全に一致することが分かった．以上より，次の定理が得られる．

　

定理 3.3.4

　有理数列

f(0)

f(1)
，

f(1)

f(2)
，

f(2)

f(3)
，· · ·

には，すべての正の既約分数がちょうど一回だけ現れる．

数列 {f(n)}は二つおきに偶数になっている．すなわち，
定理 3.3.5

任意の n ∈ N (0 ≤ n)に対して，f(3n)，f(3n + 1)は奇数であり，f(3n + 2)

は偶数である．

(証明)
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i) n = 0のとき，f(0) = f(1) = 1，f(2) = 2．

ii) nまで成り立つと仮定する．n + 1のときについて考える．

nが偶数か奇数かで場合分けをする．k ∈ N (0 ≤ k)とする．

I) n = 2kのとき，

f(3n + 3) = f(6k + 3) f(3n + 4) = f(6k + 4)

= f(3k + 1). = f(3k + 2) + f(3k).

f(3n + 5) = f(6k + 5)

= f(3k + 2).

　帰納法の仮定より，

f(3k) = 2a − 1, f(3k + 1) = 2b − 1, f(3k + 2) = 2c

とおける．但し，a, b, c ∈ N (1 ≤ a, b, c)．

　よって，

f(3n + 3) = 2b − 1. f(3n + 4) = 2(a + c) − 1.

f(3n + 5) = 2c.

II) n = 2k + 1のとき，I)のときと同じようにして示せる．

¥

補題 3.3.6

　任意の i, a ∈ N (i, a ≥ 0)に対して，f(a) = f((a + 1)2i − 1) ．

(証明)

i) i = 0のとき，f((a + 1)20 − 1) = f(a)．

ii) iのとき，成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．
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f の定義より，

f(a) = f((a + 1)2i+1 − 1)

= f((a + 1)2i − 1)

= f(a).

¥

　有理数の木の i行目の有理数の分母のみを並べた列

f(2i), · · · , f(2i + 2i−1 − 1), f(2i + 2i−1), · · · , f(2i + 2i − 1)

を考える．この列の中央で前半と後半に分けたときの前半の末尾，すなわち，2i−1−1

番目は常に 2であり，これを中心に左右対称になっていることを示す．

定理 3.3.7

　任意の i, k ∈ N (1 ≤ i, 0 ≤ k < 2i−1)に対して，

f(2i + 2i−1 − 1) = 2,

f(2i + 2i−1 − 1 − k) = f(2i + 2i−1 − 1 + k).

(証明)

補題 3.3.6より，

f(2i + 2i−1 − 1) = f((2 + 1)2i−1 − 1)

= f(2) = 2.

iと kに関する 2重帰納法で示す．すなわち，i以前の成立を仮定し，i + 1での

成立を示すところで，kに関する帰納法を用いる．

i) i = 1のとき，k = 0.

f(21 + 20 − 1 + 0) = f(21 + 20 − 1 − 0) = f(2) = 2.

ii) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．
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I) k = 0のとき，

f(2i+1 + 2i − 1 + 0) = f(2i+1 + 2i − 1 − 0) = 2.

II) kのとき成り立つと仮定する．k+1のときについて考える．h ∈ N, 0 ≤ h

とする．

(1) k = 2hのとき，

f(2i+1 + 2i − 2 − 2h) = f(2i + 2i−1 − 2 − h) + f(2i + 2i−1 − 1 − h)

= f(2i + 2i−1 + h) + f(2i + 2i−1 − 1 + h)

= f(2i+1 + 2i + 2h).

(2) k = 2h + 1のとき，

f(2i+1 + 2i − 2 − (2h + 1)) = f(2i + 2i−1 − h − 2)

= f(2i + 2i−1 + h)

= f(2i+1 + 2i + (2h + 1)).

¥

また，i行目の分母の総和は 3iである．すなわち，

定理 3.3.8

　 0 ≤ iに対して，
2i−1∑
k=0

f(2i + k) = 3i.

(証明)

i) i = 0のとき，
20−1∑
k=0

f(20 + k) = f(1) = 1 = 30.

ii) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．

2i+1−1∑
k=0

f(2i+1 + k) =
2i−1∑
h=0

{
f(2i+1 + 2h) + f(2i+1 + 2h + 1)

}
.
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ここで，

2i−1∑
h=0

f(2i+1 + 2h) =
2i−1∑
h=0

{
f(2i + h) + f(2i + h − 1)

}
=

2i−1∑
h=0

f(2i + h) +
2i−1∑
h=0

f(2i + h − 1)

= 3i + f(2i − 1) +
2i−1∑
h=1

f(2i + h − 1)

= 3i + f(2i+1 − 1) +
2i−1∑
h=1

f(2i + h − 1)

= 3i +
2i∑

h=1

f(2i + h − 1)

= 3i +
2i−1∑
h′=0

f(2i + h′)

= 3i + 3i.

但し，h′ = h − 1.また，

2i−1∑
h=0

f(2i+1 + 2h + 1) =
2i−1∑
h=0

f(2i + h)

= 3i.

以上より，
2i+1−1∑

k=0

f(2i+1 + k) = 3i + 3i + 3i = 3i+1.

¥

　引き続き i行目の分母だけを並べた列を考える．kを偶数とするとき k番目と，

kの 2進展開を逆順に書いた 2進数の値番目とが等しくなることを示そう．

補題 3.3.9

　任意の i, k ∈ N (1 ≤ i, 0 ≤ k < 2i−1)に対して，

f(2i + k) = f(2i−1 + k) + f(k).

(証明)
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i) i = 1のとき，k = 0．

f(21 + 0) = f(2) = f(1) + f(0)

= f(20 + 0) + f(0).

ii) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．h ∈ Nとする．

I) 0 ≤ h, k = 2h + 1のとき，

f(2i+1 + k) = f(2i+1 + 2h + 1)

= f(2i + h)

= f(2i−1 + h) + f(h)

= f(2i + 2h + 1) + f(2h + 1)

= f(2i + k) + f(k).

II) 1 ≤ h, k = 2hのとき，

f(2i+1 + k) = f(2i+1 + 2h)

= f(2i + h) + f(2i + h − 1)

= f(2i−1 + h) + f(h) + f(2i−1 + h − 1) + f(h − 1)

= f(2i−1 + h) + f(2i−1 + h − 1) + f(h) + f(h − 1)

= f(2i + 2h) + f(2h)

= f(2i + k) + f(k).

III) k = 0のとき，補題 3.3.6より，

f(2i+1) = f(2i) + f(2i − 1)

= f(2i) + f((0 + 1)2i − 1)

= f(2i) + f(0).

¥
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定理 3.3.10

　任意の i, n ∈ N, i ≥ 2, 1 ≤ mn < · · · < m2 < m1 ≤ i − 1 (1 ≤ n ≤ i − 1)

に対して，

f(2i + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn) = f(2i + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn).

(証明)

i) i = 2のとき，m1 = 1．

f(22 + 21) = f(22 + 22−1).

ii) iまで成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．

このとき，1 ≤ mn ≤ i (1 ≤ n ≤ i)．

I) m1 ̸= iのとき，

f(2i+1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn)

=f(2i + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn) + f(2m1 + 2m2 + · · · + 2mn)

=f(2i + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f(2m1 + 2m1−m2 + · · · + 2m1−mn)

=f(2i + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn)

+ f
(
(2m1 + 2m1−m2 + · · · + 2m1−mn + 1)2i−m1 − 1

)
=f(2i + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2i−m1 − 1)

=f(2i+1 + 2i+1−m1 + 2i+1−m2 + · · · + 2i+1−mn).

II) m1 = iのとき，

1) m2 ̸= i − 1のとき，

f(2i+1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn)

=f(2i+1 + 2i + 2m2 + · · · + 2mn)

=f(2i+1 + 2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2) + f(2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2)
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=f(2i + 2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2) + f(2i−1 + 2i−1 − (2m2 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2m2 + · · · + 2mn) + f(2i−1 + 2m2 + · · · + 2mn)

=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f(2i−1 + 2i−1−m2 + · · · + 2i−1−mn)

=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 1)

=f(2i+1 + 2i+1−m2 + · · · + 2i+1−mn + 21)

=f(2i+1 + 2i+1−m1 + 2i+1−m2 + · · · + 2i+1−mn).

2) m2 = i− 1, m3 = i− 2, · · · , mh = i + 1− h, mh+1 ̸= (i + 1)− (h + 1)

のとき，(2 ≤ h ≤ i − 1).

f(2i+1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn)

=f(2i+1 + 2i + 2m2 + · · · + 2mn)

=f(2i+1 + 2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2) + f(2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2i − (2m2 + · · · + 2mn) − 2) + f(2i−1 + 2i−1 − (2m2 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2m2 + · · · + 2mn) + f(2i−1 + 2i−1 − (2i−1 + 2m3 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2m2 + · · · + 2mn) + f(2i−1 − (2m3 + · · · + 2mn) − 2)

= · · ·

=f(2i + 2m2 + · · · + 2mn) + f(2i−h+1 − (2mh+1 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2m2 + · · · + 2mn) + f(2i−h + 2i−h − (2mh+1 + · · · + 2mn) − 2)

=f(2i + 2m2 + · · · + 2mn) + f(2i−h + 2mh+1 + · · · + 2mn)

=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f(2i−h + 2i−h−mh+1 + · · · + 2i−h−mn)

=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f((2i−h + 2i−h−mh+1 + · · · + 2i−h−mn + 1)2h − 1)

=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f(2i + 2i−mh+1 + · · · + 2i−mn + 2h − 1)

=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn)

+ f(2i + 2i−mh+1 + · · · + 2i−mn + 20 + 21 + 22 + · · · + 2h−1)
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=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn)

+ f(2i + 21 + 22 + · · · + 2h−1 + 2i−mh+1 + · · · + 2i−mn + 1)

=f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn) + f(2i + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 1)

=f(2i+1 + 2i+1−m2 + · · · + 2i+1−mn + 21)

=f(2i+1 + 2i+1−m1 + 2i+1−m2 + · · · + 2i+1−mn).

¥
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3.4 最大値

補題 3.4.1

　任意の n, k ∈ N (n, k ≥ 1)に対して，次が成り立つ．

(1) f

22k+1n +
22k − 4

3

 < f

22k+1n +
22k+1 − 2

3

 .

(2) f

22k+1n +
22k+2 − 4

3

 > f

22k+1n +
5 · 22k − 2

3

 .

(3) f

22k+2n +
22k+1 − 2

3

 < f

22k+2n +
22k+2 − 4

3

 .

(4) f

22k+2n +
22k+3 − 2

3

 > f

22k+2n +
5 · 22k+1 − 4

3

 .

i) k = 1のとき，

(1)

f(8n + 2) − f(8n) = {f(4n + 1) + f(4n)} − {f(4n) + f(4n − 1)}

= f(4n + 1) − f(4n − 1)

= f(2n) − f(2n − 1)

= {f(n) + f(n − 1)} − f(n − 1)

= f(n) > 0.

(2)

f(8n + 4) − f(8n + 6) = {f(4n + 2) + f(4n + 1)} − {f(4n + 3) + f(4n + 2)}

= f(4n + 1) − f(4n + 3)

= f(2n) − f(2n + 1)

= {f(n) + f(n − 1)} − f(n)

= f(n − 1) > 0.
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(3)

f(16n + 4) − f(16n + 2) = {f(8n + 2) + f(8n + 1)} − {f(8n + 1) + f(8n)}

= f(8n + 2) − f(8n) > 0.

(4)

f(16n + 10) − f(16n + 12) = {f(8n + 5) + f(8n + 4)} − {f(8n + 6) + f(8n + 5)}

= f(8n + 4) − f(8n + 6) > 0.

ii) kのとき成り立つと仮定する．k + 1のときについて考える．

(1)

f

22k+3n +
22k+3 − 2

3

 − f

22k+3n +
22k+2 − 4

3


=

f

22k+2 +
22k+2 − 1

3

 + f

22k+2 +
22k+2 − 4

3


−

f

22k+2n +
22k+1 − 2

3

 + f

22k+2n +
22k+1 − 5

3


>f

22k+2 +
22k+2 − 1

3

 − f

22k+2n +
22k+1 − 5

3


=f

22k+1n +
22k+1 − 2

3

 − f

22k+1n +
22k − 4

3

 > 0.
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(2)

f

22k+3n +
22k+4 − 4

3

 − f

22k+3n +
5 · 22k+2 − 2

3


=

f

22k+2 +
22k+3 − 2

3

 + f

22k+2 +
22k+3 − 5

3


−

f

22k+2n +
5 · 22k+1 − 1

3

 + f

22k+2n +
5 · 22k+1 − 4

3


>f

22k+2 +
22k+3 − 5

3

 − f

22k+2n +
5 · 22k+1 − 1

3


=f

22k+1n +
22k+2 − 4

3

 − f

22k+1n +
5 · 22k − 2

3

 > 0.

(3)

f

22k+4n +
22k+4 − 4

3

 − f

22k+4n +
22k+3 − 2

3


=

f

22k+3 +
22k+3 − 2

3

 + f

22k+3 +
22k+3 − 5

3


−

f

22k+3n +
22k+2 − 1

3

 + f

22k+3n +
22k+2 − 4

3


>f

22k+3 +
22k+3 − 5

3

 − f

22k+3n +
22k+2 − 1

3


=f

22k+2n +
22k+2 − 4

3

 − f

22k+2n +
22k+1 − 2

3

 > 0.
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(4)

f

22k+4n +
22k+5 − 2

3

 − f

22k+4n +
5 · 22k+3 − 4

3


=

f

22k+3 +
22k+4 − 1

3

 + f

22k+3 +
22k+4 − 4

3


−

f

22k+3n +
5 · 22k+2 − 2

3

 + f

22k+3n +
5 · 22k+2 − 5

3


>f

22k+3 +
22k+4 − 1

3

 − f

22k+3n +
5 · 22k+2 − 5

3


=f

22k+2n +
22k+3 − 2

3

 − f

22k+2n +
5 · 22k+1 − 4

3

 > 0.

¥

1 ≤ i ∈ Nに対し，

　

F1 = F2 = 1

Fi+2 = Fi+1 + Fi

と定める．{Fi}1≤iをフィボナッチ数列という．i行目に現れる有理数の分母の最

大値は，Fi+2と一致する．すなわち，

定理 3.4.2

　任意の i ∈ N (0 ≤ i)に対して，Fi+2 = max{f(2i + k) | 0 ≤ k < 2i}．

(証明)

Mi = max{f(2i + k) | 0 ≤ k < 2i}とおく．

隣同士を比べてトーナメントのように i行目の最大値を求める．

M0 = F2 = 1，M1 = F3 = 2は明らかに分かる．i ≥ 2のときについて考える．

n ∈ N, 1 ≤ nとする．

　

〈 1回目の比較 〉

f(2n + 1) = f(n) > f(n) + f(n + 1) = f(2n + 2)より，

f(2i) > f(2i + 1), f(2i + 2) > f(2i + 3), · · · , f(2i + 2i − 2) > f(2i + 2i − 1).
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つまり，f(2i), f(2i + 2), · · · , f(2i + 2i − 2)が残る．

　

〈 2回目の比較 〉

補題 3.4.1より，

f(2i) = f(23 · 2i−3 + 0) < f(23 · 2i−3 + 2) = f(2i + 2),

f(2i + 4) = f(23 · 2i−3 + 4) > f(23 · 2i−3 + 6) = f(2i + 6),

f(2i + 8) = f(23(2i−3 + 1) + 0) < f(23(2i−3 + 1) + 2) = f(2i + 10),

...

f(2i + 2i − 4) = f(23(2i−3 + 2i−3 − 1) + 4) > f(23(2i−3 + 2i−3 + 6) = f(2i + 2i − 2).

よって，f(2i + 2), f(2i + 4), f(2i + 10), · · · , f(2i + 2i − 4)が残る．

　

〈 3回目の比較 〉

補題 3.4.1より，

f(2i + 2) = f(24 · 2i−4 + 2) < f(24 · 2i−4 + 4) = f(2i + 4),

f(2i + 10) = f(24 · 2i−4 + 10) > f(24 · 2i−4 + 12) = f(2i + 12),

...

f(2i + 2i − 6) = f(24(2i−4 + 2i−4 − 1) + 10) > f(24(2i−4 + 2i−4 − 1) + 12) = f(2i + 2i − 4).

よって，f(2i + 4), f(2i + 10), · · · , f(2i + 2i − 6)が残る．

　

このように比較していくと，

· iが偶数のとき，　

〈 i − 1回目の比較 〉

補題 3.4.1より，

f

2i · 1 +
2i−1 − 2

3

 < f

2i · 1 +
2i − 4

3

 ,

f

2i · 1 +
2i+1 − 2

3

 > f

2i · 1 +
5 · 2i−1 − 4

3

 .
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f

2i +
2i − 4

3

 = f

2i + 2i−1 − 1 −
2i−1 + 1

3

 ,

f

2i +
2i+1 − 2

3

 = f

2i + 2i−1 − 1 +
2i−1 + 1

3


であるから，定理 3.3.7より,

f

2i +
2i − 4

3

 = f

2i +
2i+1 − 2

3

 .

よって，

Mi = f

2i +
2i − 4

3

 = f

2i +
2i+1 − 2

3

 .

· iが奇数のとき，　

〈 i − 1回目の比較 〉

補題 3.4.1より，

f

2i · 1 +
2i−1 − 4

3

 < f

2i · 1 +
2i − 2

3


f

2i · 1 +
2i+1 − 4

3

 > f

2i · 1 +
5 · 2i−1 − 2

3

 .

f

2i +
2i − 2

3

 = f

2i + 2i−1 − 1 −
2i−1 − 1

3

 ,

f

2i +
2i+1 − 4

3

 = f

2i + 2i−1 − 1 +
2i−1 − 1

3


であるから，定理 3.3.7より,

f

2i +
2i − 2

3

 = f

2i +
2i+1 − 4

3

 .

よって，

Mi = f

2i +
2i − 2

3

 = f

2i +
2i+1 − 4

3

 .
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次に，Mi = Fi+2を示す．

· iが偶数のとき，

Mi = f

2i +
2i+1 − 2

3


= f

2i−1 +
2i − 1

3

 + f

2i−1 +
2i − 4

3


= f

2i−2 +
2i−1 − 2

3

 + Mi−1

= Mi−2 + Mi−1.

· iが奇数のとき，

Mi = f

2i +
2i − 2

3


= f

2i−1 +
2i−1 − 1

3

 + f

2i−1 +
2i−1 − 4

3


= f

2i−2 +
2i−2 − 2

3

 + Mi−1

= Mi−2 + Mi−1.

よって，Mi = Mi−2 + Mi−1．

また，M0 = F2 = 1，M1 = F3 = 2であるから，Mi = Fi+2．

¥
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4 有理数の木と連分数

有理数の木に現れる有理数を連分数展開すると，次のようになる．

[0, 1] = [1]

[0, 2]

[0, 3]

[0, 4] [1, 3]

[1, 2]

[0, 1, 1, 2] [2, 2]

[2]

[0, 1, 2]

[0, 2, 2] [1, 1, 2]

[3]

[0, 1, 3] [4]

...
...

... .

　

定理 4.1.1

　任意の既約分数
p

q
に対し，その連分数展開を

p

q
= [a0, a1, · · · , aN ]

とする．このとき，

p + q

q
= [1 + a0, a1, · · · , aN ],

p

p + q
=

[0, a1 + 1, a2, · · · , aN ] (a0 = 0のとき),

[0, 1, a0, a1, · · · , aN ] (a0 ̸= 0のとき).

但し，a0, a1, · · · , aN ∈ N，aN ̸= 1．
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(証明)

p + q

q
= 1 +

p

q

= 1 + a0 +
1

a′
1

= [1 + a0, a1, · · · , aN ].

i) a0 = 0のとき，

p

q
= [0, a′

1] =
1

a′
1

より，
q

p
= a′

1.

よって，

p

p + q
=

1

p + q

p

=
1

1 +
q

p

=
1

1 + a′
1

=
1

1 + a1 +
1

a′
2

= [0, 1 + a1, a
′
2] = [0, 1 + a1, a2, · · · , aN ].

ii) a0 ̸= 0のとき，

p

q
= a′

0より，
q

p
=

1

a′
0

.
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よって，

p

p + q
=

1

1 +
q

p

=
1

1 +
1

a′
0

= [0, 1, a′
0] = [0, 1, a0, a1, · · · , aN ].

¥

有理数の木の i行目 k番目の有理数を連分数展開すると，その商の和は i + 1で

ある．すなわち，

定理 4.1.2

　 i ∈ N (0 ≤ i)，i行目の任意の有理数
p

q
に対し，その連分数展開を

p

q
= [a0, a1, · · · , aN ]とすると，

N∑
h=0

ah = i + 1.

(証明)

i) i = 0のとき，

f(0)

f(1)
=

1

1
= [1].

ii) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．

　 i行目の任意の有理数からできる i + 1行目の有理数の連分数表示の商の

和が i + 2であることを示せばよい．

　 i行目の任意の有理数
p

q
の連分数表示を [a0, a1, · · · , aN ]とおくと，

帰納法の仮定より，
N∑

h=0

ah = i + 1とおける．
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p + q

q
= [a0 + 1, a1, · · · , aN ]であるから，商の和は i + 2である．

· a0 = 0のとき，

p

p + q
= [0, a1 + 1, a2, · · · , aN ]であるから，商の和は i + 2である．

· a0 ̸= 0のとき，

p

p + q
= [0, 1, a0, a1, · · · , aN ]であるから，商の和は i + 2である．

¥

定理 4.1.2より任意の既約分数を連分数展開してその商の和を求めることにより，

何行目に現れるかがすぐにわかる．

　

定理 4.1.3

　 i ∈ N (i ≥ 3)とする．j, h ∈ N (1 ≤ j ≤ i − 1, 0 ≤ h < 2j)に対し，

f(2j + h − 1)

f(2j + h)
= [a0, a1, · · · , aN ]とすると，

f(2i + 2j + h − 1)

f(2i + 2j + h)
=


[a0, a1, · · · , aN − 1, 1, i − j] (0 ≤ h < 2j−1のとき),

[a0, a1, · · · , aN , i − j] (2j−1 ≤ h < 2jのとき).

　但し，a0, a1, · · · , aN ∈ N, aN ̸= 1．

(証明)

i) i = 3のとき，j = 1, 2.

・j = 1のとき，h = 0, 1.

h = 0のとき，

f(21 + 0 − 1)

f(21 + 0)
=

f(1)

f(2)

f(23 + 21 + 0 − 1)

f(23 + 21 + 0)
=

f(9)

f(10)

=
1

2
= [0, 2]. =

3

5
= [0, 1, 1, 2].
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h = 1のとき，

f(21 + 1 − 1)

f(21 + 1)
=

f(2)

f(3)

f(23 + 21 − 1)

f(23 + 21 + 1)
=

f(10)

f(11)

=
2

1
= [2]. =

5

2
= [2, 2].

・j = 2のとき，h = 0, 1, 2, 3.

h = 0のとき，

f(22 − 1)

f(22 + 0)
=

1

3

f(23 + 22 − 1)

f(23 + 22 + 0)
=

2

5

= [0, 3]. = [0, 2, 1, 1].

h = 1のとき，

f(22 + 0)

f(22 + 1)
=

3

2

f(23 + 22 + 0)

f(23 + 22 + 1)
=

5

3

= [1, 2]. = [1, 1, 1, 1].

h = 2のとき，

f(22 + 1)

f(22 + 2)
=

2

3

f(23 + 22 + 1)

f(23 + 22 + 2)
=

3

4

= [0, 1, 2]. = [0, 1, 2, 1].

h = 3のとき，

f(22 + 2)

f(22 + 3)
=

3

1

f(23 + 22 + 2)

f(23 + 22 + 3)
=

4

1

= [3]. = [3, 1].

ii) iのとき成り立つと仮定する．i + 1のときについて考える．
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I) i + 1 − j > 1，すなわち，1 ≤ j < iのとき，

f(2j + h − 1)

f(2j + h)
= [a0, a1, · · · , aN ] (aN ̸= 1)とおく．

　

・0 ≤ h < 2j−1のとき，

[a0, a1, · · · , aN−1, aN − 1, 1, i + 1 − j] = [a0, a1, · · · , aN−1, aN − 1, 1, i − j, 1]

=
f(2i + 2j + h − 1) + f(2j + h − 1)

f(2i + 2j + h) + f(2j + h)

=
f(2i+1 + 2j + h − 1)

f(2i+1 + 2j + h)
.

・2j−1 ≤ h < 2jのとき，

[a0, a1, · · · , aN , i + 1 − j] = [a0, a1, · · · , aN , i − j, 1]

=
f(2i + 2j + h − 1) + f(2j + h − 1)

f(2i + 2j + h) + f(2j + h)

=
f(2i+1 + 2j + h − 1)

f(2i+1 + 2j + h)
.

II) i + 1 − j = 1，すなわち，j = iのとき，

f(2i + h − 1)

f(2i + h)
= [α0, α1, · · · , αM ] (αM ̸= 1)とおく．

　

・0 ≤ h < 2i−1のとき，

1) h = 4c (0 ≤ c < 2i−3)のとき，

　
f(2i−1 + 2c − 1)

f(2i−1 + 2c)
= [β0, β1, · · · , βL] (βL ̸= 1)とおく．

f(2i−1 + 2c − 1) = f(2i−2 + c − 1)

< f(2i−2 + c − 1) + f(2i−2 + c)

= f(2i−1 + 2c)
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より，
f(2i−1 + 2c − 1)

f(2i−1 + 2c)
< 1．よって，β0 = 0．

　帰納法の仮定より，

f(2i + 2i−1 + 2c − 1)

f(2i + 2i−1 + 2c)
= [0, β1, · · · , βL−1, βL − 1, 1, 1].

　Tの定義より，当該部分だけ書き出すと，

f(2i + 2i−1 + 2c − 1)

f(2i + 2i−1 + 2c)

f(2i+1 + 2i + 4c − 1)

f(2i+1 + 2i + 4c)

f(2i+1 + 2i + 4c)

f(2i+1 + 2i + 4c + 1)
.

　よって，定理 4.1.1より，

f(2i+1 + 2i + 4c − 1)

f(2i+1 + 2i + 4c)
= [0, β1 + 1, β2, · · · , βL−1, βL − 1, 1, 1].

f(2i+1 + 2i + 4c)

f(2i+1 + 2i + 4c + 1)
= [1, β1, · · · , βL−1, βL − 1, 1, 1].

　また，Tの定義より，当該部分だけ書き出すと，

f(2i−1 + 2c − 1)

f(2i−1 + 2c)

f(2i + 4c − 1)

f(2i + 4c)

f(2i + 4c)

f(2i + 4c + 1)
.

　ゆえに，

f(2i + 4c − 1)

f(2i + 4c)
= [0, β1 + 1, β2, · · · , βL]

= [α0, α1, · · · , αM ].
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　定理 1.5.3より，連分数表示は一意的なので，M = Lで，

α0 = 0, α1 = β1 + 1, αn = βn (2 ≤ n ≤ M).

　従って，

f(2i + 4c)

f(2i + 4c + 1)
= [1, β1, · · · , βL]

= [1, α1 − 1, α2, · · · , αM ].

　以上より，

f(2i+1 + 2i + h − 1)

f(2i+1 + 2i + h)
= [α0, α1, · · · , αM−1, αM − 1, 1, 1].

f(2i+1 + 2i + h)

f(2i+1 + 2i + h + 1)
= [1, α1 − 1, α2, · · · , αM−1, αM − 1, 1, 1].

同時に h = 4c + 1のときも成り立つことを示せた．

2) h = 4c + 2 (0 ≤ c < 2i−3)のとき，

　
f(2i−1 + 2c)

f(2i−2 + 2c + 1)
= [γ0, γ1, · · · , γK ] (γK ̸= 1)とおく．

f(2i−1 + 2c) = f(2i−2 + c) + f(2i−2 + c − 1)

> f(2i−2 + c)

= f(2i−1 + 2c + 1)

より，
f(2i−1 + 2c)

f(2i−1 + 2c + 1)
> 1．よって，γ0 ̸= 0．

　帰納法の仮定より，

f(2i + 2i−1 + 2c)

f(2i + 2i−1 + 2c + 1)
= [γ0, γ1, · · · , γK−1, γK − 1, 1, 1].

　Tの定義より，当該部分だけ書き出すと，
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f(2i + 2i−1 + 2c)

f(2i + 2i−1 + 2c + 1)

f(2i+1 + 2i + 4c + 1)

f(2i+1 + 2i + 4c + 2)

f(2i+1 + 2i + 4c + 2)

f(2i+1 + 2i + 4c + 3)
.

　ゆえに，定理 4.1.1より，

f(2i+1 + 2i + 4c + 1)

f(2i+1 + 2i + 4c + 2)
= [0, 1, γ0, γ1, · · · , γK−1, γK − 1, 1, 1],

f(2i+1 + 2i + 4c + 2)

f(2i+1 + 2i + 4c + 3)
= [γ0 + 1, γ1, · · · , γK−1, γK − 1, 1, 1].

　また，Tの定義より，当該部分だけ書き出すと，

f(2i−1 + 2c)

f(2i−1 + 2c + 1)

f(2i + 4c + 1)

f(2i + 4c + 2)

f(2i + 4c + 2)

f(2i + 4c + 3)

より，

f(2i + 4c + 1)

f(2i + 4c + 2)
= [0, 1, γ0, γ1, · · · , γK ]

= [α0, α1, · · · , αM ].

　定理 1.5.3より，連分数表示は一意的なので，K = M − 2で，

α0 = 0, α1 = 1, αn = γn−2 (2 ≤ n ≤ M).

　よって，

f(2i + 4c + 2)

f(2i + 4c + 3)
= [γ0 + 1, γ1, · · · , γK ]

= [α2 + 1, α3, · · · , αM ]. (4.1.1)
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　ゆえに，

f(2i+1 + 2i + 4c + 1)

f(2i+1 + 2i + 4c + 2)
= [α0, α1, · · · , αM−1, αM − 1, 1, 1].

f(2i+1 + 2i + 4c + 2)

f(2i+1 + 2i + 4c + 3)
= [α2 + 1, α3, · · · , αM−1, αM − 1, 1, 1].

同時に h = 4c + 3のときも成り立つことを示せた．

・2i−1 ≤ h < 2iのとき，上と同様に示せる．

¥

次に現れる pnと qnは，第１章で定義したものであることに注意してほしい．

補題 4.1.4

　 a0, a1, · · · , an ∈ N (a0, an ̸= 1, a2, · · · , an−1 > 0)に対して，

[a0, a1, · · · , an] =
pn

qn

とすると，

[an, an−1, · · · , a0] =
pn

pn−1

.

(証明)

i) n = 1のとき，

[a0] =
a0

1
[a0, a1] =

a0a1 + 1

a0

.

　よって，p0 = a0, p1 = a0 + a1 + 1．

　ゆえに，

[a1, a0] =
a1a0 + 1

a0

=
p1

p0

.

ii) nのとき成り立つと仮定する．n + 1のときについて考える．

　帰納法の仮定より，
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[a0, a1, · · · , an] =
pn

qn

とおくと，[an, an−1, · · · , a0] =
pn

pn−1

とおける．

[an+1, an, · · · , a0] = an+1 +
1

[an, · · · , a0]

= an+1 +
pn−1

pn

=
an+1pn + pn−1

pn

=
pn+1

pn

.

¥

定理 4.1.5

　任意の i, n ∈ N, i ≥ 4, 2 ≤ mn < · · · < m2 < m1 ≤ i − 2 (1 ≤ n ≤ i − 3)

に対して，

[a0, a1, · · · , aN ] =
f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)

f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3)

とすると，

[aN , aN−1, · · · , a0] =
f(2i + 2i−1 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2)

f(2i + 2i−1 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 3)
.

但し，a0, a1, · · · , aN ∈ N，a0, aN ̸= 1．

(証明)

式 (4.1.1)より，a0 > 1．

pN

qN

=
f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)

f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3)
(4.1.2)
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とすると，

qN

pN

=
f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3)

f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)

=
f(2i + 2i−1 − (2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3) − 2)

f(2i + 2i−1 − (2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2) − 2)

= [0, a0, a1, · · · , aN ].

定理 4.1.3より，

[0, a0, a1, · · · , aN−1] =
f(2i−1 − (2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3) − 2)

f(2i−1 − (2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2) − 2)

=
f(2i−2 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3)

f(2i−2 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)
.

よって，

pN−1

qN−1

= [a0, a1, · · · , aN−1]

=
f(2i−2 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)

f(2i−2 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3)
. (4.1.3)

式 (4.1.2)と式 (4.1.3)の両辺は既約分数なので，

pN = f(2i+2i−1+2m1+2m2+· · ·+2mn+2), pN−1 = f(2i−2+2m1+2m2+· · ·+2mn+2).

補題 4.1.4より，

[aN , aN−1, · · · , a0] =
pN

pN−1

=
f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)

f(2i−2 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)

=
f(2i + 2 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2i−1)

f(2i−2 + 2i−2−m1 + 2i−2−m2 + · · · + 2i−2−mn + 2i−3)
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=
f(2i + 2 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2i−1)

f((2i−2 + 2i−2−m1 + 2i−2−m2 + · · · + 2i−2−mn + 2i−3 + 1)22 − 1)

=
f(2i + 2 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2i−1)

f(2i + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2i−1 + 3)

=
f(2i + 2i−1 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2)

f(2i + 2i−1 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 3)
.

¥

定理 4.1.5の有理数において，その２つの分母が等しいとき，商 a0, a1, · · · aN を

左から並べても右から並べても同じ列になることが分かる．

つまり，定理 4.1.5の仮定に

f(2i+2i−1+2m1 +2m2 +· · ·+2mn +3) = f(2i+2i−1+2i−m1 +2i−m2 +· · ·+2i−mn +3)

を加えると，

[a0, a1, · · · , aN ] =
f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 2)

f(2i + 2i−1 + 2m1 + 2m2 + · · · + 2mn + 3)

=
f(2i + 2i−1 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 2)

f(2i + 2i−1 + 2i−m1 + 2i−m2 + · · · + 2i−mn + 3)

= [aN , aN−1, · · · , a0].

すなわち，

an = aN−n (0 ≤ n ≤ N).
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5 有理数の木と複２進分割

1以上の自然数nに対し，i1 ≥ i2 ≥ · · · ≥ ikであって，i1, i2, · · · , ikには同じ自然

数が高々２回しか現れず，n = 2i1 +2i2 +· · ·+2ikが成立するとき，2i1 +2i2 +· · ·+2ik

を nの複２進分割という．

nの相異なる複２進分割の総数を b(n)とかく．nの２進展開は nの１つの複２

進分割を与えているので，任意の n ≥ 1に対し，b(n) ≥ 1が成り立つ．b(0) = 1と

定める．

例)

n = 1のとき，b(1) = 1. 1 = 20

n = 2のとき，b(2) = 2. 2 = 21

= 20 + 20

n = 10のとき，b(10) = 5. 10 = 23 + 21

= 23 + 20 + 20

= 22 + 22 + 21

= 22 + 22 + 20 + 20

= 22 + 21 + 21 + 20 + 20

定理 5.1.1

　任意の n ∈ N (0 ≤ n)に対して，b(2n + 1) = b(n)．

(証明)

2n + 1のある複２進分割を，

2n + 1 = 2i1 + 2i2 + · · · + 2ik + 20

とする．但し，ih ∈ N, 1 ≤ ih (1 ≤ h ≤ k)．

n = 2i1−1 + 2i2−1 + · · · + 2ik−1より nの複２進分割が得られる．逆に，nの複２

進分割から 2n + 1の複２進分割を得ることができる．
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このようにして得られる 2n + 1の複２進分割と nの複２進分割の対応は明らか

に１対１なので，b(2n + 1) = b(n)．

¥

定理 5.1.2

　任意の n ∈ N (0 ≤ n)に対して，b(2n + 2) = b(n) + b(n + 1)．

(証明)

2n + 2を複２進分割したときに，20を含むか含まないかで場合分けをする．

i) 20を含むとき，

2n + 2 = 2i1 + 2i2 + · · · + 2ik + 20 + 20

とおける．但し，ih ∈ N, 1 ≤ ih (1 ≤ h ≤ k)．

　 n = 2i1−1 + 2i2−1 + · · · + 2ik−1より nの複２進分割が得られる．逆に，n

の複２進分割から 20を含む 2n + 2の複２進分割を得ることができる．

　このようにして得られる 20を含む 2n + 2の複２進分割と nの複２進分割

の対応は明らかに１対１である．

ii) 20を含まないとき，

2n + 2 = 2l1 + 2l2 + · · · + 2lj

とおける．但し，lh ∈ N, 1 ≤ lh (1 ≤ h ≤ j)．

　 n + 1 = 2l1−1 + 2l2−1 + · · ·+ 2lj−1より n + 1の複２進分割が得られる．逆

に，n + 1の複２進分割から 20を含まない 2n + 2の複２進分割を得ることが

できる．

　このようにして得られる 20を含まない 2n + 2の複２進分割と n + 1の複

２進分割の対応は１対１である．

i)と ii)は，排反であるから，b(2n + 2) = b(n) + b(n + 1)．

¥
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以上より，次が分かる．

定理 5.1.3

任意の n ∈ N (0 ≤ n)に対して，b(n) = f(n)．
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あとがき

具体例をたくさん作り眺めることで，一見しただけでは見えてこない法則が見

えてくるのはとてもおもしろく，推測をして，それの証明を与えることができた

ときは，とてもうれしかった．有意義な大学院二年間を過ごすことができた．

　

最後に，序文で述べた研究のきっかけとなる命題と自分で作り証明した命題の

番号を書いておく．

　

「集合論・入門」[2]の命題：

正の有理数 p, qを既約分数 n1

m1
, n2

m2
で表して，2m13n1 < 2m23n2なる

とき pの後に qをおく．このようにして正の有理数を並べると，既約

分数 n
m
で表される有理数は高々

m+n∑
i=1

i番目に現れる．

　

自分で気づいた定理は以下の通りである．但し，補題 4.1.4は後から調べたら，

「数値計算とその応用」[9]に書いてあったのでオリジナルではない．また，他にも

調査不足で既知の結果が含まれているかもしれない．

〈減少型連分数 〉

定理 2.13.1 補題 2.13.2 定理 2.13.3 補題 2.13.4 定理 2.13.5 定理 2.14.1

〈有理数の木 〉

補題 3.1.1 定理 3.3.5 補題 3.3.6 定理 3.3.7 定理 3.3.8 補題 3.3.9

定理 3.3.10 補題 3.4.1 定理 3.4.2 定理 4.1.1 定理 4.1.2 定理 4.1.3

定理 4.1.4 補題 4.1.5
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