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研究成果の概要（和文）：水の入ったタンクが周期的な地動を受ける時、初等的な振動理論では予測できない応答が発
生する。流体の大変形、および容器の有限変形を考慮したこの構造システムの挙動を厳密に支配する汎関数を、研究代
表者は示した。1990年代になって、この汎関数を厳密に解析することが可能となった。有限要素法を用いた直接法を利
用して、この汎関数を解析する定式化、および数値解析例を示した。得られた応答は未解明の振動応答が理論解析で再
現されることを、二次元問題、および三次元の円筒タンクを用いて実証した

研究成果の概要（英文）：It is reported that response of liquid-filled tank on a shaking table showed some 
vibration response that was contradiction to expectation of elementary tank vibration. Then, author has be
en studying to analyze the response that might be caused by dynamic geometric nonlinear behavior, and sowe
d a Lagrangian function that governed the interactive behavior between a potential fluid and elastic conta
iner in large deformations. Applying finite element methods to functional, a new formulation and a derivin
g a discretizing method are shown in the research. Numerical analyses of the nonlinear vibration response 
are carried out, the advantages of the procedure is demonstrated.
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１．研究開始当初の背景 
(1) 水の入った円筒タンクを振動台に載
せ、正弦波外力を作用させると、線形の振
動理論では予測できない振動応答が発生す
る。 
(2) 容器と内蔵されたポテンシャル流体
との大変形動的連成問題を支配する汎関数
を導いた。この中で流体はEuler表示され、
容器は通常 Lagrange 表示されている。両
者が接する境界の整合性を確保し、流体速
度を適切に算定することに本質的な難しさ
があった。 
 
２．研究の目的 
(1) 1990 年代に開発された参照座標系を
流体に導入すると、この困難を克服する方
法となり得ることが判った。 
(2) 流体と容器の両方が大変形を起こす
境界において、両者の運動の整合性を確保
し、有限要素法を適用して、上記の汎関数
を離散化する定式化を示し、地動を受ける
水の入ったタンクの非線形運動方程式を得
る手法を開発する。 
 
(3) 周期的な地動を受ける二次元のタン
ク、および三次元円筒タンクをモデルとし、
周期的地動を受けるこれらのタンクの振動
応答を解析し、実験で観測されるような分
数調波振動を含む非線形振動応答が分岐す
ることを実証することを目指す。 
 
３．研究の方法 
(1) 流体へ参照座標系の移動速度 v̂を導入
した容器とポテンシャル流体との大変形動
的連成問題を支配する汎関数を導いた。汎
関数の第一変分は物理的に適切な基礎式、
境界条件式を与える。 
(2) 流体に波高が発生した時の遷移座標を
定める流体節点位置を流体の実際の移動と
独立して定める。この流体節点位置で流体と
容器の表面は常に接している。流体は容器と
の境界における運動学的な条件を満足する。
また、流体節点は他の境界条件においても、
運動学的な条件を満たすように定められた。 
(3) 流体節点において、流体の運動学的な条
件をすべて満たす変位場を連成場の厳密な
汎関数へ導入する。変関数は、流体の速度ポ
テンシャル･ベクトル eφ  波高ベクトル eη 容
器の節点変位ベクトル ed  、および eη 容器の
節点変位速度ベクトル ed である。これらの未
知ベクトルを用いて、汎関数の第一変分を誘
導すれば、この系の場の方程式を得る。 
(4) 系の固有振動数は流体に含まれる一様
膨張の解、有意で無い解を避けて固有値問題
を導く方法を示す。 
(5) 時刻暦応答を行うとき、クランク･ニコ
ルソン法を採用する。非線形性が強い問題を

一般的には解析するので、各ステップにおい
て、ニュートン･ラプソン法を用いる収束演
算を行う。この方法はシンプルであるが、場
の方程式の増分式を定める必要があり、演算
は煩わしい。 
(6) 大きな未知数を有する連立一次方程式
を解析する必要が出てくる。修正ニュート
ン･ラプソン法を採用すると共に、弾性容器
の増分変位速度を Static Condensation 法を適
用して、縮約する手法を導入する。この方法
を用いて、連立一次方程式の解法に要する計
算時間がかなり短縮される。 
(7) 解析される応答は離散系のフーリエ･ス
ペクトルに分解されて、表現される。 
 
４．研究成果 
 解析モデルを二次元タンク、および三次元
円筒タンクに分けて記述する。 
 (1) まず二次元のタンクを解析し、解法の
詳細の把握、および応答の特徴を把握する。
解析モデルは流体を水、容器を片持ちの鋼板
とし、幅 1000mm、水高 600mm、容器板厚は
5mm、10mm、30mm、および剛体とした。基
本的な振動応答を把握するモデルとして、流
体は 8x16、容器は両側合わせて 12 要素のメ
ッシュを利用した。 
(2)  二次元タンク固有振動数 
 容器の厚さをパラメータとして、タンクの
小さいほうから 19 番目のまでの固有振動数
を解析し、Table1に示す。容器のみの固有振
動数を表 1の下部に示した。板厚が 30mmの
固有振動数は容器を剛としたものとほほ同
一である。板厚 10mmのタンクの固有振動数
は 30mm のそれより若干小さな固有振動数
となるものの、大きな変化ではない。水の振
動であるロッシング振動と、容器のみの振動
であるバルジング振動の固有振動数も明確
に分かれている。しかし、板厚 5mmの容器
は、すべての振動数に連成の影響が現れてい
る。どの固有振動数がバルジング振動に対応
するのか判別は出来ない。 
 
(3) 分数調波振動の不安定領域 
 減衰を有する振動する系が、周期的な小さ
な外力を受けるとき、過渡的な応答が減衰す
ると、一般に応答は外力の振動数のみの応答、
基本振動数の応答となる。線形振動理論が予
測する挙動である。 
しかしながら、外力の振幅、および振動数
がパラメータとなり、突如、分数調波振動等
が生起して、激しい応答を示す。流体を含む
容器はこのような非線形応答が発生する振
動系である。 
 この二次元タンクにおいて、このような非
線形振動応答が発生する領域を不安定領域
（ハッチを付して示した）とし、Fig.1 に示
す。 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
水平軸は外力振動数、縦軸は地動加速度振
幅である。安定な領域は前述した線形振動応
答を示す領域である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(4) 分岐する分数調波振動応答 
外力振動数を一定とし、外力振幅を増加さ
せ、不安定領域に入った領域において分岐し
た振動モードと、その振動数を Fig.2に示す。 
①  外 力 振 動 数 52-55rad/s 、 お よ び
62-70rad/sにおいて、分岐する応答は同じ振
動数を持つ応答を示す。容器の対称二等分線
に関する対称、および逆対称の振動モードが
同一の振動数を持ち、これらが外力振動数の
1/2である 1/2分数調波振動応答を示す。 
②  一方、外力振動数 56-61rad/sにおいて、
分岐する対称振動モード応答の振動数と逆
対称振動モード応答の振動数が異なる振動
数で、それらの振動数の和が外力振動数と一
致する分数調波振動応答が生起する。異なる
二つのスペクトルを有する和型の分数調波
振動応答である。 
③ 前項②のモデルにおいて、和型の分数調
波振動が生起した後、1/2 分数調波振動応答
が分岐し、両方の分数調波振動が混在した応
答が発生した。ピークの振動数にわずかな差
異があるので、応答はうなり振動となる。 
(5) 三次元円筒タンクを流体と容器の大変
形場での連成問題の定式化、有限要素法を適
用して離散系する手法を示す。 
①容器が二次元の円筒シェルであり、流体と
の整合性の確保に合理的な工夫が必要とな
る。円筒容器なので、通常利用されている多
角柱へ近似すること無く、流体は円柱の初期
形状を有するとして、円柱座標系を導入する。
z軸の原点はタンク底部の中心とする。 
②円筒シェルは Sabir要素を修正して利用す
る。この要素は剛体変位を許容する変位場を
構成し、定ひずみ項を含むので高精度である
と評価されている。しかしながら、変位成分
の回転に周方向変位の 3次の項が生ずるので、
この項がゼロとなる修正を加えた変位仮定
を利用した。 
③円筒シェルの節点は円を n等分した母線上
にあり、初期座標のｚ値は各母線上において
同一のｚ値を有する。遷移座標系を構成する
流体節点は変形後も初期形状の円筒シェル
の母線上にあるとした。 
④ 解析モデルは周方向分割 nを 16、および
24とした。応答を解析する計算時間は nの 3
乗にほぼ比例する。応答の特徴を把握するた
めに、前者のモデルを利用し、ここの応答を
高精度で後者のモデルを用い、逐次積分の時
間刻みは0.01秒、および0.005秒を利用した。 
(6) 周方向分割 n=24とした解析の概要を示
す。解析は時間刻み 0.01秒を利用した。外力
の地動振動数 18-45rad/secとし、分数調波振
動応答が 1mm 以上となる領域を不安定領域
として Fig.3にハッチを付して表し、安定領
域との境界に記号●を付した。記号○は周方
向分割 n=16 として得られた安定･不安定の
境界である。外力振動数 22-30rad/secにおい

Table1 Natural Frequencies(8x16M)

記号 5mm 10mm 30mm Rigid

ωa 1 5.40 5.74 5.78 5.78

ω s 1 7.05 7.18 7.19 7.20

ω s2 7.96 8.32 8.35 8.36

ωa2 9.92 10.30 10.34 10.35

ω s3 11.66 12.09 12.13 12.14

ωa3 13.28 13.79 13.83 13.85

ω s4 14.86 15.48 15.53 15.55

ωa4 16.39 17.20 17.25 17.28

ω s5 17.97 18.99 19.05 19.07

ωa5 19.42 20.85 20.93 20.95

ω s6 21.07 22.79 22.88 22.92

ωa6 22.55 24.78 24.90 24.93

ω s7 24.39 26.75 26.89 26.93

ωa7 26.08 28.57 28.75 28.79

ω s8 28.04 30.10 30.31 30.35

ωa8 29.69 31.14 31.35 31.39

ω s9 31.14 31.63 31.72 31.77

ωa9 33.19 49.70 154.3 -

ω s10 33.52 50.92 155.8 -

only Container
ωoc1 26.48 52.96 158.9 -
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てこの境界に若干の差異が見られるものの、
外 力 振 動 数 20rad/sec 近 傍 、 お よ び
32-40rad/secにおいて符合する。 
周方向分割 n=16 の応答は文献に示したの
で、ここでは周方向分割 n=24 としたモデル
の応答を示す。こちらの方が高精度の応答を
示しているものと思われる。これは、計算方
法の改良（前項の Static Condensation）を
導入して、解析できるようになった。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(7) シェル半径は 25m、シェル高さは 30m、
水高は 21.6mの 4万 kℓの実物タンクをモデ
ルとした。要素分割はC6 24 6 4   である。
周方向分割 n=24 とし、閉じた（Close)であ
り、流体を半径方向に 6層、周方向に 24層、
鉛直方向に 6層のメッシュとし、円筒シェル
を周方向に 24 層、鉛直方向に 4 層のメッシ
ュとしたモデルである。シェル厚さは 40mm
とした。このモデルの固有振動数を Table2
に示す。縦軸に周方向展開次数をとり、横方
向に各周方向展開次数毎に小さい方から番
号を付した固有（円）振動数である。 
 スロッシング振動が主となる固有振動数
は 0.82-6.5rad/sec程度、容器の変位が主と
なる固有振動数は 6.7rad/sec以上となる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(8)分岐する分数調波振動が単一のスペクト
ルを有する応答を示す。外力振動数

19rad/sec、地動加速度 0.7 2m/s としたモデル
の時刻歴応答を時間刻み 0.005t  秒  とし
て 100秒計算した。時刻 89-100秒間の応答
データ 1024 個を用いた離散系のフーリエ変
換を用いて、円筒シェルの変位を周方向にフ
ーリエ級数の Cosine 展開した n  1,6,7,およ
び 8 の応答スペクトルを Fig.4 に示す。
n  6,7に対応する C6,および C7に/2分数調
波振動応答が分岐している。 
 この時の、周方向の曲げモーメント応答を
Fig.5 に示す。角度は地動の作用方向からの
偏角を表す。基本振動数の応答の他、1/2 分
数調波振動の応答が発生する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(9)分岐する分数調波振動が 2 つの卓越した
スペクトルを有する応答を示す。外力振動数
29rad/sec、地動加速度 0.7 2m/s としたモデル 
の時刻歴応答を時間刻み 0.005t  秒  とし
て 100秒計算した。上記のモデルと同一の時
刻のデータを用いた応答のスペクトルを示
す。円筒シェルの変位を周方向にフーリエ級
数の Sine展開した n  1,9,10,および 11の応
答スペクトルを Fig.6に示す。 
 n  9,および 10に対応する S9,および S10
に そ れ ぞ れ 振 動 数 13.5rad/s, お よ び
15.34rad/s の分数調波振動応答が分岐する。
これらの振動数の和は基本振動数となるの
で、この応答は和型の分数調波振動である。
また、周方向の展開次数 nが奇数、または偶 

Table2. Natural Frequency of a Model Tank C6x24x6x4(h =40mm)
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0 1.07 1.33 1.77 2.24 2.69 3.24 46.20 66.62 72.57
1 0.82 1.49 1.97 2.46 2.95 3.26 30.91 50.36 71.02
0.82 1.49 1.97 2.46 2.95 3.26 30.91 50.36 71.02
2 1.10 1.68 2.15 2.63 3.24 21.45 34.99 37.92 60.36 66.11
1.10 1.68 2.15 2.63 3.24 21.45 34.99 37.92 60.36 66.11
3 1.31 1.86 2.33 2.79 3.28 4.50 15.85 30.39 34.86 46.09
1.31 1.86 2.33 2.79 3.28 4.50 15.85 30.39 34.86 46.09
4 1.49 2.04 2.51 3.00 3.33 5.50 12.17 25.45 34.75 37.03
1.49 2.04 2.51 3.33 5.50 12.17 25.45 34.75 37.03
5 1.67 2.21 2.69 3.23 3.47 6.51 9.18 9.56 22.06 31.63
1.67 2.21 2.69 3.23 3.47 6.51 9.18 9.56 22.06 31.63
6 1.84 2.39 2.87 3.35 3.80 7.16 7.78 8.49 19.71 28.37
1.84 2.39 2.87 3.36 3.80 7.78 19.71 28.37
7 2.01 2.56 3.07 3.47 4.24 6.83 18.11 26.20 34.65 34.68
2.01 2.56 3.07 3.47 4.24 6.83 18.11 26.20 34.65 34.68
8 2.18 2.75 3.27 3.63 4.74 6.75 10.28 17.05 24.46 28.35
2.18 2.75 3.27 3.63 4.74 6.75 10.28 17.05 24.46 28.35
9 2.35 2.93 3.46 3.84 5.26 7.43 11.40 16.37 22.66 23.35
2.35 2.93 3.46 3.84 5.26 7.43 11.40 16.37 22.66 23.35

10 2.50 3.10 3.61 3.62 4.06 5.73 8.60 12.39 15.99 19.70
2.50 3.10 3.61 3.62 4.06 5.73 8.60 12.39 15.99 19.70

11 2.61 3.22 3.73 4.24 6.08 9.80 13.09 15.84 17.51 18.99
2.61 3.22 3.73 4.24 6.08 9.80 13.09 15.84 17.51 18.99

12 2.65 3.26 3.77 4.24 4.30 6.21 10.37 13.50 15.80 16.77

18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46
0.0
0.1
0.2
0.3
0.4
0.5
0.6
0.7
0.8
0.9
1.0
1.1
1.2

a x (m
/s

2 )

 (rad/sec)
Fig.3  Instable Region for Subharmonic of C24 Model

E
xt

er
na

l A
cc

el
er

at
io

n 

:1 peak
:2 peaks

0 10 20 30
0

4

8

12

16

Sp
ec

rtu
m

 o
f S

he
ll 

D
is

p.
(

m
m

)

Fig.4 Fourier Spectra of Shell Response( =19,a
x
=0.7)

 c1
 c6
 c7
 c8

9.20

rad/s

0 10 20 30 40
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

rad/s

D
iff

er
en

ce
 S

tre
ss

 M
(

un
it:

kN
)

Fig.5  Spectra of Difference Stress M

 0 deg.
 90 deg.
 180deg.



数に依存して異なる振動数の分数調波振動
応答が生起する傾向がある。 
 このモデルの周方向の曲げモーメント応
答を Fig.7に示す。基本振動数の応答の他、
振動数 13.5rad/s、および 15.34rad/s等の分
数調波振動の応答が発生する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
(10) 単一のスペクトルを有する分数調波振
動、および卓越した二つの振動数を持つ和型
の分数調波振動の応答が発生する不安定領
域の近傍に、これらのスペクトルが共存する
不安定領域、および極大値のスペクトルが 3
個以上と分岐する領域が存在する。 
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