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第1章 序論

1.1 はじめに
近年における科学技術の発達は目覚ましいものがあり, その中でもコンピュータ
は単独またはネットワークとして日々その処理能力を向上させている. コンピュー
タが登場して以来, 科学技術上の多くの問題をコンピュータを用いて解こうとする
研究がなされている. この場合, 二つの研究方向があり, 命題論理や述語論理など
の論理システムにもとづくことやコンピュータの高度な計算能力を用いて問題を
厳密に解いて最適解や準最適解求めることを目指すハードコンピューティングの
分野と, 必ずしも厳密解にとらわれず, 比較的短い時間で良好な解を見つけること
を目指すソフトコンピューティングの分野である [1, 2, 3, 4, 5]. ソフトコンピュー
ティングの基本的な考え方は, 人間の脳や進化の過程に倣ったモデルを用いて, 問
題を知識と数値を使って解こうとすることにある. 人間の脳はコンピュータに比べ
はるかに情報伝達速度が遅いにも関わらず情報処理能力はコンピュータを凌ぐこ
とがある. これは, コンピュータが逐次型の情報処理を行うのに対して人間の脳が
並列分散処理をおこなっていることによる. それゆえ, 人間の知的情報の並列分散
処理の実現を目指す研究がさまざまな方向から盛んに行われている [5, 6, 7, 8]. さ
らに, この分野の研究は, 実際に人工知能, データマイニングや機械学習等の様々
な分野への展開がはかられている. ソフトコンピューティングとは, 「取り扱い易
さ, 頑健性, 低コストを達成するために, 不確実性をどこまで容認するかを探り, 高
度な精確性を要求せずにシステムを解析・設計する計算方式」[5, 6, 7]と解釈され,

研究手法としては, 図 1.1に示すように, ニューラルネットワーク, ファジィシステ
ム, 確率システム, 進化的計算システム等が用いられる [1, 2, 8, 64]. このなかで,

ニューラルネットワークや確率システムは, 問題解決への応用は容易であり, 理論
的な解析も十分に行われているが, 構築されたシステムの中身はブラックボックス
であり, その解釈は必ずしも容易ではない [3, 4, 9]. 進化的計算は様々な分野に容
易に応用されるが, 理論的裏付けや結果の意味解釈が必ずしも十分とはいえない.

ファジィシステムは, 人間の知識の定性的概念や推論のプロセスをモデル化できる
が,高い近似精度の実現や定量的な解析方法は知られていない. それゆえ,これらの
方法は, 単独または複数の手法を組み合わせることが多く見られる [4, 26, 27, 50].

今後の複雑化する社会へのソフトコンピューティングの応用を考える場合には, 安
心かつ安全なシステム構築が欠かせない. そのために, 本研究ではシステムの中身
の解釈と近似精度の向上の議論が比較的容易な方法論としてファジィ推論システ
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図 1.1: ファジィ推論システムの位置付け

ムを用いる [10, 11, 12, 18, 56]. このファジィ推論システムの能力解析, 近似性能
と意味解釈を通して, 問題解決へのソフトコンピューティング的アプローチ法を提
案する.

ファジィシステムの基礎をなすファジィ集合のアィデアは, 1965年に Zadeh に
より提唱された [12]. 従来の集合論は, 集合に所属するまたは所属しない, という 2

値の論理にもとづくものである. 一方, ファジィ集合では, 集合への所属度を,連続
値により表すことで, 集合への所属の ”あいまいさ” を連続的に扱うことが可能と
なる. この所属度を表す関数をメンバーシップ関数と呼ぶ. ファジィ集合はこのメ
ンバーシップ関数により定義される. このような論理の一般化により, 単に集合の
所属度だけでなく, ”暑い”や ”寒い”のようなあいまいさの処理が可能となる. こ
のファジィ集合を if-then形式の従来の論理に応用したものがファジィ推論であり,

結果としてあいまいさや不完全な知識を扱うことのできるファジィ推論システム
が開発された. これにより, 人間が行うような曖昧さを含む情報処理がコンピュー
タ上で実装可能となった.

ファジィ理論の代表的な応用分野として, ファジィ推論は人間に理解可能な推論
規則により構成されており, また, 非線形システムを扱うことができるという特徴
がある. Mamdani は, 制御分野において, このことを初めて実現した [13]. すなわ
ち, 従来は熟練した技術者が行っていた作業をファジィ推論に基づくアルゴリズム
を実装したコンピュータに行わせるシステム (ファジィエキスパート システム) の
誕生である. その後, この分野で多くの成功事例が発表された. 同時に, 人間がファ
ジィ推論の規則の設定を行うためには, 推論規則の試行錯誤や調整を人間の手で行
う必要があり, 多くの時間と労力を必要とした. 一方で, システムの近似精度は必
ずしも十分とはいえないものであった. そこで, （学習用の）入出力データを用い
て推論規則を自動的に構築する研究がおこなわれるようになった [15, 16]. このこ

5



とは, 人間の代わりにコンピュータが自動的に推論ルールの構成・調整を行うこと
が可能となり, 人間の労力が大幅に削減されただけでなく, 精度の高いファジィ推
論システムの構築が可能となった. ただし,システムの精度改善を目指すことは,必
ずしもファジィ推論システムの説明能力の改善を意味しない. 精度 (Accuracy)と
説明能力 (Interpretability)はトレードオフの関係にあることが明らかとなり, 以後
どちらを目指すかにより異なる研究分野が存在することとなった [17, 18, 19, 54].

前者は, モデルの構造やファジィルールについて制限を加えないモデルであり, 高
木・菅野モデルの提案をはじめとして非常に多くのモデルが導入された [14]. こ
れらは主に与えられた入出力データから最急降下法に基づいて自動的にファジィ
システムの構築を目指す研究である [9]. 最急降下法に基づく局所探索によるシス
テム構築を行うので, 推論誤差や学習時間の増加等の問題があることが指摘され
ている. これを改善する試みとして, ファジィ推論ルールの学習則に注目した手法
[15,63]や推論モデルの構造に注目し, 推論ルールを逐次的に生成したり [20, 34], 不
必要な推論ルールを削除する方法 [21, 22, 66], また, 一般化された目的関数を使っ
て柔軟な推論を行う方法も提案されている [24]. また, ファジィ推論モデルと別の
最適化アプローチを組み合わせ, 例えば, 遺伝アルゴリズムやPSO(Particle Swarm

Optimization)による大域探索との組み合わせ [20, 26, 27, 33], 自己組織化やベクト
ル量子化など最急降下法により局所探索を行う方法と組み合わせた方法 [24,25,36]

が提案されており, その有効性が示されている.

一方, 説明能力をもつファジィシステムの研究についても, 学習機能を導入する
研究が行われた. ただし, この場合はファジィルールの意味解釈が可能な範囲で
の, すなわち, パラメータの領域が制限された範囲での学習を行うこととなる [54].

Mamdaniモデルの前件部を固定し, 後件部を定数パラメータとして学習するモデ
ルや Shiらの各変数の属性ごとに学習するモデルが知られている [28]. また, 遺伝
的アルゴリズムのような進化的方法によりパラメータの領域を制限して学習する
多くのモデルが提案されている.

このように, 高い近似精度をもつ, または説明能力の高いファジィ推論システム
の構築法では, 主に以下の方法が用いられている. 1) 推論モデルの構造を更新する
方法, 2) 遺伝的アルゴリズムやPSOのようにあらかじめ解の探索空間を制御して
大域探索を実現する方法, 3) 自己組織化マップ法やベクトル量子化法を前処理と
して実効する場合のように, あらかじめソフトマッチングで大域探索を実現するこ
とにより初期パラメータを決定する方法が考えられている. しかしながら, このよ
うな学習システムの構築法だけでは, 説明能力の不足だけでなく、入力変数の増加
に伴う学習の困難さを克服することが難しいことも知られている [19,26,27].

湯場崎らは、説明能力のあるファジィ推論システムとして1変数のルールモジュー
ルからなる SIRMs (Single Input Rule Modules) モデルを提案し, その有効性を示
した [30, 62]. このモデルはある種の非線形な問題にも有効なことも知られている
が, EX-ORや複雑な制御問題では必ずしも有効でないことが知られている. さら
に, このモデルを拡張するために関数機能を持たせたモデルも提案されているが,

6
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図 1.2: 研究の位置付け

必ずしも能力は十分ではない [31]. そこで,少数の入力変数からなるルールモジュー
ルからなる推論モデル SNIRMs (Small Number of Input Rule Modules) モデルが
提案され, その有効性が示されている [32,59,68]. このモデルは各モジュールが少数
個 (1,2または 3程度)の入力変数からモジュールを構成するものであり, SIRMsモ
デルの自然な一般化モデルとなっている. このモデルは SIRMsモデルと同様に単
純な構造をもっているが, SIRMsモデルに比べてモジュールの個数が増加する欠点
をもっている. モデルの汎化能力を上げるにはパラメータの数は少ない方がよいの
で, いかにしてモジュールやパラメータの個数を効率的に抑えるかが問題となる.

その他, ニューラルネットワークと SIRMsモデルを組み合わせたモデルや, SIRMs

モデルの後件部においてすべての変数を統合するモデルも提案されている. いず
れの場合も, 十分な近似精度を実現できるが, 説明能力は十分とはいえない. また
モデルの理論的な能力も示されていない.

1.2 本論文の構成
本論文では, はじめに従来研究において高い近似精度 (Accuracy)や説明能力

(Interpretability)をもつモデルやその汎化モデルについて, 理論的な能力, 学習シ
ステムとしての近似精度や説明能力, また入力変数の増加に伴う近似能力の柔軟性
について検討する. この結果を踏まえて, 新しいモデルを提案し, 万能性 (Universal

approximation capability), 学習システムとしての近似能力や説明能力, また入力
変数の増加に伴う近似能力の柔軟性に関しての有効性を示す. 図 1.2に本論文の研
究の位置づけを示す.

以下, 本論文の構成を示す.
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第 1章では, ファジィ理論の歴史と工学的背景, およびファジィ推論システムに
おける最近の研究と本論文の内容と構成について述べる.

第 2章は, ファジィ集合とその応用であるファジィ推論モデルについて述べる.

はじめに, ファジィ推論システムの従来モデルとして知られるTS 型, Mamdani 型
と簡略型ファジィ推論システムを導入し, 学習による推論ルールの決定方法につい
て述べる. さらに, 各モデルについてこれまでに得られている結果を与える.

第 3章は, 高い説明能力をもつモデルとして知られているファジィ推論システム
とその汎化モデルについて述べる. すなわち, 高い説明能力と近似精度を実現する
新しいモデルとして属性型ファジィ推論モデルの提案を行い, このモデルの近似精
度や万能性に関する理論的な解析を示す.

第 4章は, ベクトル量子化を用いたファジィ推論システムの近似能力について述
べている. すなわち,ニューラルガス等のベクトル量子化とファジィ推論システム
を組み合わせた新しいモデルとその学習法を提案し, 数値シミュレーションにより
近似精度や推論ルール数において有効性を示す。.

第 5章は, メタヒューリスティクスを用いたハイブリッドなファジィ推論モデ
ルとその学習法について述べている. すなわち, ファジィ推論システムに EM

(Electromagnetism-like Mechanism)やランダムサーチのようなメタヒューリスティ
クを組み合わせたハイブリッドなモデルとその学習法を提案し, 数値シミュレー
ションによりその有効性を示す.

第 6章は, 高い説明能力と近似精度をもつモデルとして提案された SNIRMs モ
デルの能力について述べる. すなわち, SNIRMs モデルの説明能力や近似精度につ
いて, 理論と数値シミュレーションにより明らかにする.

第 7章は, 前章までの結果を踏まえて, 線形入力型 SIRMs モデルを提案し, その
能力について述べる. すなわち,第 1段階で入力変数の線形変換を行い,第 2段階で
SIRMs モデルによる出力導出を行う線形入力型 SIRMs ファジィ推論システムと
その学習法を提案し, 理論と数値シミュレーションにより, 従来モデルやその汎化
モデルと比べて高い近似能力をもつことを示す. また, 学習後に得られたファジィ
推論ルールの意味解釈を与える方法を提案し, その有効性を示す.

第８章は, まとめである.
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第2章 準備

本章では, 以下の章に必要なファジィ推論や数学的予備概念を与える.

2.1 ファジィ集合
広く用いられている集合であるクリスプ集合は, 集合の所属が客観的に明確に定
義されている. 例えば, 「温度が 30◦C以上」はクリスプ集合である. しかしなが
ら, 「温度が暑い」は人間の主観に依存しており, 集合への所属が客観的に明確に
定義されていない. このようなあいまいな集合を定量的に解析するため, ファジィ
集合を用いる. ファジィ集合は, 数学的には集合と以下に示すメンバーシップ関数
により定義される [12]. 以下では, 集合が明らかな場合は, ファジィ集合とメンバー
シップ関数は区別しない.

全体集合をXとする. ファジィ集合Aは, 次のようなメンバーシップ関数 µAに
より定義される.

µA : X→[0, 1] (2.1)

メンバーシップ関数としては, 以下のようなガウス型関数および三角型関数が用
いられる (図 2.1参照).

ガウス型関数

Aij (xj) = exp

(
−1

2

(
xj − cij

bij

)2
)

(2.2)

三角型関数

Aki(xj) =



0
(
xj < cij − bij

2

)
2
bij
[xj −

(
cij − bij

2

)
]
(
cij − bij

2
≤xj≤cij

)
− 2

bij
[xj −

(
cij +

bij
2

)
]
(
cij < xj≤cij + bij

2

)
0
(
xj > cij +

bij
2

) (2.3)

ここに, cij, bijはそれぞれメンバーシップ関数Aij(xj)の中心と幅を表す.
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図 2.1: メンバーシップ関数の例

2.2 ファジィ推論システム

2.2.1 Mamdani型ファジィ推論法

ファジィ集合を用いて, ファジィ推論システムを導入する. 自然数 kに対して
Zk = {1, 2, · · ·, k}, すべての実数の集合をRとする. 入力 x = (x1, · · ·, xm), 出力
y∗とする (xj∈R, j∈Zm).

ファジィ集合を用いて, ファジィ推論は, 次のような if· · ·then∼形式のルールで
表される.

Ri : if x1 is Ai1 and · · · and xm is Aim then y is Bi (2.4)

ここで, Aij(j∈Zm)は入力要素 xj に関する前件部のメンバーシップ関数, Biは
出力要素 yに関する後件部のメンバーシップ関数, i∈Zrである.

推論の出力 yは, 次の式により導出される [13].

y =

∫
y·max

i
{min{Ai1(x1), · · ·, Aim(xm), Bi(y)}}dy∫

max
i
{min{Ai1(x1), · · ·, Aim(xm), Bi(y)}}dy

(2.5)

2.2.2 簡略型ファジィ推論法

ファジィ推論法の一つである簡略型ファジィ推論法は, 次のような if· · ·then∼形
式のルールにより構成される.

Ri : if x1 is Ai1 and · · · and xm is Aim then y is wi (2.6)
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ここで, Aij(j∈Zm)は入力要素 xjに関するメンバーシップ関数, wiは実数値, i∈Zr

である.

推論規則Riに対する適合度 µiは, 次式により求めることができる.

µi = Πm
j=1Aij(xj) (2.7)

推論の出力 yは, 次の式により導出される.

y =

∑r
i=1 µiwi∑r
i=1 µi

(2.8)

2.2.3 TSファジィ推論法

簡略型ファジィ推論法を一般化したものとして, TS(Takagi Sugeno) ファジィ推
論法が知られている [14, 15].

TSファジィ推論法の推論規則は, 以下のように与えられる.

Ri : if x1 is Ai1 and · · · and xm is Aim then y is fi(x) (2.9)

ここで, fiは x1, · · ·, xmを入力とするm変数関数, i∈Zrである. fiを定数に制限
した場合が簡略型ファジィ推論法となる. 推論規則Riに対する適合度 µiは, 次式
により求めることができる.

µi = Πm
j=1Aij(xj) (2.10)

推論の出力 yは, 次の式により導出される.

y =

∑r
i=1 µifi∑r
i=1 µi

(2.11)

2.3 ファジィ推論モデルの学習法
D = {(xp

1, · · ·, xp
m, y

∗
p)|p∈ZP} を学習用データの集合とする. ここに, xp =

(xp
1, · · ·, xp

m)と y∗p は p番目の入力とその出力である. 以下, 本論文では, Dを学
習用データの集合として用いる. ファジィ推論モデルに入力xpを与えたときの推
論出力を ypとすると, 学習用データに対する平均二乗誤差 (Mean Square Error :

MSE)Eは, 次のように表される.

E =
1

P

P∑
p=1

(yp − y∗p)
2 (2.12)
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Eの最小化問題を解くことで, ファジィ推論モデルの適切なパラメータを求める
ことができる. 最小化問題を解く手法の一つとして, 以下の更新式を用いる最急降
下法がある [9, 10, 11, 15].

α(t+ 1) = α(t)−Kα
∂E

∂α
|α=α(t) (2.13)

ここで, αは更新を行うパラメータ, tは学習回数, Kαは学習係数である.

以下では, 最急降下法に基づいたファジィ推論モデルの学習法を導入する.

2.3.1 Mamdani型ファジィ推論モデルの学習

Mamdaniの提案したMin-Max重心法においては, 推論規則中の各ファジィ集合
のメンバーシップ関数は人間の手により作成されていた. そのため, 自然言語によ
る解釈が容易で説明能力の高いモデルであった. しかしながら, Min-Max重心法は
出力導出過程において不連続関数であるmin, max 関数が用いられており微分の
計算が困難であるため, 最急降下法の適用が困難である. そこで, 以降では, 簡略
型ファジィ推論法において, ルールの後件部パラメータのみを学習により決定する
手法のことをMamdani型ファジィ推論法と呼ぶ. Mamdani型ファジィ推論法に
おいては学習の前後においてルールの前件部のメンバーシップ関数は変化しない.

そのため, 学習開始時に人間の裁量により定義されたメンバーシップ関数が学習終
了後も推論規則中に用いられており, 自然言語による解釈が容易で説明能力の高い
モデルとなっている. 後件部パラメータwiの更新式は, 式 (2.16)のようになる.

Mamdani型ファジィ推論法の学習アルゴリズム (A-M)は,以下のようになる [15].

[学習アルゴリズム A-M]

Step A-M1 : しきい値 θ, 最大学習回数 Tmaxを与える. 推論規則の初期位置は等
間隔に配置する. 整数Hに対して, 推論規則数 nを n = Hmとおく. t = 1とする.

Step A-M2 : パラメータ bij, cij, wiを初期化する.

Step A-M3 : p = 1とおく.

Step A-M4 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A-M5 : 式 (2.7)と (2.8)より, µiと yを求める.

Step A-M6 : 式 (2.16)より, パラメータwiを更新する.

Step A-M7: p = P ならば Step A-M8へ, p < P ならば p←p + 1 として Step

A-M4へ行く.

Step A-M8: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))と
する. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t + 1として Step A-M3 へ, E(t)≤θ また
は t > Tmaxならば学習を終了する.
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2.3.2 簡略型ファジィ推論モデルの学習

ガウス型関数を用いるとき, 簡略型ファジィ推論法の推論規則中の各パラメータ
の更新式は, 以下のようになる (i∈Zn and j∈Zm)[9,10,11,29].

µi = Πm
j=1 exp

(
−1

2

(
xj − cij

bij

)2
)

(2.14)

y =

∑n
i=1 µiwi∑n
i=1 µi

(2.15)

として,

wi(t+ 1) = wi(t)−Kw
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗) (2.16)

cij(t+ 1) = cij(t)−Kc
µj∑n
i=1 µi

· (y − y∗) · (wi − y) · xj − cij
b2ij

(2.17)

bij(t+ 1) = bij(t)−Kb
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗) · (wi − y) · (xj − cij)
2

b3ij
(2.18)

また,三角型関数を用いるとき,簡略型ファジィ推論法の推論規則中の各パラメー
タの更新式は, 以下のようになる (i∈Zn and j∈Zm).

Aij(xj) =



0
(
xj < cij − bij

2

)
2
bij
[xj −

(
cij − bij

2

)
]
(
cij − bij

2
≤xj≤cij

)
− 2

bij
[xj −

(
cij +

bij
2

)
]
(
cij < xj≤cij + bij

2

)
0
(
xj > aij +

bij
2

) (2.19)

µi = Πm
j=1Aij(xj) (2.20)

y =

∑n
i=1 µiwi∑n
i=1 µi

(2.21)

として,

wi(t+ 1) = wi(t)−Kw
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗) (2.22)

cij(t+ 1) = cij(t)−Kc
µj∑n
i=1 µi

· (y − y∗) · (wi − y) · ∂Aij(xj)

∂cij
|cij=cij(t)(2.23)

bij(t+ 1) = bij(t)−Kb
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗) · (wi − y) · ∂Aij(xj)

∂bij
|bij=bij(t)(2.24)
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ここで,

∂Aij(xj)

∂cij
=



0
(
xj < cij − bij

2

)
− 2

bij

(
cij − bij

2
≤xj≤cij

)
2
bij

(
cij < xj≤cij + bij

2

)
0
(
xj > cij +

bij
2

) (2.25)

∂Aij(xj)

∂bij
=



0
(
xj < cij − bij

2

)
2cij
b2ij

(
cij − bij

2
≤xj≤cij

)
−2cij

b2ij

(
cij < xj≤cij + bij

2

)
0
(
xj > cij +

bij
2

) (2.26)

ガウス型関数を用いる学習アルゴリズムは, 以下のようになる.

[学習アルゴリズム A]

Step A1 : しきい値 θ, 最大学習回数 Tmaxを与える. 推論規則の初期位置は等間
隔に配置する. 整数Hに対して, 推論規則数 nを n = Hmとおく. t = 1とおく.

Step A2 : パラメータ cij, bij, wiを初期化する.

Step A3 : p = 1とおく.

Step A4 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A5 : 式 (2.7)と (2.8)より, µiと yを求める.

Step A6 : 式 (2.17), (2.18), (2.16)より, パラメータ cij, bij, wiを更新する.

Step A7: p = P ならば Step A8へ, p < P ならば p←p + 1 として Step A4へ
行く.

Step A8: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))とする.

E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t+1として Step A3 へ, E(t)≤θ または t > Tmax

ならば学習を終了する.

同様にして, 三角型メンバーシップ関数の場合も導入できる.

2.3.3 TSファジィ推論モデルの学習

メンバーシップ関数としてガウス型関数を用いる. また, fi(x) = wi0+
∑m

j=1wijxj(wi0,

wi1,· · ·,wim∈R)とするとき, 推論規則中の各パラメータの更新式は, 以下のように
なる.

µi = Πm
j=1 exp

(
−1

2

(
xj − cij

bij

)2
)

(2.27)
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y =

∑n
i=1 µi

(
wi0 +

∑m
j=1 wijxj

)
∑n

i=1 µi

(2.28)

として,

∂E

∂wi0

=
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗) (2.29)

∂E

∂wij

=
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗)·xj (2.30)

∂E

∂cij
=

µj∑n
i=1 µi

· (y − y∗) · (fi − y) · xj − cij
b2ij

(2.31)

∂E

∂bij
=

µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗) · (fi − y) · (xj − cij)
2

b3ij
(2.32)

学習アルゴリズムは, 以下のようになる.

[学習アルゴリズム A-TS]

Step A-TS1 : しきい値 θ, 最大学習回数 Tmaxを与える. 推論規則の初期位置は
等間隔に配置する. 整数H に対して, 推論規則数 nを n = Hmとおく. t = 1と
おく.

Step A-TS2 : パラメータ cij, bij, wijを初期化する.

Step A-TS3 : p = 1とおく.

Step A-TS4 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A-TS5 : 式 (2.10)と (2.11)より, µiと yを求める.

Step A-TS6 : 式 (2.31), (2.32), (2.29), (2.30)より, パラメータ cij, bij, wij を更
新する.

Step A-TS7: p = P ならば Step A-TS8へ, p < P ならば p←p+ 1 として Step

A-TS4へ行く.

Step A-TS8: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))と
する. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t+ 1として Step A-TS3 へ, E(t)≤θ また
は t > Tmaxならば学習を終了する.

2.4 モデルの万能性
ソフトコンピューティングにおけるモデルの近似能力を示す重要な性質として,

万能性 (universal approximation capability)がある. この性質を満たすモデルは任
意の連続関数を任意の精度で近似することが可能である. つまり, あらゆる連続関
数を高い精度で近似できることが理論的に保証された, 能力の高いモデルとなる.

モデルの万能性を, 数学的なことばで定義する [9].
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[定義１] Aを集合とする. Aの閉包 (closure) [A]とは, Aのすべての集積点 (limit

point)を含む集合である.

[定義２] 集合Aが閉集合 (closed set)となるのは, A = [A]が成り立つ場合である.

[定義３]BをAの部分集合とする. BがAにおいて稠密 (dense)であるのは, [B] = A

となる場合である.

稠密の定義は, 近似理論の立場からは, BがAにおいて稠密であるなら, Aの任
意の要素は, Bの要素によって任意に（いくらでも）近似できることを意味する.

この場合, BはAにおいて万能 (universal)性を持つと言われる. 本論文では, 集合
族（モデルが実現する関数の集合）が全ての連続関数の集合において稠密かどう
かを考える.

以下に示す定理は, 連続関数のすべての集合において, その部分集合が稠密であ
ることを示す十分条件を与える.

[Stone-Weierstrass 定理][9, 34, 35]

Sをm次元上のコンパクト集合, C(S)をS上の実数値連続関数の全体集合とする.

Φを, 以下を満たす実数値連続関数の集合とする:

(i) Identity function : 定数関数 f(x) = 1がΦに含まれる.

(ii) Separability : S上の任意の 2点 x1,x2 (x1 ̸=x2)について, f(x1)̸=f(x2)とな
るような f がΦに含まれる.

(iii) Algebraic closure : Φに含まれる任意の f, gと実数値 α, βについて, 関数 f ·g
と αf + βgがΦに含まれる.

このとき, ΦはC(S)内で稠密である. 言い換えると, 任意の ε > 0と任意の関数
g∈C(S)について, 任意の x∈Sに関して以下のような性質を満たす関数 f が Φ内
に存在する.

|g(x)− f(x)| < ε □

この定理は, 集合族が稠密であることを, (i), (ii), (iii)の３つの条件の成立によ
り示すことができることを述べている. この定理を使って, Wanは簡略型ファジィ
推論法のモデル (正確に言うと実現される関数族)が, 連続関数のすべての集合に
おいて稠密であることを示した [34]. 結果は次の通りである.

[定理 2.1][34]

Rmの任意のコンパクトな有限集合Uと任意の ε > 0に対して, 次のような f∈Ω
が存在する.

sup
x∈U
|g(x)− f(x)| < ε (2.33)

ここに,

ΩM = {f(x) =
∑M

i=1 µi(x)wi∑M
i=1 µi(x)

|wi∈R,x∈S} (2.34)
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µi(x) = exp

(
−1

2

m∑
j=1

(
xj − cij

bij
)2

)
(2.35)

かつ

Ω =
∞∪

m=1

ΩM (2.36)

とする.
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第3章 属性型ファジィ推論モデル

3.1 はじめに
本章では, 高い説明能力をもつモデルとして知られているファジィ推論モデルと
属性型ファジィ推論モデルについて説明する. 従来型の簡略型ファジィ推論システ
ムは学習後の推論ルールの言語的解釈が困難であるため, 得られたシステムを記述
するファジィ推論ルールの説明能力が低いことが知られている. それゆえ, 高い説
明能力と近似精度を実現する新しいモデルとして属性型ファジィ推論モデルの提
案を行い, このモデルの能力の高さや万能性に関する理論的な解析を行う.

3.2 Mamdani型ファジィ推論モデル
ここでは, ファジィ推論モデルの推論規則を以下のように与える.

Ri1···im : if x1 is Ai11 and · · · and xm is Aimm

then y is fi1···im(x1, · · ·, xm) (3.1)

ここで, 1≤ij≤il(j∈Zl), Aijj(xj)は入力 xjに関するメンバーシップ関数である. こ
のモデルは 2章で導入したMamdani型モデルの特別な場合であるが, 同一の名前
を使う.

入力 xに対する推論規則Ri1···imの適合度 µi1···imは, 以下のように与えられる.

µi1···im =
m∏
j=1

Aijj(xj) = Ai11(x1)·· · ··Aimm(xm) (3.2)

出力 yは, 以下の式により求められる.

y∗ =

∑
i1
· · ·
∑

im
µi1···imfi1···im(x1, · · ·, xm)∑

i1
· · ·
∑

im
µi1···im

(3.3)

fi1···im(x1, · · ·, xm)が定数ならば簡略型, 関数であればTS型と呼ぶものとする.

[例題 3.1]
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図 3.1: 学習前のメンバーシップ関数の中心の位置

m = 2, 1≤i1, i2≤2のときの推論規則の例を以下に示す (図 3.1参照):

R11 : if x1 is A11 and x2 is A12 then y is w11

R12 : if x1 is A11 and x2 is A22 then y is w12

R21 : if x1 is A21 and x2 is A12 then y is w21

R22 : if x1 is A21 and x2 is A22 then y is w22

式 (2.6)により与えられるファジィ推論モデルをアルゴリズムAにより学習を行
う場合, 学習後の各メンバーシップ関数の配置は図 3.2のように, 中心位置が初期
位置とずれた位置とする.

一方, Mamdani型においては, 学習後の各メンバーシップ関数の配置は図 3.3の
ように, 学習前の中心位置と幅が同じ値となる. それゆえ, それぞれのルールが自
由に移動する簡略型モデルに比べて, Mamdani型は近似精度があまり高くないと
いう問題点がある. そこで, より説明能力の高いMamdani型の近似精度を改善す
る方法を提案する.

推論規則 (3.1)から成るファジィ推論において, fi1···im(x1, · · ·, xm)を関数とする.

関数 fi1···imのみを学習により決定する手法を, Mamdani型TSファジィ推論法 (ア
ルゴリズムA-MT)とする.

線形関数 fi1···im(x) = wi0 +
∑m

j=1 wijxj(wi0, wi1,· · ·,wim∈R)を用いるとき, TS

型と組み合わせたMamdani型の簡略型ファジィ推論法の推論規則中の後件部パラ
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メンバーシップ関数
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図 3.3: アルゴリズム A-Mによる学習後
のメンバーシップ関数

メータの更新式は, 以下のようになる. ただし, aij = 1(i∈Zn and j∈Zm)とする.

∂E

∂wi0

=
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗) (3.4)

∂E

∂wij

=
µi∑n
i=1 µi

· (y − y∗)xj (3.5)

fi1···im(x) = wi0 +
∑m

j=1wijxj(wi0, wi1,· · ·,wim∈R)とするとき, 学習アルゴリズ
ムA-MTSは, 以下のようになる.

[学習アルゴリズム A-MTS]

Step A-MTS1 : しきい値 θ, 最大学習回数 Tmaxを与える. 整数Hに対して, 推
論規則数 nを n = Hmとおく. t = 1とおく.

Step A-MTS2 : bij = (max(xj)−min(xj)) /2(H − 1), cij = min(xj) + 2bijとす
る. パラメータwijを初期化する.

Step A-MTS3 : p = 1とおく.

Step A-MTS4 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A-MTS5 : 式 (2.10)と (2.11)より, µiと yを求める.

Step A-MTS6 : 式 (3.4), (3.5)より, パラメータwi0, wijを更新する.

Step A-MTS7: p = P ならば Step A-MTS8へ, p < P ならば p←p + 1 として
Step A-MTS4へ行く.

Step A-MTS8: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))

とする. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t + 1として Step A-MTS3 へ, E(t)≤θ
または t > Tmaxならば学習を終了する.

この手法は, 後件部が定数から 1次関数に変更したため, Mamdani型に比べて
近似精度が高い. しかしながら, 後件部に自然言語による解釈が困難な関数が含ま
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図 3.4: アルゴリズム A-Eによる学習前
のメンバーシップ関数の中心の位置
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図 3.5: アルゴリズム A-Eによる学習後
のメンバーシップ関数の中心の位置

れる. これにより, 推論規則の自然言語による解釈が困難となるため, この手法は
Mamdani型に比べて説明能力が低いといえる.

3.3 属性型ファジィ推論モデル
従来手法においては, 各推論規則中のメンバーシップ関数を個別に動かす学習
手法では近似精度が高くなるが, 学習後にはファジィ集合が不規則に移動するこ
とにより言語的な解釈が困難である. また, メンバーシップ関数を移動させない学
習手法では言語的解釈が容易である一方で, 近似精度が低いという問題点がある.

Mamdani型に TS型を組み合わせた手法は, 推論規則の後件部に関数を含むため
自然言語による解釈が難しくなる.

本章では, 学習前に同じファジィ集合として定められたものは, 異なる推論規則
中に用いられていても, 学習時にはメンバーシップ関数のパラメータを同時に動か
す手法を提案する. 以降, この提案手法を属性型ファジィ推論法と呼ぶ.

学習において, 規則 (3.1)の規則中のファジィ集合のメンバーシップ関数を

Aijj(xj) = aijj exp

(
−1

2

m∑
j=1

(xj − cijj)
2

b2ijj

)
(3.6)

とする. パラメータ cijj, bijjおよび関数 fi1···imの各パラメータを学習により決定す
るアルゴリズムを提案する. この属性型ファジィ推論モデルの最急降下法に基づく
学習アルゴリズムをアルゴリズムA-Eとする.
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規則 (3.1)において fi(x) = wi1···im とするとき, 各パラメータは, 以下の関係が
成立する.

∂E

∂wi1···im
=

µi1···im∑
i1
· · ·
∑

im
µi1···im

· (y − y∗) (3.7)

∂Aijj

∂aijj
= exp

(
−1

2

m∑
j=1

(xj − cijj)
2

b2ijj

)
(3.8)

∂Aijj

∂cijj
=

(xj − cijj)

b2ijj
exp

(
−1

2

m∑
j=1

(xj − cijj)
2

b2ijj

)
(3.9)

∂Aijj

∂bijj
=

(xj − cijj)
2

b3ijj
exp

(
−1

2

m∑
j=1

(xj − cijj)
2

b2ijj

)
(3.10)

学習アルゴリズムA-Eは, 以下のようになる.

[学習アルゴリズム A-E]

Step A-E1 : しきい値 θ, 最大学習回数 Tmaxを与える. 推論規則の初期位置は等
間隔に配置する. 整数Hに対して, 推論規則数 nを n = Hmとおく. t = 1とおく.

Step A-E2 : パラメータ bij, cij, wiを初期化する.

Step A-E3 : p = 1とおく.

Step A-E4 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A-E5 : µi1···imと yを求める.

Step A-E6 : 式 (3.8), (3.9), (3.10), (3.7)より, パラメータ cijj, bijj, wiを更新
する.

Step A-E7: p = P ならば Step A-E8へ, p < P ならば p←p + 1 として Step

A-E4へ行く.

Step A-E8: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))とす
る. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t + 1として Step A-E3 へ, E(t)≤θ または
t > Tmaxならば学習を終了する.

図 3.4と 3.5に示すように, 前件部メンバーシップ関数の中心と幅はルールごと
に移動するのではなく, メンバーシップ関数 Aij ごとに移動する. 例えば, R11と
R12はA11のメンバーシップ関数により同一の中心と幅を持つが, 学習後も同一の
中心と幅を持つ (値は学習前と異なる).

このモデルに関して, メンバーシップ関数に三角型を用いるファジィ推論モデル
の学習法については, すでに文献 [28]で提案されている.
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3.4 属性型ファジィ推論モデルの万能性
メンバーシップ関数としてガウス型関数を用いた属性型ファジィ推論法のモデ
ルについて, 万能性の証明を行う.

[定理 3.1]

Φをコンパクト集合 S⊂Rm上で定義された属性型ファジィ推論モデルの全ての
集合とする. すなわち,

Φl1···lm = { f(x) =

∑
i1
· · ·
∑

im

∏
j Aijj(xj)wi1···im∑

i1
· · ·
∑

im
Aijj(xj)

, wi1···im , aijj, cijj, bijj∈R,x∈S}

ここで, Aijj(xj) = aijj exp

(
−1

2

(
xj−cijj

bijj

)2)
かつ

Φ =
∞∪

l1=1

· · ·
∞∪

lm=1

Φl1···lm (3.11)

このとき, ΦはC(S)において稠密である.

[証明]

Stone-Weierstrass 定理の 3つの条件を満たすことを証明する.

(i)wi1···im = 1のとき y = 1となることから, 関数 f(x) = 1(x∈S)がΦ内に存在す
る.

(ii)指数関数の単調性より, x1, x2(x1 ̸=x2)となるような f がΦ内に存在する.

(iii)f , gを, 以下のようなΦ内の関数とする.

f(x) =

∑
i1
· · ·
∑

im

∏
j A

f
ijj
(xj)w

f
i1···im∑

i1
· · ·
∑

im

∏
j A

f
ijj
(xj)

(3.12)

g(x) =

∑
l1
· · ·
∑

lm

∏
j A

g
ljj
(xj)w

g
l1···lm∑

l1
· · ·
∑

lm

∏
j A

g
ljj
(xj)

(3.13)

ここで,

Af
ijj
(xj) = afijj exp

−1

2

(
xj − cfijj

bfijj

)2
 (3.14)

Ag
ljj
(xj) = agljj exp

−1

2

(
xj − cgljj

bgljj

)2
 (3.15)

とする.

これらを用いて, αf + βg∈Φと f ·g∈Φ(α, β∈R)の証明を行う.

23



Afg
ij ljj

(xj) = Af
ijj
(xj)·Ag

lj
(xj)

= afgij ljj exp

−1

2

(
xj − cfgij ljj

bfgij ljj

)2
 (3.16)

wfg1
i1···iml1···lm = αwf

i1···im + βwg
l1···lm (3.17)

wfg2
i1···iml1···lm = wf

i1···im ·w
g
l1·lm (3.18)

とおく. (afgij ljj, c
fg
ij ljj

, bfgij ljj, w
fg1
i1···wim l1···lm , w

fg2
i1···iml1···lm∈R).

これらを用いると,

αf(x) + βg(x) =

∑
i1
· · ·
∑

im

∑
l1
· · ·
∑

lm

∏
j A

fg
ij ljj

(xj)w
fg1
i1···iml1···lm∑

i1
· · ·
∑

im

∑
l1
· · ·
∑

lm

∏
j A

fg
ij ljj

(xj)
(3.19)

f(x)·g(x) =

∑
i1
· · ·
∑

im

∑
l1
· · ·
∑

lm

∏
j A

fg
ij ljj

(xj)w
fg2
i1···iml1···lm∑

i1
· · ·
∑

im

∑
l1
· · ·
∑

lm

∏
j A

fg
ij ljj

(xj)
(3.20)

式 (3.19)と (3.20)より, 属性型ファジィ推論モデルについては αf + βg∈Φかつ
f ·g∈Φとなる. □

以上のことから, 簡略型ファジィ推論モデルと属性型ファジィ推論モデルは万能
性を満たすことが分かる. この場合どちらもガウス型メンバーシップ関数を用い
たモデルである. 一方で, ガウス型メンバーシップ関数を用いたMamdani型とTS

型と組み合わせたMamdani型, および三角型関数をメンバーシップ関数として用
いた各モデルについては, 条件 (iii)が必ずしも成り立つとは限らないため, Stone-

Weierstrass 定理が成り立つとは限らない. また, この定理は任意の連続関数また
は任意のファジィ推論モデルを任意の精度で近似する属性型ファジィ推論モデル
の存在を示す結果であり, 近似精度の高いモデルをいかに実現するかは示していな
い. そのため, このような学習法の 1つとして, 最急降下法に基づくアルゴリズム
A-Eを導入した.

3.5 数値シミュレーション
ここでは, 関数近似およびパターン認識により提案手法の有効性を示す. ここで,

aij = 1, aijj = 1(i∈Zn and j∈Zm)である.

はじめに, 2変数の関数近似問題を使って, 実際にアルゴリズムA-Eにより学習
の前後でどのように前件部メンバーシップ関数の中心と幅が移動するかを示そう.
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(a)入力 x1に関するメンバーシップ関数の配置
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(b)入力 x2に関するメンバーシップ関数の配置

図 3.6: 式 (3.21)の関数近似問題における, 学習後のメンバーシップ関数の配置.

[例題 3.2]

例として, 以下の 2次関数を用いる:

y =
(2x1 + 4x2

2)(2x1 + 4x2
2 + 0.2)

37.2
(3.21)

ここに, 0≤x1, x2≤1.
式 (3.21)を近似するための属性型ファジィ推論モデルについて, n = 2, 属性数を

H = 3とする. 図 3.6にメンバーシップ関数の配置を示す. メンバーシップ関数は
若干の移動は見られるが, 説明能力 (属性の位置関係)は維持されているといえる.

以下において, 学習法A, A-M, A-MTS, A-Eを用いたものをそれぞれModel A,

Model A-M, Model A-MTS, Model A-Eとする.

3.5.1 関数近似問題

ここでは, 以下に示す [0, 1]×[0, 1]上の 4つの関数を, 与えられた学習用データか
ら同定する.

y = sin(πx3
1)·x2 (3.22)
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表 3.1: 関数近似における実験条件.
Model A Model A-M Model A-MTS Model A-E

Tmax 50000 50000 50000 50000

Kc 0.01 0.0 0.0 0.001

Kb 0.01 0.0 0.0 0.001

Kw 0.1

d 3 7 4 6

cijの初期値 等間隔
bijの初期値 1

2(分割数−1)
×(入力値の範囲)

wijの初期値 [0, 1]内でランダムに選択

y =
sin(2πx3

1)· cos(πx2) + 1

2
(3.23)

y =
1.9(1.35 + ex1 sin(13(x1 − 0.6)2)·e−x2 sin(7x2))

7
(3.24)

y =
sin(10(x1 − 0.5)2 + 10(x2 − 0.5)2) + 1.0

2
(3.25)

実験条件を表 3.1に示す. しきい値 θを 1.0×10−5, 学習用データの数を 200, テ
スト用データの数を 2500とする. 表 3.2はモデルA, A-M, A-MTS, A-Eの結果を
示す. 表 3.2の各値は, 学習用およびテスト用データの平均二乗誤差 (Mean Square

Error:MSE)を示す. なお, 結果は 20回試行の平均 (×10−4)である. 表 3.2において
は, Model A と A-E は同等の精度を示している. ここに, ♯parameter はパラメー
タ数を示す.

3.5.2 パターン認識問題

ここでは, 図 3.7に示す 2分類のパターン認識問題により, モデルAとA-Eの能
力の違いを示す. 本分類問題においては, [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]空間内に存在する点
を 2種類のクラスに分類する (クラス 0 とクラス 1). クラスの境界は (0.5, 0.5, 0.5)

を中心とする球として与えられる. Sphereでは, 球の内側にある点をクラス 1, 外
側にある点をクラス 0とする. Double-Sphereでは, Spheres 1 と 2 の間にある点
をクラス 1, 他の位置にある点をクラス 0とする. Triple-Sphereでは, Sphere 1 の
内側および Sphere 2 と Sphere 3 の間にある点をクラス 1, 他の位置にある点をク
ラス 0とする. 理想的な出力値 yrpは次のように与える: もし点 xpがクラス 0に
属するなら yrp = 0.0, クラス 1に属するなら yrp = 1.0とする. 学習用データの数は
512, テスト用データの数は 6400である. 実験条件を表 3.3に示す. 表 3.4に, モデ
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図 3.7: 2分類のパターン認識
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表 3.2: 関数近似問題の結果.

式 (3.22) 式 (3.23) 式 (3.24) 式 (3.25)

学習用データのMSE 0.10 0.61 0.93 0.22

Model A テスト用データのMSE 0.36 1.48 2.65 0.80

パラメータ数 45 45 45 45

学習用データのMSE 1.17 12.37 1.28 4.44

Model A-M テスト用データのMSE 4.22 38.69 4.12 12.94

パラメータ数 49 49 49 49

学習用データのMSE 0.24 2.49 0.70 3.01

Model A-MTS テスト用データのMSE 0.92 10.89 2.04 11.10

パラメータ数 48 48 48 48

学習用データのMSE 0.10 0.70 0.11 1.17

Model A-E テスト用データのMSE 0.44 5.97 0.26 3.76

パラメータ数 45 45 45 45

ルAおよびA-Eにおける誤分類率を示す. ここに, 誤分類率とは学習用データ, テ
スト用データそれぞれに対して分類を行ったときに, 正しく分類することができな
かったデータの割合を示す. 表中の値は 20回試行の平均を示す. 表 3.4において
は, モデルAおよびA-Eは同等の精度を示す.

表 3.3: パターン認識の実験条件.
Model A Model A-E

Tmax 50000 50000

Kw 0.01 0.01

Kc 0.001 0.001

Kb 0.001 0.001

d 3 5

cijの初期値 等間隔
bijの初期値 1

2(分割数−1)
×(入力値の範囲)

wijの初期値 [0, 1]からランダムに選択

28



表 3.4: 2分類のパターン認識の結果.
Sphere Double-Sphere Triple-Sphere

誤分類率 (学習用) 0.007 0.033 0.037

Model A 誤分類率 (テスト用) 0.027 0.078 0.078

パラメータ数 189 189 189

誤分類率 (学習用) 0.009 0.018 0.020

Model A-E 誤分類率 (テスト用) 0.036 0.057 0.061

パラメータ数 155 155 155

3.6 まとめ
本章では,説明能力の高いファジィ推論モデルについての議論を行った. ファジィ
集合のメンバーシップ関数を学習により決定する簡略型ファジィ推論法は近似精
度は高いが説明能力が高くはなく, また, メンバーシップ関数をヒューリスティス
ティクに決定するMamdani型ファジィ推論法は, 説明能力は高いが近似精度は必
ずしも高くはない. Mamdani型に TS型を組み合わせた手法はメンバーシップ関
数をヒューリスティクに決定するが, 後件部に関数を用いているため自然言語的な
解釈が困難であり説明能力が低い. 提案手法である属性型ファジィ推論法は人間が
決定したファジィ集合の意味を維持したままメンバーシップ関数を学習により決
定することができ, 説明能力が高く, 近似精度も高い. さらに, 属性型ファジィ推論
法が任意の連続関数を任意精度で近似できる手法で高い能力をもつことを理論的
に示した. また, 数値シミュレーションにより, 属性型ファジィ推論法は他の手法
に比べて少ないパラメータ数で高い近似精度を実現することを示した. 提案モデル
に関する他の数値シミュレーションとしては, 障害物回避問題への適用を行ってい
る. 結果は 2つのシミュレーションと同様に, 提案モデルの有効性が示される [69].

一方, 問題点としては, 簡略型ファジィ推論モデルと同様に, ルール数やパラメー
タ数が多くなり, 学習時間や入力変数の多い問題への適用の難しさが挙げられる.
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第4章 ベクトル量子化を用いた推論
規則の決定方法

4.1 はじめに
ソフトコンピューティングの学習法の一つに, ベクトル量子化を組み合わせる方
法が知られている. たとえば, RBFの学習では, k-meansと最急降下法（または行
列計算）によりパラメータを決定する方法が知られている [9]. この方法の特徴は,

従来法に比べて少ないパラメータ数をもつモデルを実現することにある. ファジィ
推論システムの学習においても, ベクトル量子化を用いたいくつかの方法が提案さ
れている [24, 25, 36]. この場合, 従来手法のベクトル量子化を用いた方法では, 推
論規則の初期配置の決定には学習用のデータのうち, 入力データのみを用いてい
る. しかしながら, 入力だけでなく, 入力と出力の両方を考慮した方が高い精度を
実現できると考えられる. そこで, 出力も考慮した推論規則の初期配置の決定を行
う, ファジィ推論システムの学習手法が提案されている [25, 36]. この方法は, 入力
のみを考慮する場合に比べて良好な結果を示すが, 必ずしも満足できる近似精度は
得られていない. この方法の問題点の 1つは, ベクトル量子化が主に推論規則の初
期配置の決定のみに用いられていることであると考えられる.

本章では, ベクトル量子化と最急降下法の組み合わせを山登り法にもとづいて繰
り返す手法を提案する. 提案手法においては, はじめに, 各学習用データに対して
それぞれの入出力を考慮した頻度関数の計算を行い, これを用いたベクトル量子
化によりファジィ推論システムの初期位置の決定を行う. 次に, 推論規則中のパラ
メータを最急降下法を用いて更新する. この過程を山登り法にもとづいて繰り返
すことにより高い精度を実現する. 数値シミュレーションにより, この提案手法の
有効性を示す.

4.2 ベクトル量子化
ベクトル量子化とは,部分集合V ⊆Rm上のデータを有限個の参照ベクトル {c1, · · ·, cr}

(ci∈Rm)により特徴づける手法である.参照ベクトル ciにより, クラス

Ci = {x∈V |||x− ci||≤||x− cl|| for l∈Zr} (4.1)

を定義する. ここで, x∈V , i∈Zrである.
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ベクトル量子化の手法の 1つである k-meansにおいては, 与えられたデータxに
対し, 最も近い参照ベクトルを次式で定義される△cj だけ変化させるステップを
繰り返すことで最終的な参照ベクトルの位置を決定する

△cj = ε·(x− c(x)) (4.2)

ここで, εは定数, c(x)はデータ xに最も近い参照ベクトルである.

k-meansのアルゴリズムは, 以下のように与えられる.

[学習アルゴリズム VQ∗][40,41]

Step VQ∗1 : 最大学習回数 Tmaxを与える. t = 1, p = 1とおく. すべての参照ベ
クトルの初期値をランダムに設定する.

Step VQ∗2 : データ x = (xp
1, · · ·, xp

m)を与える.

Step VQ∗3 : x に最も近い参照ベクトルCminを決定する.

Step VQ∗4 : 式 (4.2)を使って cmin = cmin +△cminを計算する.

Step VQ∗5 : t = Tmaxならばアルゴリズムを終了する. t < Tmaxならば t←t+1

として Step VQ∗2へ行く.

ベクトル量子化の手法の 1つであるニューラルガス (NG)においては, 各参照ベ
クトル ci(i ∈ Zr)に対し, 与えられたデータ xに対し, その近さに応じて次式で定
義される△ciだけ変化させるステップを繰り返すことで最終的な参照ベクトルの
位置を決定する.

△ci = ε·hλ(ki(x))·(x− ci) (4.3)

ここで, ε, λは定数, hλは λにより定義される単調減少関数である. また, ki(x)は
入力 xに対して ciが何番目に近いかを与える関数であり, 0≤ki(x)≤r − 1を満た
す. 本論文では, hλとして, 以下の関数を用いる.

hλ(ki(x)) = exp

(
−ki(x)

λ

)
(4.4)

ニューラルガスのアルゴリズムは, 以下のように与えられる.

[学習アルゴリズム VQ][40,41]

Step VQ1 : 最大学習回数 Tmaxを与える. t = 1, p = 1とおく. すべての参照ベ
クトルの初期値をランダムに設定する.

Step VQ2 : データ x = (xp
1, · · ·, xp

m)を与える.

Step VQ3 : xに対する ki(x)を決定する. ここに, i∈Zrとする.

Step VQ4 : 式 (4.3)を使って ci = ci +△ci(i∈Zr)を計算する.

Step VQ5 : t = Tmaxならばアルゴリズムを終了する. t < Tmaxならば t←t+ 1

として Step VQ2へ行く.
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4.3 ベクトル量子化によりルールの初期配置を決定する
学習方法

ベクトル量子化を用いてファジイルールの初期配置を決定し, その後最急降下法
により学習を行う方法を与える.

4.3.1 学習データの入力のみを考慮したベクトル量子化

前節で述べたように, ベクトル量子化法には, k-means法やNG法がある. その
他にも, SOMや最大エントロピー法なども知られている. ここではNG(k-means)

法を用いる場合を考える. はじめの方法は, 学習データの入力のみを使って, ベク
トル量子化を行い, ルールの中心とそれを用いて幅を決定する. これをルールの初
期配置 (wはランダム)として, 最急降下法により後件部実数値wを決定する. この
方法は, 基本的にRBFの学習法と同じである [9, 24]. これをアルゴリズムA-NG∗

と呼ぶ. 2番目の方法は, 前半は, アルゴリズム A∗と同じであるが, 後半は, すべ
てのパラメータ c, b, wを学習により決定する. これをアルゴリズムA-NGと呼ぶ.

これらのアルゴリズムを以下に与える [24].

ここでは, 従来型の簡略ファジィ推論モデルの学習アルゴリズムAを以下のよう
に, ルール数を自由に設定できるように一般化しておく. 学習アルゴリズム Aにお
いては, 推論規則の初期位置は入力空間上に等間隔に配置した. それゆえ, 等間隔
に配置する推論規則数を自由に決定することが困難である. 一方で, 推論規則の初
期位置を入力空間上にランダムに配置する, 以下に示す簡略型の学習アルゴリズム
A∗を用いることで, 推論規則数をより一般的に設定することができる.

[学習アルゴリズム A∗][29]

Step A∗1 : しきい値 θ, 最大学習回数 Tmax, 初期推論規則数 n0を与える. n = n0

とする.

Step A∗2 : パラメータ bij, cij, wiの初期値をランダムに設定する. t = 1とおく.

Step A∗3 : p = 1とおく.

Step A∗4 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A∗5 : 式 (2.7)と (2.8)より, µiと yを求める.

Step A∗6 : 式 (2.17), (2.18), (2.16)より, パラメータ cij, bij, wiを更新する.

Step A∗7: p = P ならば Step A∗8へ, p < P ならば p←p+1 として Step A∗4へ
行く.

Step A∗8: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))とす
る. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t + 1として Step A∗3 へ, E(t)≤θならば学
習を終了する. また, E(t)≥θかつ t≥Tmaxならば n←n+1として Step A∗2へ行く.

これを用いて, アルゴリズム A-NG∗およびA-NGは以下のように与えられる.
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メンバーシップ関数の中心の位置を表すパラメータ cij(i∈Zn, j∈Zm)をベクトル
量子化により決定後に, 最急降下法を用いて各パラメータの更新を行う. ここで,

パラメータ bij(i∈Zn, j∈Zm)は, ベクトル量子化後の標準偏差

bij =
1

mi

∑
x∈Ci

(cij − xj)
2 (4.5)

とする. ここで, miはベクトル量子化により行われたクラスCiの濃度である.

学習アルゴリズム A-NGは, 以下のようになる.

[学習アルゴリズム A-NG]

Step A-NG1 : しきい値 θ, 最大学習回数 T 0
max, Tmax, 初期推論規則数 n0を与え

る. n = n0とおく.

Step A-NG2 : パラメータ bij, cij, wiの初期値をランダムに設定する. t = 1と
おく.

Step A-NG3 : p = 1とおく.

Step A-NG4 : データ xpを与える.

Step A-NG5 : 式 (4.3)より, cijを更新する.

Step A-NG6 : p = P ならば Step A-NG7へ, p < P ならば p←p+1として Step

A-NG4へ行く.

Step A-NG7 : t = T 0
maxならば t = 1として Step A-NG8へ, t < T 0

maxならば
t←t+ 1として Step A-NG3へ行く.

Step A-NG8 : 式 (4.5)により bijを決定する.

Step A-NG9 : p = 1とおく.

Step A-NG10 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A-NG11 : 式 (2.7)と (2.8)より, µiと yを求める.

Step A-NG12 : 式 (2.17), (2.18), (2.16)より, パラメータ cij, bij, wiを更新する.

Step A-NG13: p = P ならば Step A-NG14へ, p < P ならば p←p + 1 として
Step A-NG10へ行く.

Step A-NG14: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))

とする. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t+ 1として Step A-NG9へ, E(t)≤θな
らば学習を終了する. E(t)≥θかつ t≥Tmaxならば n←n+1として Step A-NG2 へ
行く.

また, 学習アルゴリズム A-NGの基本的な流れは, 図 4.1に示される. パラメー
タのうち cと bを固定した方法が, 学習アルゴリズム A-NG∗である.

4.3.2 学習データの入出力を考慮したベクトル量子化

この場合は, 学習データの入出力を考慮したベクトル量子化を行い, ルールの中
心を決定し, それを用いて幅を, 式 (4.5)と同様に決定する. また, wはランダムに
設定する. さらに, パラメータ c, b, wを最急降下法により決定する. これをそれぞ
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図 4.1: 学習アルゴリズムA-NGの流れ

れ, アルゴリズム Pと学習アルゴリズム A-NGpと呼ぶ. このようなモデルはいく
つか提案されているが, ここでは岸田の提案した方法を与える [36].

いま, 学習データD = {(xi, yi)|i∈Zp}に対して, D∗ = {xi|i∈Zp}とする.

[アルゴリズム P]

Step P1 :入力データxi∈D∗を与え, xiに対する近傍ランク (xi0 ,xi1 , · · ·,xik , · · ·,xiP−1)

を与える. ここで, xi0 = xi, xi1 は xiに最も近く, また, xik(k = 0, · · ·, P − 1)は
xjに対して ||xi − xj|| < ||xi − xik ||となるような自然数 jが存在するような k番
目に近いベクトルである.

Step P2 : H(xi)はデータ xiに対する近傍の出力の変化の割合であり, 以下のよ
うに定義する:

H(xi) =
W∑
l=1

| yi − yil

||xi − xil ||
| (4.6)

ここで, xil(l∈ZW )は, Step P1で与えた xiに対する l番目の近傍ランク (i∈ZP か
つ, yiと yilはそれぞれ入力xiとxilに対する出力を意味する). また, 自然数W は
H(x)に関する近傍ランクである.

Step P3 : xiに対し, 正規化したH(xi)を用いて頻度関数 pM(xi)を以下のように
定義する.

pW (xi) =
H(xi)∑P
j=1H(xj)

(4.7)

この頻度関数を用いて, 岸田は次の方法を提案した [36]. その基本的な流れを図
4.2に示す.

[学習アルゴリズム A-NGp]

Step A-NGp1 : しきい値 θ, 最大学習回数 T 0
max, Tmax, 初期推論規則数 n0を与

える. n = n0とおく.
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Step A-NGp2 : t = 1とおく.

Step A-NGp3 : パラメータ bij, cij, wiの初期値をランダムに設定する.

Step A-NGp4 : 確率 pW (x1), · · ·, pW (xP )に従い, p(1≤p≤P )を選択する.

Step A-NGp5 : データ xpを与える.

Step A-NGp6 : 式 (4.3)より, cijを更新する.

Step A-NGp7 : t = T 0
maxならば t = 1として Step A-NG’7へ, t < T 0

maxならば
t←t+ 1として Step A-NG’3へ行く.

Step A-NGp8 : 式 (4.5)により bijを決定する.

Step A-NGp9 : p = 1とおく.

Step A-NGp10 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A-NGp11 : 式 (2.7)と (2.8)より, µiと yを求める.

Step A-NGp12 : 式 (2.17), (2.18), (2.16)より, パラメータ cij, bij, wiを更新
する.

Step A-NGp13: p = P ならば Step A-NGp12へ, p < P ならば p←p + 1 とし
て Step A-NGp9へ行く.

Step A-NGp14: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))

とする. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t + 1として Step A-NGp11へ, E(t)≤θ
ならば学習を終了する. また, E(t)≥θかつ t≥Tmaxならば n←n + 1として Step

A-NGp2へ行く.
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図 4.2: 学習アルゴリズムA-NGpの流れ

4.4 ベクトル量子化を用いたファジィ推論ルールの学習
法

前節では, ベクトル量子化をルールの初期配置決定にのみ用いる方法を与えた.

本節では, この方法を山登り法により繰り返す学習法を提案する. 提案法は, 岸田
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の方法のW の値 (関数の変化率を考慮する範囲)を自動的に決定する方法となって
いる.

ファジィルールは, 学習データの出力データの変化の激しい部分に多く配置する
ことが必要である. このことを実現するために, 出力データの変化率を出現頻度関
数として実現した. それでは, 出力変化を考慮するためにはどの近傍データまで考
慮する必要があるか? 以下のアルゴリズムはこの領域W を自動的に決定する方
法を提案している. このアルゴリズムでは, 最急降下法により得られた最適なパラ
メータを維持しつつ, W の値を探索する方法となっている. すなわち, ベクトル量
子化と最急降下法を山登り法により繰り返す方法となっている.

[学習アルゴリズム A-HNG]

Step A-HNG1 : しきい値 θ, 最大学習回数 T 0
max, Tmax, 推論規則数 n, 自然数

Wmax, β(1≤Wmax, β≤P ),初期推論規則数n0を与える. パラメータ bbestij , cbestij , wbest
i

の初期値をランダムに設定する. 式 (2.12)より, パラメータ bbestij , bbestij , wbest
i を用い

たときの学習用データの平均二乗誤差Ebestを求める.

Step A-HNG2 : cij←cbestij , bij←bbestij , wi←wbest
i とする. t = 1とおく.

Step A-HNG3 : 確率 pW (x1), · · ·, pW (xP )に従い, p(1≤p≤P )を選択する.

Step A-HNG4 : データ xpを与える.

Step A-HNG5 : 式 (4.3)より, cijを更新する.

Step A-HNG6 : t = T 0
maxならば t = 1として Step A-HNG7へ, t < T 0

maxなら
ば t←t+ 1として Step A-HNG3へ行く.

Step A-HNG7 : 式 (4.5)により bijを決定する.

Step A-HNG8 : p = 1とおく.

Step A-HNG9 : データ (xp
1, · · ·, xp

m, y
r
p)∈Dを与える.

Step A-HNG10 : 式 (2.7)と (2.8)より, µiと yを求める.

Step A-HNG11 : 式 (2.17), (2.18), (2.16)より, パラメータ cij, bij, wiを更新
する.

Step A-HNG12: p = P ならば Step A-HNG13へ, p < P ならば p←p+ 1 とし
て Step A-HNG9へ行く.

Step A-HNG13: E(t)をステップ tでの学習用データの平均二乗誤差 (式 (2.12))

とする. E(t) > θかつ t < Tmaxならば t←t+ 1として Step A-HNG10へ, E(t)≤θ
または t > TmaxかつW < Wmaxならば Step A-HNG14へ行く.

Step A-HNG14: E(t) < Ebestならば cbestij ←cij, b
best
ij ←bij, w

best
i ←wi, Ebest←E(t)

とする.

Step A-HNG15: E(t) > θ かつW < Wmax ならばW←W + β として Step

A-HNG2へ行く. E(t)≤θならば学習を終了する. E(t)≥θかつW≥Wmaxならば
n←n+ 1として Step A-HNG2 へ行く.

アルゴリズムA-HNGの大まかな流れを図 4.3と 4.4に示す.
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図 4.3: 学習アルゴリズムA-HNGの流れ
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図 4.4: cbestij , bbestij , wbest
i の探索

4.5 数値シミュレーション
関数近似問題により, 提案手法の有効性を示す. 比較対象としては, アルゴリズ
ムA∗, A-NG, A-NGp, A-HNGを用いる. 以下に示す関数を用いて, 学習データに
対する関数同定を行う.

y = sin(πx3
1)x2 (4.8)

y =
sin(10(x1 − 0.5)2 + 10(x2 − 0.5)2) + 1

2
(4.9)

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

37.21
× (4 sin(πx3) + 2 cos(πx4) + 6)

12
(4.10)

y =
(sin(2πx1)× cos(x2)× sin(πx3)× x4 + 1.0)

2.0
(4.11)

入力値の定義域は式 (4.8), (4.9)が [0, 1]2, 式 (4.10), (4.11)が [−1, 1]4である. 学
習用データおよびテスト用データは定義域からランダムに抽出する. 学習用デー
タ数は式 (4.8), (4.9)が 200個, 式 (4.10),(4.11)が 512個である. テスト用データ数
は式 (4.8), (4.9)が 2500個, 式 (4.10), (4.11)が 6400個である. 実験において, 推
論ルール数の初期値を 2として学習を行い, E < θ = 1.0×10−4であれば学習終了,

E≥θ = 1.0×10−4であれば推論ルールを逐次増やして同様の操作を繰り返す.

学習終了後, 得られた推論規則の数 nと学習終了時の評価値E, およびテスト用
データの平均二乗誤差 (Mean Square Error:MSE)を比較する. ここで, 実験条件
は, Tmaxを最急降下法部分における更新回数, Kcを cij の学習係数, Kbを bij の学
習係数, Kwをwiの学習係数, W0をアルゴリズムA-HNGにおけるW の初期値, β

をアルゴリズムA-HNGにおけるW の変化量, WmaxをアルゴリズムA-HNGにお
けるW の最大値として, 表 4.1に示す.
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表 4.1: 関数近似における実験条件

A∗ A-NG A-NGp A-HNG

Tmax 50000 50000 50000 5000

Kcij 0.01 0.01 0.01 0.01

Kbij 0.01 0.01 0.01 0.01

Kwi
0.1 0.1 0.1 0.1

εinit
�

�
��

0.1 0.1 0.1

εfin
�

�
��

0.01 0.01 0.01

λ
�

�
��

0.7 0.7 0.7

Eq(4.8) Eq(4.9) Eq(4.10) Eq(4.11)

θ 1.0×10−4 1.0×10−4 1.0×10−4 1.0×10−4

W 100 100 200 200

W0 100 100 200 200

β 10 10 50 50

Wmax 140 140 400 400
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表 4.2: 関数近似の結果

Eq(4.8) Eq(4.9) Eq(4.10) Eq(4.11)

推論規則数 7.2 19.2 4.5 21.8

A∗ 学習用データのMSE 0.42 8.77 0.29 9.59

テスト用データのMSE 2.25 17.54 0.42 10.31

推論規則数 9.0 17.0 5.1 14.0

A-NG 学習用データのMSE 0.44 0.36 0.23 0.75

テスト用データのMSE 4.52 7.14 0.32 1.32

推論規則数 6.9 14.5 3.4 11.2

A-NGp 学習用データのMSE 0.60 0.58 0.31 0.76

テスト用データのMSE 1.64 3.71 0.36 1.60

推論規則数 5.5 8.0 3.2 8.0

A-HNG 学習用データのMSE 0.30 0.41 0.34 0.74

テスト用データのMSE 0.79 2.20 0.39 1.33

表 4.2にシミュレーションの結果を示す. ここで, nは学習の結果得られた推論
規則の数の平均値および学習用データ, テスト用データの平均二乗誤差 (1.0×10−4)

である. また, シミュレーション結果は 10回試行の平均である.

学習アルゴリズム A-HNGは他の学習アルゴリズムに比べて推論規則数が少な
く, また, テスト用データの平均二乗誤差も他の手法に比べ小さい.

4.6 まとめ
本章ではベクトル量子化と最急降下法を組み合わせた簡略型ファジィ推論シス
テムの学習法について述べた. 従来手法としては学習用データの入力のみを考慮
したものや入力と出力をともに考慮したベクトル量子化を行った後に最急降下法
を用いる方法がある. 一方で, 提案手法であるベクトル量子化を用いた学習法では,

学習用データの入力と出力を考慮したベクトル量子化を行った後に最急降下法を
用いる, というサイクルを山登り法の基づいて, 複数回繰り返すものである. 数値
シミュレーションにおいては, ベクトル量子化を用いる方法は他の手法に比べて少
ない推論規則数で高い精度を実現できることを示した. さらに, 提案手法をパター
ン認識問題に応用し, その有効性を示している [72].
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第5章 メタヒューリスティクを用い
たファジィ推論法の学習

5.1 はじめに
メタヒューリスティクは, 問題に対するパラメータの作る解空間から, 大域探索
や局所探索を用いて目的関数の最適解や准最適解を効率的に探索することを目的
とする [37, 38]. ファジィ推論システムの学習にメタヒューリスティクを用いるア
プローチ法は, 遺伝的アルゴリズムをはじめとして多くの研究が行われてきた. 近
年の研究では, パラメータの定義域を制限することにより, 説明能力を保ちつつ精
度の向上を実現する研究が行われている. これらには, 直接メタヒューリスティク
を学習に用いる研究と, ファジィ推論システムの学習法と組み合わせる研究が行わ
れている [56, 57, 58].

本章では, 後者についてのモデルの提案と, その近似能力について考察する. 前
者についての考察は文献 [71]に結果を示している. 提案モデルとしては, 多点探索
法であるEM法と標準的なランダムサーチを大域探索として用い, これにファジィ
推論システムの最急降下法を組み合わせるモデルである. このような両者を組み合
わせたハイブリッドアルゴリズムの有効性を, 数値シミュレーションにより示す.

5.2 予備概念

5.2.1 最適化問題

本章で扱う最適化 (最小化)問題は, LやU により定義された領域内にある変数
xに対して関数 f(x)が最小となる xを求めるものである. 数学的には, 以下のよ
うに定義される [38, 46];

min
L≤x≤U

f(x) (5.1)

ここで, f(x)を最小化する目的関数, x∈RN を目的関数の説明変数を集めたベク
トル (パラメーター), L = (l1, · · ·, lN), U = (u1, · · ·, uN)をそれぞれ xの下限およ
び上限とする.
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例えば, 簡略型ファジィ推論システムの学習においては, f(x)は学習用データの
平均二乗誤差E, xは推論規則のパラメータ群 {cij, bij, wi|i∈Zr, j∈Zm}として, 最
小化問題 (5.1)を解くことで学習用データに適応する推論規則を得ることができる.

5.2.2 メタヒューリスティク

メタヒューリスティクとは, 最適化問題に対する解法のアルゴリズムについて,

特定の問題に依存しない汎用のヒューリスティックとして知られている. 解の精度
はそれほど高くないが, 多くの問題に汎用的に対応できるという利点を持っている.

例としては, 進化的アルゴリズムとして GA(Genetic Algorithm) や GP(Genetic

Program), 群知能として PSO(Particle Swarm Optimization), ACO(Ant Colony

Optimization) や EM(Electromagnetism-like Mechanism), 近傍探索法としてラン
ダムサーチ、タブーサーチや SA(Smulated Annealing), その他ニューラルネット
ワークやファジィ推論システム等も含まれる [37, 39, 42, 45, 46]. このうち, 進化
と群知能アルゴリズムは, 多点探索を含み, 残りは単独の解を更新するアルゴリズ
ムとなっている. 本章では, EMとランダムサーチを用いる.

(a)EM法 [47, 48, 49, 50]

EM法は, 相互作用, 引力, 斥力といった電荷を帯びた量子の振る舞いを模したも
のである. 通常の EM法の流れを図 5.1に示す [47]. EM法は主に 3つのステップ
から成る. はじめに (ステップ 1), 粒子群 (回の候補)の初期化を行っている. 次に
(ステップ 4), 近傍での最適解を探す局所探索が行われている. さらに (ステップ 5

と 6), 粒子 (解の候補)間に働く力と粒子間の距離に基づき移動する方法を示して
いる. 局所探索によりすべてのサンプル点の更新を行った後, 評価関数の値が最も
小さいサンプル点を xbestとする.

図 5.3と 5.4は大域探索のアルゴリズムを示す. 大域探索においては, 各サンプ
ル点は他のサンプル点の位置および評価関数の値を基に, 位置の移動を行う [47].

図 5.2の局所探索においては, 各パラメータの近傍内でより高い評価をもつパラ
メータを探索し, 最小のパラメータを求めるアルゴリズムである. また, 図 5.3の大
域探索では, はじめに各パラメータの相対的な評価値を電荷の強さとして定義し,

これを用いて各電荷間の相互作用により受ける力を F として定義する. この力は
自身より評価の高い電荷からは吸引力, そうでない場合は斥力として定義される.

この F を用いて, 各電荷 (パラメータ)の移動距離を計算する (更新する).

(b)ランダムサーチ [51, 52, 53]

図 5.5のランダムサーチでは, 1つのパラメータから出発する. このパラメータの
移動先を領域内のすべての範囲からランダムに決定する. ただし, この移動は (更
新は)移動先のパラメータの評価値が, 元のパラメータの評価値より高い場合のみ
実行する. そうでない場合は, 元のパラメータから別の移動先を選択する. この探
索は, 限られた回数MAXだけ繰り返す.
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アルゴリズム EM(n, MAX, LS, δ)

{xi|i∈Zn}: サンプル点 (解の候補)

MAX: 最大探索回数
LS: 局所探索の最大探索回数
δ: 局所探索におけるパラメーター (δ∈J)
1: Initialize(初期化)

2: iteration ←1

3: while iteration < MAX do

4: Local(LS, δ)

5: F←Calc F()

6: Move(F )

7: iteration ← iteration + 1

8: end while

図 5.1: EM法の概略

アルゴリズム Local(LS, δ)

uk : k番目の入力要素の上限 (k∈ZN)

lk : k番目の入力要素の下限 (k∈ZN)

U(0, 1) : [0, 1]区間上の一様分布
1: counter ←1

2: Length ← δ (maxk{uk − lk})
3: for i = 1 to n do

4: for k = 1 to N do

5: λ1 ← U (0, 1)

6: while counter < LS do

7: x′ ← xi

8: λ2 ← U (0, 1)

9: if λ1 > 0.5 then

10: x′
k←x′

k + λ2(Length)

11: else

12: x′
k←x′

k − λ2(Length)

13: end if

14: if f(x’) ¡ f(xi) then

15: xi←x′

16: counter ← LS - 1

17: end if

18: counter ← counter + 1

19: end while

20: end for

21: end for

22: xbest←argmin
xi
{f(xi)}

図 5.2: EM法における局所探索
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アルゴリズム Calc F()

||a− b|| : aと bの距離
(||a|| =

√∑m
i=1 a

2
i , a = (a1, · · ·, an))

1: for i=1 to n

2: qi← exp
(
−n (f(xi)−f(xbest))∑n

k=1(f(xk)−f(xbest))

)
3: F i ← 0

4: end for

5: for i=1 to n

6: for j=0 to n

7: if f(xi) < f(xj) then

8: F i ← F i + (xi − xj) qiqj

||xi−xj ||2

9: else

10: F i ← F i - (xi − xj) qiqj

||xi−xj ||2

11: end if

12: end for

13: end for

図 5.3: EM法における粒子間に働く力の
計算

アルゴリズム Move (F )

1: for i=1 to n

2: if i̸=best then

3: α ← U(0,1)

4: F i ← F i

||F i||
5: for k=1 to N

6: if F i
k > 0 then

7: xi = xi + αF i
k(uk − xi

k)

8: else

9: xi = xi + αF i
k(x

i
k − lk)

10: end if

11: end for

12: end if

13: end for

図 5.4: EM法における粒子の移動

アルゴリズム RS(MAX, LS, δ)

x: サンプル点 (解の候補)

MAX: 最大探索回数
1: Initialize(初期化)

2: iteration ←1

3: while iteration < MAX do

4: △xをランダムに生成
5: if x+△xが解の候補
6: if f(x+△x) < f(x)

7: x←x+△x

8: end if

9: end if

10: end while

図 5.5: ランダムサーチの概略
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図 5.6: ハイブリッド EM法による探索の概略

5.3 ハイブリッドファジィ推論モデル
最急降下法のみを用いる方法を除いて, ほとんどのメタヒューリスティクは, 大
域と局所探索の機能を持っている. メタヒューリスティクは汎用の問題に適用され
る一方で, 十分な精度を得るには多くの時間を必要とする. そのために, 問題に応
じて探索法を工夫することが望まれる. 本章では, メタヒューリスティクの大域探
索とファジィ推論システムの学習法である最急降下法を組み合わせる学習法を提
案する.

5.3.1 ハイブリッドEM法とファジィ推論システム

EM法 [47]は最適化問題を解くメタヒューリスティク手法の一つである. しかし
ながら, これは最適または準最適な解を得るまでに多くの時間を必要とする問題点
がある. この問題点を解決する手法として, EM法と最急降下法を組み合わせたハ
イブリッドEM法が提案されている. この原理を 1つのパラメータの動きを追跡す
ることで説明する.

図.5.6に示すように,目的関数Eはパラメータ c, b, wから決定される. パラメー
タの初期位置がランダムに決定され, その後, 各パラメータは最急降下法により更
新される. 最急降下法を用いているため, E(c, b,w) はパラメータの更新が行われ
るたびに小さくなる. 一方, 通常のEM法の局所探索においては各パラメータの近
傍においてE(c, b,w)が小さくなる新たなパラメータの探索が行われるが, 長い時
間を必要とする. さらに, E(c, b,w)が停滞した場合には, 合力 F によるパラメー
タの更新 (大域探索)が行われる.

最急降下法においては, 局所的に良好なパラメータを得ることはできるが, その
後解は停滞し, 大域的に良好なパラメータを得ることは困難である. そのため, EM

法における合力 F のようなパラメータの大域的な更新を必要とする.
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アルゴリズム ハイブリッドEM(m, MAX, LS, δ)

{xi|i∈Zm}: サンプル点 (解の候補)

MAX: 最大探索回数
LS: 局所探索の最大探索回数
δ: 局所探索におけるパラメーター (δ∈J)
1: Initialize(初期化)

2: iteration ←1

3: while iteration < MAX do

4: 局所探索 (最大学習回数:LS, 学習係数:δ)

5: F←Calc F()

6: Move(F )

7: iteration ← iteration + 1

8: end while

図 5.7: ハイブリッド EM法の概略

図 5.7にハイブリッド EM法を与える. この場合, ステップ 4 の局所探索では,

ファジィ推論の学習アルゴリズム A のステップ A3 から A8 が実行される.

5.3.2 ハイブリッドランダムサーチ

ランダムサーチ [51]は広い解空間内をランダムに探索するため, 探索に時間がか
かる. そこで, ハイブリッド EMと同様に最急降下法を組み合わせることで, ラン
ダムサーチの大域探索と最急降下法の局所探索を行う. 以降, これをハイブリッド
ランダムサーチ (Hybrid Random Search : HRS)と呼ぶ. その原理は図 5.6の場合
と同様である [53].

図 5.8に, ハイブリッドランダムサーチのアルゴリズムを示す. この場合, ファ
ジィ推論システムのハイブリッド法においては, ステップ 4 の局所探索がファジィ
推論システムの学習アルゴリズム A のステップ A3∼A8となる.

5.4 数値シミュレーション
本節では, 簡略型およびMamdani型ファジィ推論法の推論規則の学習に最急降
下法, ハイブリッドランダムサーチ, ハイブリッドEMを用いたときの能力の比較
を行う. 以下, Case 1:簡略型ファジィ推論法 (c, b, wの学習)とCase 2:Mamdani型
ファジィ推論法 (wのみの学習)とする.
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アルゴリズム HRS(MAX, LS, RS, ε0, ε1)

p: サンプル点 (解の候補)

MAX: 最大探索回数
1: Initialize(初期化)

2: iteration ←1

3: while iteration < MAX do

4: 局所探索 (最大学習回数:LS, 学習終了条件 ε0)

5: while rs<RS and f(ε1) do

6: △xをランダムに生成
7: if x+△xが解の候補
8: if f(x+△x) < f(x)

9: x←x+△x

10: end if

11: end if

12: end if

13: end while

図 5.8: Outline of Random search

5.4.1 関数近似問題

以下の関数近似問題に対して従来手法と提案手法の比較を行う.

ここで, 入力空間は [0, 1]4(式 (5.2), (5.3)), [−1, 1]4(式 (5.4), (5.5))である. 学習
用データ数は 512, テスト用データ数は 6400である. 推論規則数は, Case 1が 81,

Case 2 が 256である.

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

37.21
×(4 sin(πx3) + 2 cos(πx4) + 6)

12
(5.2)

y =
(sin(2πx1) cos(πx2) sin(πx3)x4 + 1.0)

2.0
(5.3)

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

74.42
+

(4 sin(πx3) + 2 cos(πx4) + 6)

446.52
(5.4)

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

74.42
+

(3e3x3 + 2e−4x4)−0.5 − 0.077

4.68
(5.5)

以下の手法により簡略型およびMamdani型ファジィ推論法の推論規則の学習を
行う.

(1)最急降下法 (最大学習回数 20000回, しきい値 θ = 10−5)

(2)HRS(20, 1000, 10000, 10−5, 10−5)

(3)HEM(20, 1000, 10−5)

ここで, 最急降下法における学習係数は, Kc = 0.01, Kw = 0.01, Kw = 0.1と
する.
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表 5.1: Case 1における関数近似の結果.

Eq.(5.2) Eq.(5.3) Eq.(5.4) Eq.(5.5)

(1) 学習用データのMSE 0.10 0.10 0.10 0.10

テスト用データのMSE 1.92 3.29 3.29 1.62

(2) 学習用データのMSE 0.08 0.09 0.09 0.10

テスト用データのMSE 1.83 2.56 2.56 2.05

(3) 学習用データのMSE 0.09 0.09 0.09 0.09

テスト用データのMSE 1.92 2.79 2.79 1.56

表 5.2: Case 2における関数近似の結果.

Eq.(5.2) Eq.(5.3) Eq.(5.4) Eq.(5.5)

(1) 学習用データのMSE 0.41 0.10 1.83 1.83

テスト用データのMSE 7.74 14.47 21.16 23.89

(2) 学習用データのMSE 1.26 1.87 2.99 2.88

テスト用データのMSE 21.76 23.96 33.85 31.63

(3) 学習用データのMSE 0.38 1.11 1.95 2.15

テスト用データのMSE 3.27 7.69 13.81 14.32

表 5.1, 5.2に Case 1(簡略型)および Case 2(Mamdani型)における結果を示す.

表中の各値は, 上が学習用データに対する平均二乗誤差, 下がテスト用データに対
する平均二乗誤差 (×10−4)を意味する. いずれの問題においても, 簡略型および
Mamdani型ともにハイブリッドEMが他の探索手法を用いた場合よりも学習用お
よびテスト用データの平均二乗誤差が小さくなっており, 優れた探索結果を示して
いる.

5.4.2 パターン認識問題

ここでは, 表 5.9に示す 2分類のパターン認識問題により, 各学習手法を用いた
場合の能力の比較を行う.

本分類問題においては, [0, 1] × [0, 1] × [0, 1]空間内に存在する点を 2種類のク
ラスに分類する (クラス 0 とクラス 1). クラスの境界は (0.5, 0.5, 0.5)を中心とす
る球として与えられる. Sphereでは, 球の内側にある点をクラス 1, 外側にある点
をクラス 0とする. Double-Sphereでは, Spheres 1 と 2 の間にある点をクラス 1,

他の位置にある点をクラス 0とする. Triple-Sphereでは, Sphere 1 の内側および
Sphere 2 と Sphere 3 の間にある点をクラス 1, 他の位置にある点をクラス 0とす
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図 5.9: 2分類のパターン認識
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表 5.3: Case 1における誤分類率

Sphere Double-Sphere Triple-Sphere

(1) 学習用データ 0.007 0.033 0.037

テスト用データ 0.027 0.078 0.078

(2) 学習用データ 0.033 0.105 0.087

テスト用データ 0.041 0.117 0.099

(3) 学習用データ 0.013 0.065 0.065

テスト用データ 0.026 0.089 0.087

表 5.4: Case 2における誤分類率

Sphere Double-Sphere Triple-Sphere

(1) 学習用データ 0.018 0.021 0.030

テスト用データ 0.032 0.049 0.057

(2) 学習用データ 0.022 0.021 0.036

テスト用データ 0.031 0.046 0.058

(3) 学習用データ 0.017 0.021 0.021

テスト用データ 0.032 0.046 0.051

る. 理想的な出力値 yrpは次のように与える: もし点 xpがクラス 0に属するなら
yrp = 0.0, クラス 1に属するなら yrp = 1.0とする. 学習用データの数は 512, テスト
用データの数は 6400である.

表 5.3, 5.4に, 推論規則数が 27のときの Case 1と推論規則数が 125のときの
Case 2の結果を示す. 学習用データ数は 512, テスト用データ数は 6400で, 入力
データは空間 [0, 1]3よりランダムに選ぶ. 表中の値は, 上が学習用データの誤分類
率, 下がテスト用データの誤分類率である.

いずれの問題においてもハイブリッドEMにおける誤分類率は低く, 高い近似精
度を実現している.

5.5 まとめ
本章では, メタヒューリスティクを用いた学習方法について述べた. 推論規則の
決定方法として広く用いられている最急降下法は局所探索であり, 学習に必要な時
間は短いが推論精度は高くはない. 一方, メタヒューリスティク (EM法とランダ
ムサーチ)は得られる推論精度は高いが, 局所探索の効率が悪く学習に必要な時間
が長いという問題点がある. そこで, メタヒューリスティクを用いたファジィ推論
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システムの学習法を実現することで効率的な探索を行い, 比較的短い時間で良好な
解を得ることができた. 数値シミュレーションにおいては, 多点探索を行うハイブ
リッド EMを用いた方がハイブリッドランダムサーチを用いた場合に比べに比べ
て精度の高い簡略型ファジィ推論法の推論規則を得ることができた.
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第6章 少数入力モジュール型ファ
ジィ推論システム

6.1 はじめに
ベクトル量子化やメタヒューリスティクを用いたファジィ推論システムの自動構
築法に関する様々な研究が行われている. しかしながら, これらの方法は入力要素
数の増加に伴って, ファジィ推論システムの自動構築が困難となることが知られて
いる. この問題を克服するためにいくつかの方法が提案されているが, 有効な方法
は知られていない. さらに, ファジィ推論システムの学習法については, 近似精度と
説明能力のトレードオフがあることも知られている [54, 55, 56, 58]. SIRMs(Single

Input Rule Modules)モデルは単一入力型の推論規則を用いるファジィ推論システ
ムの一つであり, 入力変数が多い問題に対しても推論規則数が抑えられるという特
徴を持つ [30, 62]. 一方, SIRMsモデルを複雑な問題に適用しても, 解の近似精度は
必ずしも高くないことも知られている [32, 59]. そのため, SIRMsモデルをより一
般化したものとして SNIRMs(Small Number Input Rule Modules)モデルが提案さ
れている. これは, 1つの推論規則中で扱う入力変数の数が少ないモジュールから
構成されるファジィ推論システムである [32, 59, 68]. 特に, 2変数のモジュールか
ら成るDIRMs(Double Input Rule Modules)モデルは, SNIRMsの有効なモデルの
1つとして提案されている.

本章では, SNIRMsモデルの導入並びに, 学習による近似精度の検討を行う. さ
らに, モデルの近似能力について, 理論的な考察を行う.

6.2 SNIRMs推論モデル
2章で説明した従来モデルの簡略型ファジィ推論モデルは, システムのすべての
入力変数がルールの前件部に組み込まれるため, 入力変数の増加に伴い指数関数的
にルール数が増加する. 本章では, 少数の入力変数の組み合わせを用いたモジュー
ルから構成される SNIRMs推論モデルを導入する [32, 59]. はじめに, SIRMs推論
モデルを, 続いて, SNIRMs推論モデルを導入し, これらのモデルの能力について
結果を示す.
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6.2.1 SIRMs推論モデル

SIRMs推論モデルは, 各入力変数に対してそれぞれのルール群を作り, 対応す
る入力だけを前件部変数とする１入力の if-then形式のファジィルールを定義して,

ルール群の推論結果の重み付き総和を最終結果とする. この場合, ファジィ推論モ
デルは, 次のようになる [30].

SIRMs− j {Ri
j : if xj is Aij then y∗ is wij}ni=1 (6.1)

ここで, j∈Zmである.

システムの入力 xjが入力されたとき, ルール群 SIRMsモデルの i番目ルールの
適合度は, 式 (6.2)で与えられ, その推論結果は, 式 (6.3)で与えられる．

µij = Aij(xj) (6.2)

y0j =

∑n
i=1 µijw

j
i∑n

i=1 µij

(6.3)

さらに, SIRMs推論モデルでは, 各モジュールの重視度 hiを設定することでシ
ステムのパフォーマンスを向上させる. 最終の出力 y∗を次のように定義する.

y∗ =
m∑
j=1

hjy
0
j (6.4)

6.2.2 SNIRMs推論モデルの定式化

本節では, SNIRMsモデルとDIRMsモデルを導入する [59,68].

Um
k をZmの順序つき kタップルの以下の集合とする. ここに, k < mである.

Um
k = {l1, · · ·, lk|li < ljfor i < j} (6.5)

Um
k に対する (k次)の SNIRMs推論モデルは, 以下のように定義される.

SNIRMs-l1· · ·lk

{Rl1···,lk
i : if xl1 M l1

i and· · ·and xlk is M lk
i then yl1···ll is w

l1···lk
i }ni=1 (6.6)

[例題 6.1]

U3
1 = {1, 2, 3}とすると, 次のルールが得られる.

SIRMs-1 : {if x1 is A1
i then y is w1

i }ni=1
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SIRMs-2 : {if x2 is A2
i then y is w2

i }ni=1

SIRMs-3 : {if x3 is A3
i then y is w3

i }ni=1

[例題 6.2]

U3
2 = {12, 13, 23}のとき, 次のルールが得られる.

SNIRMs-12 : {if x1 is A1
i and x2 is A2

i then y is w12
i }ni=12

SNIRMs-13 : {if x1 is A1
i and x3 is A3

i then y is w13
i }ni=13

SNIRMs-23 : {if x2 is A2
i and x3 is A3

i then y is w23
i }ni=23

x = (x1, · · ·, xm)とする. SNIRMs-l1· · ·lkの i番目のルールの適合度と出力は, 次
のように表される.

µl1···lk
i = Al1

i (xl1)· · ·A
lk
i (xlk) (6.7)

y0l1···lk =

∑n
i=1 µ

l1···lk
i wl1···lk

i∑n
i=1 µ

l1···lk
i

(6.8)

これまでのパラメータである c, b, wに加えて, モジュールの重視度 hが導入さ
れる. L番目のモジュールに対する重視度を hLとすると, システムの出力は次の
ようになる.

y∗ =
∑
L∈Um

k

hLy
0
L (6.9)

k＝ 1と 2の場合は, SIRMsとDIRMs推論モデルと呼ばれる. 図 6.1は, 従来モ
デルとこれらのモデルの関係を示している.

6.2.3 SNIRMsモデルの階層性

本節では, m変数の EX-OR問題を使って, SNIRMs推論モデルの能力の階層性
を説明する. EX-OR問題は, 次のように定義される.

y = x1⊕x2⊕· · ·⊕xm, (6.10)

このとき, 次の結果が得られる. ここに, x1, · · ·, xm, y∈{0, 1}である.

[命題 6.1] k + 1変数の EX-OR問題は, k次の SNIRMs推論モデルでは実現でき
ない.

[証明] 一般性を失うことなく, k = 2の場合を証明する.

2次の SNIRMs推論モデルが表 6.1に示した 3変数の問題を実現できたと仮定
する.
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表 6.1: m = 3の場合の EX-OR問題
x1 x2 x3 y

0 0 0 0

0 0 1 1

0 1 0 1

0 1 1 0

1 0 0 1

1 0 1 0

1 1 0 0

1 1 1 1

モデルの出力と表 6.1の関係から, 式 (6.11)∼(6.18)が得られる.

h1

∑n
i=1A

1
i (0)A

2
i (0)w

12
i∑n

i=1A
1
i (0)A

2
i (0)

+ h2

∑n
i=1A

1
i (0)A

3
i (0)w

13
i∑n

i=1A
1
i (0)A

3
i (0)

+h3

∑n
i=1A

2
i (0)A

3
i (0)w

23
i∑n

i=1 A
2
i (0)A

3
i (0)

< 0.5

(6.11)

h1

∑n
i=1A

1
i (0)A

2
i (0)w

12
i∑n

i=1A
1
i (0)A

2
i (0)

+ h2

∑n
i=1A

1
i (0)A

3
i (1)w

13
i∑n

i=1A
1
i (0)A

3
i (1)

+h3

∑n
i=1 A

2
i (0)A

3
i (1)w

23
i∑n

i=1A
2
i (0)A

3
i (1)

≥0.5

(6.12)

h1

∑n
i=1A

1
i (0)A

2
i (1)w

12
i∑n

i=1A
1
i (0)A

2
i (1)

+ h2

∑n
i=1A

1
i (0)A

3
i (0)w

13
i∑n

i=1A
1
i (0)A

3
i (0)

+h3

∑n
i=1 A

2
i (1)A

3
i (0)w

23
i∑n

i=1A
2
i (1)A

3
i (0)

≥0.5

(6.13)

h1

∑n
i=1A

1
i (0)A

2
i (1)w

12
i∑n

i=1A
1
i (0)A

2
i (1)

+ h2

∑n
i=1A

1
i (0)A

3
i (1)w

13
i∑n

i=1A
1
i (0)A

3
i (1)

+h3

∑n
i=1A

2
i (1)A

3
i (1)w

23
i∑n

i=1 A
2
i (1)A

3
i (1)

< 0.5

(6.14)

h1

∑n
i=1A

1
i (1)A

2
i (0)w

12
i∑n

i=1A
1
i (1)A

2
i (0)

+ h2

∑n
i=1A

1
i (1)A

3
i (0)w

13
i∑n

i=1A
1
i (1)A

3
i (0)

+h3

∑n
i=1 A

2
i (0)A

3
i (0)w

23
i∑n

i=1A
2
i (0)A

3
i (0)

≥0.5
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(6.15)

h1

∑n
i=1A

1
i (1)A

2
i (0)w

12
i∑n

i=1A
1
i (1)A

2
i (0)

+ h2
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3
i (1)

+h3
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2
i (0)A

3
i (1)w

23
i∑n

i=1 A
2
i (0)A

3
i (1)

< 0.5

(6.16)
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i∑n

i=1 A
2
i (1)A

3
i (0)

< 0.5

(6.17)

h1

∑n
i=1A

1
i (1)A

2
i (1)w

12
i∑n

i=1A
1
i (1)A

2
i (1)

+ h2

∑n
i=1A

1
i (1)A

3
i (1)w

13
i∑n

i=1A
1
i (1)A

3
i (1)

+h3

∑n
i=1 A

2
i (1)A

3
i (1)w

23
i∑n

i=1A
2
i (1)A

3
i (1)

≥0.5

(6.18)

式 (6.11), (6.15), (6.16), (6.17)をA, 式 (6.12), (6.13), (6.14), (6.18)をBとする.

これに関して, AとBの左辺は互いに等しいが, AとBの右辺は等しくはない. こ
れは矛盾である. 結果として, この問題に対するモデルは存在しない. □

[系 6.2] 2変数の EX-OR問題は, SIRMs推論モデルで実現できない.

一般に, k + 1次のモデルは k次のモデルより高い能力を持っていると思われる.

一方, SIRMsモデルは ANDや ORの論理関数を実現できる. 次の論理関数のシ
ミュレーションを実行する.

y = x1∨· · ·∨xm (6.19)

y = x1∧· · ·∧xm (6.20)

ここに, x1, · · ·, xm, y∈{0, 1}, ∨と ∧はORとAND演算である.

表 6.2はシミュレーションの条件を, 表 6.3はその結果を示している.

さらに, 連続関数について考察を行う. 以下に示す関数は, 連続関数であり, その
一部に排他的論理和の性質を持っていることに注意する.

f(x1, x2) = x1 + x2 − 2x1x2 (6.21)

関数f(x1, x2)をモデルで実現するとき, DIRMs推論モデルはモジュール中のルー
ルの数nが増加するにつれて, 平均二乗誤差は減少するが, SIRMsでは減少しない.
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表 6.2: 論理関数問題における初期条件
SIRMs DIRMs

OR, AND EX-OR OR, AND EX-OR

Kc 0.0001 0.001 0.0001 0.001

Kb 0.0001 0.001 0.0001 0.001

Kw 0.1 0.01 0.1 0.01

Kh 0.5 0.05 0.5 0.05

Tmax 100 100 1000 2000

cの初期値 等間隔
bの初期値 1

2(分割数−1)
×(入力値の範囲)

wの初期値 [0,1]からランダムに選択
hの初期値 [0,1]からランダムに選択

表 6.3: 論理関数問題の結果
SIRMs DIRMs

OR(m = 2) 0.00 0.00

AND(m = 2) 0.00 0.00

EX-OR(m = 2) 0.25 0.00
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このことから, SIRMsモデルは万能性を持たないと思われる. 同様の考察から, k

次のモデル (1≤k≤m − 1)は万能性を持たないと思われる. m次のモデル (簡略型
ファジィ推論モデル)は, 万能性を持つので, k次のモデル (SNIRMsファジィ推論
モデル)には, 階層性が存在すると思われる.

6.3 SNIRM推論モデルの学習法
本節では, SNIRMs推論モデルの学習法を与える. はじめに,ルール数を固定した
標準的な学習法を, 次に, 生成と削除により最適なルール数もつ学習法を構築する.

6.3.1 モデルの学習法

各パラメータの 1階微分は, 次のように与えられる.

∂E

∂hL

= (y∗ − yr)y0L, (6.22)

∂E

∂wL
i

= hL ·
µL
i∑n

i=1 µ
L
i

(y∗ − yr), (6.23)

∂E

∂cLrlj
= (y∗ − yr)hL

wL
r − y0L∑n
r=1 µ

L
r

xrlj − cLrlj
(bLrlj)

2
(6.24)

∂E

∂bLrlj
= (y∗ − yr)hL

wL
r − y0L∑n
r=1 µ

L
r

(xrlj − cLrlj)
2

(bLrlj)
3

(6.25)

式 (6.22), (6.23), (6.24), (6.25)から, 各パラメータの更新式は次のように与えら
れる.

hr(t+ 1) = hr(t) + (y∗ − yr)y0L, (6.26)

wL
i (t+ 1) = wL

i (t) + hL ·
µL
i∑n

i=1 µ
L
i

(y∗ − yr), (6.27)

cLrlj(t+ 1) = cLrlj(t) + (y∗ − yr)hL
wL

r − y0L∑n
r=1 µ

L
r

xrlj − cLrlj
(bLrlj)

2
(6.28)

bLrlj(t+ 1) = bLrlj(t) + (y∗ − yr)hL
wL

r − y0L∑n
r=1 µ

L
r

(xrlj − cLrlj)
2

(bLrlj)
3

(6.29)

Dを学習データの集合とする. k次 SNIRMs推論モデルの学習式は, 次のように
与えられる.

[学習アルゴリズム B(k)]

Step 1 [初期化]: パラメータ cLi , b
L
i , w

L
i の初期値,しきい値 θ1,最大学習回数Tmax,
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学習係数Kc, Kb, Kwを与える.

Step 2 : t = 1とする.

Step 3 : p = 1とする.

Step 4 : 学習データ (xp
1, · · · , xp

m, y
r
p)を与える.

Step 5 : 式 (2.2)に従い, メンバーシップ関数値の計算を行う.

Step 6 [ファジィ推論の出力計算]: 式 (6.7), (6.8), (6.9)に従い, 出力 ypの計算を
行う.

Step 7 [パラメータの更新]: 勾配 ∂E
∂hL
を用いて, パラメータ hLの更新を行う.

Step 8 : 勾配 ∂E
∂wL

i
を用いて, パラメータwL

i の更新を行う.

Step 9 : 勾配 ∂E
∂cLi
および ∂E

∂bLi
を用いて, パラメータ cLi および bLi の更新を行う.

Step 10 : もし p = P ならば Step 11へ, p < P なら p ← p + 1として Step 4へ
行く.

Step 11 : 式 (2.12)に従い平均二乗誤差E(t)の計算を行う. もしE(t) < θ1なら
学習を終了する.

Step 12 : もし t ̸= Tmaxなら, t← t+ 1として Step 3へ行く. そうでなければ学
習を終了する.

簡略型, k 次の SNIRMs, SIRMs 推論モデルのルール数は, それぞれ O(Hm),

O(mkHk), O(mH)である. ここに, H はファジィ分割の数である. SNIRM推
論モデルも次数が高くなると, ルール数が多くなる. そこで, より最適なルール数
を求める次節の学習方法が導入される.

6.3.2 生成と削除型学習法

本節は, DIRM推論モデルに関する構造を決定する学習法を与える. 生成型の学
習方法GAL(Generative Algorithm of Learning) は, SIRMs推論モデルに, DIRM

推論モデルのモジュールを逐次追加する方法である. qを目的のルール数とすると
き, アルゴリズムは次のように与えられる.

[学習アルゴリズム C(q)](GAL for DIRMs model)

Step 1: SIRMsモデルを構築し, k = 1の場合の学習アルゴリズム B を実行する.

i = 1かつ j = 0とする.

Step 2: Step 1 において, i番目に重視度の高い変数 x0を選び, x0を含む 2変数の
推論規則から成るモジュールを追加する (1≤i≤m).

Step 3: アルゴリズム Bにより, 適切なパラメータの決定を行う. もし j = qなら
ば学習を終了する. そうでない場合には, i = i+1かつ j = j+(m− i)として Step

2 へ行く.

さらに, 削除的学習法PAL(Pruning Algorithm of Learning)を提案する. このモ
デルは, 十分な数のルール数をもつDIRMs推論モデルから出発して, 目的のルー
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ル数（またはしきい値）まで, 逐次ルール（モジュール）を減らす方法である.

アルゴリズムは, 以下のように与えられる.

学習アルゴリズム D(q)(PAL for DIRMs model)

Step 1: iをモジュールの数とし, i =m C2とする.

Step 2: モジュールの数が iの場合のDIRMsの学習アルゴリズム Bを行う.

Step 3: i = qまたはいずれのモジュールにも含まれない入力要素が存在するとき,

学習を終了する. そうでなければ, i = i− 1として Step 2 へ行く.

削除型の学習方法としては, 文献 [59]に基づいた忘却型の学習方法も考えられる
が, シミュレーション実験ではほとんど能力差はなかった.

これらの方法は, 容易に任意の次数 k(≥2)の SNIRMsモデルの学習方法に一般
化できる.

6.4 数値シミュレーション
本節では, 関数近似問題およびパターン認識問題により, 各手法の能力比較を行
う. 以下では, A, B, C, D はそれぞれ 簡略型, k-SNIRMs(SIRMs, DIRMs)の学習
アルゴリズム, 学習アルゴリズムGAL, PAL を意味する.

6.4.1 関数近似問題

ここでは,以下に示す4変数関数についての関数近似により簡略型 (A), SNIRMs(B(k)),

GAL(C(q)),PAL(D(q))の能力の比較を行う.

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

37.21
×(4 sin(πx3) + 2 cos(πx4) + 6

12
(6.30)

y =
sin(2πx1)× cos(x2)× sin(πx3)× x4 + 1.0

2.0
(6.31)

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

74.42
+

4 sin(πx3) + 2 cos(πx4) + 6

446.52
(6.32)

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

74.42
+

(3e3x3 + 2e−4x4)−0.5 − 0.077

4.68
(6.33)

実験条件を表 6.4に示す. 学習用データ数を 512, テスト用データ数を 6400とし,

式 (6.30), (6.31)は区間 [0, 1]4, 式 (6.32), (6.33)は区間 [−1, 1]4からそれぞれランダ
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表 6.4: 関数近似問題における実験条件
A B(k = 1) B(k = 2) C D

Kc 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001

Kb 0.001 0.001 0.001 0.001 0.001

Kw 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01

Kh

�
�
��

0.05 0.05 0.05 0.05

Tmax 50000 100 2000 10000 20000

cの初期値 等間隔
bijの初期値 1

2(分割数−1)
×(入力空間の大きさ)

wijの初期値 [0,1]からランダムに選択
hjの初期値 [0,1]からランダムに選択

ムに選ぶ. 実験条件を表 6.4に示す. 学習用データおよびテスト用データの数はそ
れぞれ 512と 6400であり, それぞれ入力空間からランダムに選ぶ. 表 6.5, 6.6に結
果を示す. ここで, 表中の学習, テスト欄は, それぞれ学習用データの平均二乗誤
差, テスト用データの平均二乗誤差を意味する. 結果は 10回試行の平均である.

実験結果より, 以下の知見が得られる:

(1)表 6.5より, 簡略型は SIRMsとDIRMsに比べて高い精度を実現しているが, パ
ラメータ数が非常に多い.

(2)表 6.5より, DIRMsは SIRMsに比べて精度が高い.

(3)表 6.6より, PAL は GALや SIRMsに比べて精度が高い. また, GAL と PAL

はあまり多くないパラメータ数で高い精度を実現している.

6.4.2 パターン認識問題

SIRMs や DIRMsのような SNIRMsモデルはパラメータ数が少ないため, 入力
要素数の多い問題に適用することができる. 表 6.7に示すデータ [60]を用いたパ
ターン認識問題により, GALやPALの有効性を示す. ここで, Wine と BCWデー
タについては入力要素数が非常に多く, 推論ルール数が多くなるため, 簡略型では
限られた時間内に結果が得られなかった. 実験結果を表 6.8に示す.

2/3のデータを学習用データとして用い, 残りの 1/3のデータをテスト用データ
として用いる. 表 6.9は実験の初期条件を示す. 表 7.10にパラメータ数とデータの
誤分類率を示す. ここで, 表中の学習, データ欄はそれぞれ学習用データの誤分類
率, テスト用データの誤分類率を意味する. 実験結果は 10回試行の平均である.

実験結果より, 以下の知見が得られる:

(1)アルゴリズム B (k = 1)は, Wineを除き, いずれの問題においても, いずれの
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表 6.5: 関数近似の結果 1

学習手法 A B (k = 1) B (k = 2)

パラメータ数 729 40 276

Eq.(7.44) 学習 (×10−3) 0.0045 1.052 0.026

テスト (×10−3) 0.0189 1.199 0.050

パラメータ数 729 40 276

Eq.(7.45) 学習 (×10−3) 0.011 9.258 2.229

テスト (×10−3) 0.114 10.567 7.456

パラメータ数 729 40 276

Eq.(7.46) 学習 (×10−3) 0.027 6.027 0.234

テスト (×10−3) 0.234 6.682 0.615

パラメータ数 729 40 276

Eq.(7.47) 学習 (×10−3) 0.028 5.875 0.014

テスト (×10−3) 0.163 7.190 0.030

表 6.6: 関数近似の結果 2

学習手法 C(q = 3) D (q = 3) D (q = 4)

パラメータ数 178 138 184

Eq.(7.44) 学習 (×10−3) 0.443 0.431 0.154

テスト (×10−3) 0.686 0.835 0.275

パラメータ数 178 138 184

Eq.(7.45) 学習 (×10−3) 4.75 2.60 2.25

テスト (×10−3) 7.41 6.48 7.30

パラメータ数 178 138 184

Eq.(7.46) 学習 (×10−3) 1.37 0.014 0.010

テスト (×10−3) 1.98 0.020 0.016

パラメータ数 178 138 184

Eq.(7.47) 学習 (×10−3) 1.46 1.32 0.49

テスト (×10−3) 0.96 2.30 0.83
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表 6.7: パターン認識で用いるデータ
# input # clusters # data

Iris 4 3 150

Wine 13 3 178

BCW 9 2 683

表 6.8: パターン認識における初期条件
B(k=1) B(k = 2) C D

Kc 0.001 0.001 0.001 0.01

Kb 0.001 0.001 0.001 0.01

Kw 0.01 0.01 0.05 0.1

Kh 0.05 0.05 0.05 0.1

Tmax 100 1000 500 20000

cの初期値 等間隔
bの初期値 1.5

2(分割数−1)
×(入力空間の大きさ)

wの初期値 [0,1]からランダムに選択
hの初期値 [0,1]からランダムに選択

表 6.9: パターン認識の結果

手法 B (k = 1) B (k = 2) C D

パラメータ数 40 276 178(q = 3) 138(q = 3)

Iris 学習 (×10−2) 4.80 2.80 0.93 0.67

テスト (×10−2) 5.17 1.199 3.54 4.67

パラメータ数 130 3588 694(q = 12) 1196(q = 26)

Wine 学習 (×10−2) 6.00 0.00 2.22 3.92

テスト (×10−2) 27.8 12.2 12.8 9.04

パラメータ数 90 1656 458(q = 8) 368(q = 8)

BCW 学習 (×10−2) 1.28 0.67 2.16 3.22

テスト (×10−2) 3.90 4.50 3.87 5.14
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手法も良好な結果を得た.

(2)GALと PALはいずれの問題においてもパラメータ数が少ない.

(3)GALと PALは入力要素数が多い問題に対して適用することができる.

(4)簡略型を Irisに適用した場合, 誤分類率は 4.0 %である. これは, 表 6.9中に示
す各手法における結果とほぼ同等である.

6.5 まとめ
簡略型ファジィ推論モデルは高い近似精度を実現できるが, 推論規則数が多くな
るという問題点がある. そこで, 本節では, 推論規則数の少ないファジィ推論モデ
ルである SNIRMsモデルを導入し, その能力比較を行った. しかしながら, 近似精
度の高い SNIRMsモデルは推論規則数が多くなる. そのため, 少ないモジュール
数から成る SNIRMsモデルを実現するGALと PALの学習法を提案した. 数値シ
ミュレーションにおいては, DIRMsモデルのGALおよび PALは少ない推論規則
数で, 従来のDIRMsモデルと同等の精度となり, 有効な学習法であることを示し
た. さらに, これらの方法を用いた障害物回避問題の数値シミュレーションを行い,

その有効性を示した [68].
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第7章 線形入力型SIRMsモデル

7.1 はじめに
前章では, 入力変数の多い問題に対しても推論規則数を抑えることのできるモデ
ルとして SNIRMs モデルについて述べた. しかしながら, SNIRMs は簡略型に比
べて近似精度が十分でないという問題点がある. また, SIRMs モデルは推論規則数
を抑えることができるが近似精度が低い. また, DIRMs モデルは SIRMs モデルと
比べて近似精度は高いが推論規則数が多く, 簡略型モデルと比べて推論規則数は少
なく近似精度が低いという問題が知られている. それゆえ, SIRMs モデルと同等
の推論規則数で簡略型と同等の精度を実現する SNIRMs モデルの提案が望まれる.

本章では, 2段階から成るファジィ推論法のモデルの提案を行う. 第 1段階で入
力変数の線形変換を行い, 第 2段階で SIRMsシステムによる出力導出を行う. は
じめに, このモデルが万能性の性質を満たすことを理論的に証明する. また, 数値
実験によりこのモデルが従来手法と比べて少ない推論規則数 (パラメータ数) で高
い精度を実現することを示す. さらに, この提案手法が入力要素数の多い問題に対
しても有効であることを, パターン認識問題に応用することで示す. また, 制御問
題への応用として, 障害物回避問題を用いて, その有効性を示す. その際に用いた
推論規則の言語的解釈を行うアルゴリズムを示すことで, 提案手法が高い近似精度
と説明能力を持つことを示す.

7.2 準備
はじめに, 入力 x = (x1, · · ·, xm)に対し, 関数 ϕ : Rm→Rl(lは自然数)を用いて

z = (z1, · · ·, zl)への変換を行う.

z = ϕ(x) (7.1)

ここに, zi = ϕi(x), i∈Zm, ϕ = (ϕ1, · · ·, ϕm)とする.

さらに, zを入力とする SIRMsモデルを導入する.

zを入力とする SIRMsモデルの推論規則Rj
i (i∈Zn, j∈Zl)は,

Rj
i : if zj is A

j
i then yj is w

j
i (7.2)
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図 7.1: 線形入力型 SIRMsの概略図

出力 yは, 以下の式により導出される.

µj
i = Aj

i (zj) (7.3)

y0j =

∑n
i=1 µ

j
iw

j
i∑n

i=1 µ
j
i

(7.4)

y =
l∑

j=1

hjy
0
j (7.5)

特に, 関数 ϕが線形変換関数のとき, この推論システムを線形入力型 SIRMsモデ
ルと呼ぶ. 以下に, このモデルとその学習法を提案する. (図 7.1参照)

ϕを線形変換関数とする. このとき, zj = aj0+aj1x1+ · · ·+ajmxm(j∈Zl)とおく.


z1
...

zj
...

zl

 =


a10 · · · a1k · · · a1m

...

aj0 · · · ajk · · · ajm
...

al0 · · · alj · · · alm





x0

...

xk

...

xm


(7.6)

ここで, a = (ajk)(j = 1, · · ·, l, k = 0, 1, · · ·,m, zj =
∑m

k=0 ajkxk (x0 = 1))とする.

lは近似精度に応じた自然数を選ぶ.

規則 (7.2)に基づき, 式 (7.3), (7.4), (7.5)により出力 yを求める.

式 (2.2)に示すガウス型関数を用いた場合, 最急降下法による学習においては, 式
(2.13)の ∂E

∂α
として以下のような式が得られる.

∂E

∂hj

= (y − y∗)y0j , (7.7)
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∂E

∂wj
i

= hj
µj
i∑n

i=1 µ
j
i

(y − y∗), (7.8)

∂E

∂cji
= (y − y∗)hj

(wj
i − y0j )µ

j
i∑n

i=1 µ
j
i

zj − cji
(bji )

2
, (7.9)

∂E

∂bji
= (y − y∗)hj

(wj
i − y0j )µ

j
i∑n

i=1 µ
j
i

(zj − cji )
2

(bji )
3

. (7.10)

また, 線形変換の係数 ajkについては, 以下の関係が得られる:

∂E

∂ajk
= (y∗ − y)

hj∑n
i=1 µ

j
i

n∑
i=1

µj
i (w

j
i − y0j )

zj − cji(
bji
)2 (7.11)

線形入力型 SIRMsモデルの学習アルゴリズムは, 以下のように与えられる :

[学習アルゴリズム C]

1 [Initialization]: パラメータ cLi , b
L
i , w

L
i , ajkの初期値, しきい値 θ1, 最大学習回

数 Tmax, 学習係数Kc, Kb, Kw, Kaを与える.

2 : t = 1とする.

3 : p = 1とする.

4 : 学習データ (xp
1, · · · , xp

m, y
r
p)を与える.

5 :
∑m

k=0 ajkxkおよび式 (2.2)に従い, メンバーシップ関数Aj
i (zj)の値の計算を行

う.

6 [Output of fuzzy inference]: 式 (7.3), (7.4), (7.5)に従い, 出力 ypの計算を行
う.

7 [Updating parameters]: 式 (7.7)を用いて, パラメータ hjの更新を行う.

8 : 式 (7.8)を用いて, パラメータwj
i の更新を行う.

9 : 式 (7.9), (7.10), (7.11)を用いて, パラメータ cji , b
j
i , ajkの更新を行う.

10 [Termination]: もし p = P ならば Step 11へ, p < P なら p ← p + 1として
Step 4へ行く.

11 : 式 (2.12)に従い平均二乗誤差E(t)の計算を行う. もしE(t) < θ1なら学習を
終了する.

12 : もし t ̸= Tmaxなら, t ← t + 1として Step 3へ行く. そうでなければ学習を
終了する.

同様に, 三角型メンバーシップ関数についても定義できる.

[例題 7.1]

ここでは, 例として 2入力のEX-OR問題を用いて, 線形入力型 SIRMsモデルの
アイデアについて述べる.

アルゴリズムCにより得られた線形入力型 SIRMsモデルの推論規則を示す:

z = 1.07− 0.51x1 − 0.64x2, (7.12)
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図 7.2: 線形入力型 SIRMsの説明のための図 : 3本の直線はメンバーシップ関数の
中心を示す. 2つの入力 (0, 1)と (1, 0)は Line 2に近い (◦と •は理想の出力値がそ
れぞれ 0, 1であることを示す).

h1 = 0.93,

SIRMs− 1


R1

1 : if z is A1
1 then y is − 0.06,

R1
2 : if z is A1

2 then y is 1.37,

R1
3 : if z is A1

3 then y is − 0.06,

A1
1 = exp

(
−(z + 0.01)2

0.12

)
, (7.13)

A1
2 = exp

(
−(z − 0.50)2

0.11

)
, (7.14)

A1
3 = exp

(
−(z − 1.00)2

0.12

)
. (7.15)

式.(7.12)は入力 x1と x2の線形変換を表す. 式 (7.13), (7.14), (7.15)は zに関す
るメンバーシップ関数である. 図 7.2中の斜線はこれらのメンバーシップ関数の中
心を表す. ファジィ集合A1

2のメンバーシップ関数の値は, 入力が (0, 0)と (1, 1)の
場合はほぼ 0, 入力が (0, 1)と (1, 0)の場合はほぼ 1である. 同様に, ファジィ集合
A1

1とA1
3のメンバーシップ関数の値も計算される. 結果として, 線形入力型 SIRMs

モデルの出力値は, 入力 (0, 1)と (1, 0)に対してはほぼ 1, 入力 (0, 0)と (1, 1)に対し
てはほぼ 0(ファジィ集合A1

1, A
1
3を含む推論規則においては出力 yの値が小さいた

め)となる.

一方で, 通常の SIRMsモデルにおいては, メンバーシップ関数の中心は x1軸ま
たは x2軸に平行な直線しか実現できないため, 入力 (0, 1)と (0, 1)に対して異なる
出力とするような推論規則を表現することができない. □
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7.3 線形入力型SIRMsモデルの万能性
簡略型ファジィ推論法は Stone-Weierstrass 定理により万能性をもつことは示さ
れている [35]. 一方, 線形入力型 SIRMsは Stone-Weierstrass 定理を使って直接
証明することが難しい. それゆえ, ニューラルネットワークの万能性を示した関
数解析的手法を用いて結果を示す. この関数解析の手法によるモデルの能力解析
は, ファジィ推論モデルの研究においては筆者の知る限り行われていない. ここで
は, Hornikらの手法 [67]にならって, 提案手法の万能性 (Universal approximation

capability)についての理論的な証明を行う.

7.3.1 三角型メンバーシップ関数の場合

メンバーシップ関数が三角型関数の場合について, 関数解析的手法を用いて, 万
能性を示す.

[補題 7.1][9, 67]

Ωをコンパクト集合 S⊂Rm上の, cosig 関数から成る以下のような関数の集合
とする:

ΩQ = {g(x) =
Q∑
l=1

ulcosig

(
m∑
k=0

dlkxk + θl

)
|ul, dlk, θl∈R,x∈S} (7.16)

Ω =
∞∪

Q=1

ΩQ (7.17)

ここで, x0 = 1かつ

cosig(x) =


1 (x > 0)

cos(2πx) (−1
2
≤x≤0)

−1 (x < −1
2
)

(7.18)

とする.

このとき, ΩはC[S]において稠密である. □
[定理 7.1]

Φをコンパクト集合S⊂Rm上の, 以下のような関数の集合とする.

ΦH = {f(x) =
H∑
j=1

hj

∑n
i=1A

j
i (
∑m

k=0 ajkxk)w
j
i∑n

i=1A
j
i

(∑m
k=0 a

j
kxk

)
|hj, ajk, b

j
i , c

j
i , w

j
i∈R,x∈S} (7.19)

Φ =
∞∪

H=1

ΦH (7.20)
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図 7.3: cosig 関数の図

ここで, Aj
i は式 (2.3)に示す三角型関数である.

このとき, ΦはC[S]において稠密である. □

[証明]

補題 7.1より, cosig関数 g∈Ωと任意の実数 ε > 0に対し,以下のような関数 f∈Φ
が存在することを示す.

|f(x)− g(x)| < ε for x∈S (7.21)

以下では, m = 1の場合についてのみ証明する.

図 7.3にこの場合の cosig 関数 g(x)の概形を記す. [−L,L]を, [−1
2
, 0]を含む区

間とする. このとき, 任意の実数 ε > 0に対し, P を 2
P
< εと以下の性質を満たす

正の自然数とする;

pl = sup
x∈[− 1

2
,0]

{x|cosig(x) = l

P
} (7.22)

ここで, l = −P, · · ·, P とする.

関数g(x)の近似を行うため,メンバーシップ関数が三角型関数とし,
∑n

i=1A
k
i (vk) =

1(k∈{−P, · · ·, P})とする. このとき,

f(x) =
P∑

k=−P

hk

n∑
i=1

Ak
i (vk)w

k
i (7.23)

である.

ここで, 図 7.4に示すような 2P + 1個のモジュールから成る SIRMsモデルにつ
いて考える.

Q = 2P + 1をモジュールの数, n = 3を各モジュールのファジィ集合の数とす
る. 三角型関数として, メンバーシップ関数の中心と幅を以下のようにおく:

ck1 = pk−1, ck2 = pk, ck3 = pk + (pk − pk−1)
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図 7.4: 各モジュール中のメンバーシップ関数
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bki = 2(pk − pk−1)

hk = 1

ここで, k∈{−P, · · ·, P}かつ p−P−1 = p−P+1 − p−P とする (図 7.4).

さらに, モジュール中の実数wk
i を以下のようにおく:

wk
i =

{
1
P

for i = 2, 3

0 for i = 1
k ̸=− P (7.24)

w−P
i = −1 for i = 1, 2, 3, k = −P (7.25)

vk = x (k∈{−P, · · ·, P})とする. m = 1のときのΦの性質より, 以下の性質を
得る.

f(x) =
P∑

k=−P

3∑
i=1

Ak
i (x)w

k
i (7.26)

(
∑3

i=1M
k
i (x) = 1 (k∈{−P, · · ·, P})かつ hj = 1より).

f(x)と g(x)の関係について考える.

(i)x = pk(k∈{−P, · · ·, P})
x = p−P のとき

f(x) = −1 = cosig(p−P ) (7.27)

x = pk(k ̸=− P )のとき

f(x) = −1 + P + k

P
=

k

P
= cosig(pl) (7.28)

式 (7.27)と (7.28)より,

|f(x)− g(x)| = 0 < ε (7.29)

(ii)pk−1 < x < pk(k∈{−P + 1, · · ·, P})
k−1
P

< f(x) < k
P
かつ k−1

P
< cosig(x) < k

P
. これより, 以下を得る.

|f(x)− g(x)| = |
(
k − 1

P
+

e1
P

)
−
(
k − 1

P
+

e2
P

)
|

<
e1 + e2

P
<

2

P
< ε (7.30)

(iii)x < p−P , x > pP

x < p−P : f(x) = cosig(x) = −1 (7.31)

x > pP : f(x) = cosig(x) = 1 (7.32)
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式 (7.31)と (7.32)より,

|f(x)− g(x)| = 0 < ε (7.33)

よって, m = 1のとき, 以下を得る:

|f(x)− g(x)| < ε for any x∈S (7.34)

この結果を使って, 任意のmについて証明することができる [78]. □

7.3.2 ガウス型メンバーシップ関数の場合

メンバーシップ関数としてガウス型を使う場合は, 以下のように得られる.

[補題 7.2][9]

Ωをコンパクト集合S⊂Rm上の, 以下のような関数の集合とする:

ΩQ = {g(x) =
Q∑
l=1

ul
1

1 + exp (−
∑m

k=1 dlkxk − θl)
|ul, dlk, θl∈R,x∈S}(7.35)

Ω =
∞∪

Q=1

ΩQ (7.36)

ここで, x0 = 1とする.

このとき, ΩはC[S]において稠密である. □
[定理 7.2]

Φをコンパクト集合S⊂Rm上の, 以下のような関数とする.

ΦH = {f(x) =
H∑
j=1

hj

∑n
i=1A

j
i (
∑m

k=0 ajkxk)w
j
i∑n

i=1A
j
i

(∑m
k=0 a

j
kxk

)
|hj, ajk, b

j
i , c

j
i , w

j
i∈R,x∈S} (7.37)

Φ =
∞∪

H=1

ΦH (7.38)

ここで, Aj
i は式 (2.2)のようなガウス型関数である.

このとき, ΦはC[S]内で密である□

[証明]

補題 7.2より, cosig関数 g∈Ωと任意の実数 ε > 0に対し,以下のような関数 f∈Φ
が存在することを示す.

|f(x)− g(x)| < ε for x∈S (7.39)
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n = 2, cj1 =
1
4
, cj2 = −1

4
, bj1 = bj2 = 1, wj

1 = 1, wj
2 = 0とおくと,∑n

i=1A
j
i (
∑m

k=0 ajkxk)w
j
i∑n

i=1A
j
i

(∑m
k=0 a

j
kxk

) =
Aj

1 (
∑m

k=0 ajkxk)

Aj
1 (
∑m

k=0 ajkxk) + Aj
2 (
∑m

k=0 ajkxk)

=
1

1 +
(
Aj

1 (
∑m

k=0 ajkxk)
)−1

Aj
2 (
∑m

k=0 ajkxk)

=
1

1 + exp{−
∑m

k=0 ajkxk}
(7.40)

ここで, H = Q, ajk = djk(k∈Zm), aj0 = θj, hj = ujとおくと,

f(x) =

Q∑
j=1

uj
1

1 + exp (−
∑m

k=1 djkxk − θj)

= g(x) (7.41)

よって, 以下を得る:

sup
x∈S
|f(x)− g(x)| = 0 < ε (7.42)

補題 7.2 および以上の結果より, 定理 7,2 を得る. □

以上の結果より, 線形入力型 SIRMsはメンバーシップ関数が三角型関数とガウ
ス型関数いずれの場合においても万能性を満たすことが示される.

7.4 数値シミュレーション
簡略型, SIRMs, DIRMs, 線形入力型 SIRMsモデルを用いた数値シミュレーショ
ンを行い, 線形入力型 SIRMsモデルの近似能力を示す.

7.4.1 排他的論理和問題

ここでは, 6.2.3で用いた, 入力数がmの排他的論理和 (exclusive or : EX-OR)問
題を扱う. EX-OR問題は以下のように定義される:

y = x1⊕x2⊕· · ·⊕xm, (7.43)

ここで, x1, · · ·, xm, y∈{0, 1}であり, また, ⊕は演算 Exclusive ORの演算子を
表す.
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表 7.1: m入力の EX-OR問題における初期条件
簡略型 SIRMs DIRMs 線形入力型 SIRMs

Kc 0.001 0.001 0.001 0.001

Kb 0.001 0.001 0.001 0.001

Kw 0.05 0.05 0.05 0.05

Kh

�
�
��

0.05 0.05 0.05

Ka

�
�
��

�
�
��

�
�
��

0.01

H 3 3 3 3

Tmax 50000 100 2000 50000

cijの初期値 Equal intervals

bijの初期値 1
2(H−1)

×(入力値の範囲の大きさ)

wijの初期値 [0,1]内でランダムに選択

hjの初期値
�
�
��

[0,1]内でランダムに選択

aikの初期値
�

�
��

[-1,1]内でランダムに選択

表 7.2: m入力の EX-OR問題の実験結果
m = 2 m = 3 m = 4 m = 10

簡略型 0.00 0.00 0.00
�

�
��

SIRMs 0.25
�
�

��

�
�
��

�
�
��

DIRMs 0.00 0.25
�

�
��

�
�
��

線形入力型 SIRMs
0.00 0.00 0.00 0.00

(l = m)
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表 7.3: 関数近似における初期条件
簡略型 SIRMs DIRMs 線形入力型 SIRMs

Kc 0.001 0.001 0.001 0.001

Kb 0.001 0.001 0.001 0.001

Kw 0.05 0.05 0.05 0.05

Kh

�
�
��

0.05 0.05 0.05

Ka

�
�
��

�
�
��

�
�
��

0.01

H 3 3 3 3

Tmax 50000 50000 50000 50000

cijの初期値 等間隔
bijの初期値 1

2(H−1)
×(入力値の範囲の大きさ)

wijの初期値 [-1,1]よりランダムに選択

hjの初期値
�
�
��

[-1,1]よりランダムに選択

aikの初期値
�

�
��

[-1,1]よりランダムに選択

表 7.1に実験の初期条件を表す. 表 7.2に各モデルを用いた際のMSE(平均二乗誤
差)を表す. なお, 表中のMSEの値は 10回試行の平均である. 表より, m = 3のと
きの EX-ORはDIRMsモデルでは近似精度が低く, また, m = 2のときの EX-OR

は SIRMsモデルでは近似精度が低い. さらに, m = 10の場合など, 入力mの数が
大きいEX-OR問題は, 通常の簡略型ではパラメータ数が膨大となり学習による推
論規則の決定が困難となる. 一方, 線形入力型 SIRMsモデルではパラメータ数が
少ないため, 適用が容易である.

7.4.2 関数近似問題

簡略型, SIRMs, DIRMs, 線形入力型 SIRMsモデルの学習による, 関数近似能力
についての数値シミュレーションを行う.

入力が 4変数で入力空間が式 (7.44), (7.45)に対しては [0, 1]4, 式 (7.46), (7.47)に
対しては [−1, 1]4とする. 簡略型, SIRMs, 提案手法を用いて関数近似を行う.

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

37.21
× (4 sin(πx3) + 2 cos(πx4) + 6)

12
(7.44)

y =
(sin(2πx1)× cos(x2)× sin(πx3)× x4 + 1.0)

2.0
(7.45)
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表 7.4: 関数近似の結果

式 (7.44) 式 (7.45) 式 (7.46) 式 (7.47)

MSE(学習用データ) 0.01 0.07 0.08 0.07

簡略型 MSE(テスト用データ) 0.03 0.14 0.14 0.14

推論規則数 81 81 81 81

MSE(学習用データ) 1.60 10.69 1.40 3.34

SIRMs MSE(テスト用データ) 1.80 10.71 1.62 3.75

推論規則数 12 12 12 12

MSE(学習用データ) 0.02 2.29 0.01 0.01

DIRMs MSE(テスト用データ) 0.06 7.80 0.01 0.02

推論規則数 54 54 54 54

線形入力型 MSE(学習用データ) 0.05 1.23 0.01 0.05

SIRMs MSE(テスト用データ) 0.06 1.69 0.02 0.06

(M = 7) 推論規則数 21 21 21 21

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

74.42
+

(4 sin(πx3) + 2 cos(πx4) + 6)

446.52
(7.46)

y =
(2x1 + 4x2

2 + 0.1)2

74.42
+

(3e3x3 + 2e−4x4)−0.5 − 0.077

4.68
(7.47)

入力データは入力空間内でランダムに生成し, 学習用データ 512個, テスト用デー
タ 6400個を用いた. 実験の初期条件を表 7.3に示す.

結果は表 7.4のように得られた. ここで,各欄の上段は学習用データの平均二乗誤
差 (×10−3), 中段はテストデータの平均二乗誤差 (×10−3), 下段がルール数である.

線形入力型 SIRMsモデルの推論規則数は簡略型およびDIRMsモデルに比べて
少ないが, 学習用データおよびテスト用データの平均二乗誤差はともに SIRMsモ
デルやDIRMsモデルよりも良好で, 簡略型に近い結果となった.

7.4.3 モデル選択によるシステム評価

与えられた問題のデータを確率モデルから生成されたと考えて, 複数のモデル
(ここではファジィシステム)の中からある尺度に従ってモデルを選択する. AICや
BICは, 情報量基準と呼ばれるモデル選択を行う基準として知られている [61].

AIC(Akaike’s Information Criterion) や BIC(Bayesian Information Criterion)

は, モデルの複雑さとデータへの適合の高さのバランスを考慮するために用いられ
る. 評価値が低いモデルほどよいモデルとみなすことができる.

Lを最大尤度, nをデータ数, mをパラメータ数とすると, AIC, BIC の評価値は
それぞれ
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表 7.5: 初期条件
簡略型 SIRMs DIRMs 線形入力型 SIRMs

Kc 0.001 0.001 0.001 0.001

Kb 0.001 0.001 0.001 0.001

Kw 0.05 0.05 0.05 0.05

Kh

�
�
��

0.05 0.05 0.05

Ka

�
�
��

�
�
��

�
�
��

0.01

H 3 3 3 3

Tmax 50000 50000 50000 50000

cijの初期値 等間隔
bijの初期値 1

2(H−1)
×(入力値の範囲の大きさ)

wijの初期値 [-1,1]よりランダムに選択

hjの初期値
�
�
��

[-1,1]よりランダムに選択

aikの初期値
�

�
��

[-1,1]よりランダムに選択

AIC = −2lnL+ 2m (7.48)

BIC = −2lnL+m log(n) (7.49)

で与えられる. 確率モデルが同一の正規分布からのデータ生成とすると,

AIC = nln
(
σ2
)
+ 2m (7.50)

BIC = nln
(
σ2
)
+m log(n) (7.51)

ここで, σ2は分散, すなわち残差平方和である.

ここでは, 前述の 4次元の関数 (7.44), (7.45), (7.46), (7.47)に関する関数近似問
題に対し, AIC, BICを用いたモデルの能力の比較を行う. 学習用データは, εを平
均 0, 分散 0.0001の正規分布N(0, 0.0001)に従ってランダムに生成した実数値を付
加したものを学習データとして用いる. 実験の初期条件を表 7.5に示す. モデル選
択には, 簡略型, SIRMs, DIRMs, 提案手法を用いる. 各手法における AIC, BIC

の値が低くなるルール数 rを求め, そのモデルに対するテスト用データの平均二乗
誤差 (×10−4), AIC, BICの値の比較を行う.

図 7.5 に, 関数 (7.44)に対するルール数とAIC, テスト用データに対する平均二
乗誤差 (Mean Square Error : MSE)の関係の一例を示す. この図から, AICの低さ
とMSEの精度がほぼ一致していることが分かる. これらの結果から, ファジィ推
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表 7.6: 関数近似に対するファジィ推論法の各手法の結果

式 (7.44) 式 (7.45) 式 (7.46) 式 (7.47)

AIC -5730 -5771 -5447 -5501

簡略型 BIC -2176 -1906 -1851 -2135

パラメータ数 729 729 729 729

MSE(テスト用データ) 0.44 0.52 0.28 0.34

AIC -3494 -1668 -3721 -2790

SIRMs BIC -1471 -1294 -3524 -2475

パラメータ数 52 76 40 64

MSE(テスト用データ) 16.62 98.08 13.34 32.77

AIC -5919 -2463 -6059 -6072

DIRMs BIC -4558 -1102 -4698 -4711

パラメータ数 276 276 276 276

MSE(テスト用データ) 0.44 30.29 0.12 0.13

AIC -6168 -5578 -6147 -6147

線形入力型 BIC -5650 -4468 -5112 -5185

SIRMs パラメータ数 105 225 210 195

MSE(テスト用データ) 0.27 0.86 0.12 0.16

論システムのルール数 (パラメータ数)の決定にAICやBICを用いることが有効と
いえる. 表 7.6 にこの方法により得られた結果を示す. 表中の 4つの項目は, 上か
ら AIC, BIC, パラメータ数とテストデータに対する平均二乗誤差 (×10−4)であ
る. 提案手法は簡略型, SIRMsやDIRMsモデルに比べてAIC, BIC の値が低く,

良好なモデルとみなすことができる.

ここで, 従来のファジィ推論システムの場合, パラメータ数 (ルール数)を増やし
て近似精度を上げる方法としてはルール中の属性の数を増やす方法がある. 線形
入力型 SIRMsモデルの場合, パラメータ数を増やす方法としては, 変換後の入力要
素数を増やす方法とルール中の属性の数を増やす方法が考えられる. 線形入力型
SIRMsモデルに対する両者の結果を表 7.7 に示す. 結果として, 変換後の入力要素
数を増やす方がAIC, BIC, テスト用データの平均二乗誤差が小さくなり, 有効と
考えられる. それゆえ, 上述のシミュレーションでは, この方法を用いている.

7.4.4 パターン認識問題

UCIデータベース より, 表 7.8に示すデータを用いた数値シミュレーションを行
う [60]. ここでは, 5分割交差検証 (5-fold cross varidation)を用いる: 5分割交差検
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図 7.5: 線形入力型 SIRMsの関数 (7.44)に対するルール数とテスト用データの平
均二乗誤差 (上)およびAIC(下)の関係

表 7.7: 関数近似に対する提案手法の各モデルの結果
式 (7.44) 式 (7.45) 式 (7.46) 式 (7.47)

M 7 15 14 13

AIC -6168 -5578 -6147 -6147

(r = 3) BIC -5650 -4468 -5112 -5185

MSE(テスト用データ) 0.27 0.86 0.12 0.16

r 6 5 4 4

AIC -5893 -3186 -6122 -5061

(M = 4) BIC -5419 -2772 -5767 -4706

MSE(テスト用データ) 0.64 21.12 0.37 2.69
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表 7.8: パターン認識で用いるデータ
Iris Wine Sonar BCW

データ数 150 178 208 683

入力要素数 4 13 60 9

分類数 3 3 2 2

表 7.9: パターン認識における初期条件
簡略型 SIRMs DIRMs 線形入力型 SIRMs

Kc 0.001 0.001 0.001 0.001

Kb 0.001 0.001 0.001 0.001

Kw 0.05 0.05 0.05 0.05

Kh

�
�
��

0.05 0.05 0.05

Ka

�
�
��

�
�
��

�
�
��

0.01

H 3 3 3 3

Tmax 50000 50000 50000 50000

cijの初期値 等間隔
bijの初期値 1

2(H−1)
×(入力値の範囲の大きさ)

wijの初期値 [0,1]よりランダムに選択

hjの初期値
�
�
��

[0,1]よりランダムに選択

aikの初期値
�

�
��

[-1,1]よりランダムに選択

証においては, 全データが 5等分され, 5個のデータの部分集合に分けられる. 5個
のデータ集合について, そのうちの 1個をテスト用データとし, 残りの 4個の集合
のデータを用いてモデルの学習を行う. 同様の操作を, すべてのデータがテスト用
データとして用いられるまで (5回)行う. この操作 5回の平均をとり, モデルの評
価を行う.

表 7.9は実験の初期条件を示し, 表 7.10は各手法での分類結果を示す. 表 7.10中
の各値について, 上から順に学習用データの誤分類率, テスト用データの誤分類率,

モデルのパラメータ数を表す. なお, 実験結果は 10回試行の平均値である.

表 7.10中の斜線は, パラメータ数が非常に多く, 学習によるパラメータの値の決
定が困難であることを表す. 表 7.10より, 線形入力型 SIRMsモデルは SIRMsや
DIRMsモデルよりも近似精度が高く, また, 簡略型よりも少ないパラメータ数で同
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表 7.10: パターン認識の結果
Iris Wine Sonar BCW

0.004

�
�
��

�
�
��

�
�
��簡略型 0.055

(729)

0.021 0.022 0.024 0.055

SIRMs 0.052 0.102 0.301 0.063

(40) (130) (600) (90)

0.001 0.011

�
�
��

0.001

DIRMs 0.057 0.092 0.065

(276) (3588) (1656)

0.029 0.001 0.001 0.016

線形入力型 SIRMs 0.031 0.037 0.205 0.036

(45) (72) (213) (60)

等の近似精度が得られた.

7.4.5 障害物回避問題

ここでは, 制御問題への応用として, 障害物回避問題を扱う. 障害物回避問題に
線形入力型 SIRMsモデルを適用し, その有効性を示す.

障害物回避問題では, 図 7.6に示すような, 移動物体 (mobile object)と障害物
(obstacle)の距離 r1となす角 θ1および移動物体とゴール (designated place)の距離
r2となす角 θ2 をもとに, 障害物を回避しゴール地点に到達するような移動物体の
動かし方を求める. 移動物体は速度A = (Ax, Ay)で動いている. ここで, 速度A

の要素Axは一定であり, Aの要素Ayを変化させる. ここでは, r1, θ1, r2, θ2を入
力とするファジィ推論システムにより, 障害物を回避しゴール地点に到達するよう
なAyを求める. あらかじめ図 7.7に示すような障害物の軌跡が与えられており, 軌
跡上の各点における r1, θ1, r2, θ2およびAyを学習用データとして用いる. 学習用
データ点の数は 200個である. これらの学習用データを用いてファジィ推論システ
ムを構築する. 表 7.11に実験条件を示す. 各モデルの入力空間の分割数は 3とす
る. SIRMsモデルのパラメータ数は 40, 線形入力型 SIRMsモデルのパラメータ数
は 30である.

学習終了後, 構築されたファジィ推論システムを用いて以下のようなテストを
行う:

(1) Test 1 では, 学習用データと同じ位置に障害物とゴールが設置されている状態
で, 異なる地点からスタートしたいくつかの移動物体の軌跡を見る. (図 7.8). 図
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表 7.11: 障害物回避問題における実験条件
SIRMs 線形入力型 SIRMs

Kc 0.001 0.001

Kb 0.001 0.001

Kw 0.05 0.05

Kh 0.05 0.05

Ka

�
�
��

0.05

H 3 3

Tmax 50000 50000

cijの初期値 等間隔
bijの初期値 1

2(H−1)
×(入力値の範囲の大きさ)

wijの初期値 [0,1]内でランダムに選択
hjの初期値 [0,1]内でランダムに選択

aikの初期値
�

�
��

[-1,1]内でランダムに選択

7.8の横軸と縦軸は, 図 7.7の x-軸と y-軸に対応する. 図 7.8は, y-軸上のいくつか
の地点からスタートし, (1.0, 0.5)に設置されたゴールに向かう移動物体の軌跡を示
す. 学習終了後, 図 7.8に示す地点 (0.0, 0.1), (0.0, 0.2), · · ·, (0.0, 0.8), (0.0, 0.9)から
移動物体をスタートさせる. 図 7.8に示すように, SIRMsモデルを用いた場合には
スタート地点によっては移動物体はゴールに到達できないが, 線形入力型 SIRMs

モデルを用いた場合にはどの地点からスタートした場合でも移動物体は障害物を
回避しゴール地点に到達することもできる.

(2) Test 2では, 障害物の位置が学習用データと異なり, ゴールの位置も学習用デー
タと異なる. 障害物の位置は (0.4, 0.4)であり, ゴールの位置は (1.0, 0.6)である (図
7.9). 図 7.9に示すように, 線形入力型 SIRMsモデルを用いることで, 移動物体は
障害物を回避しゴールに到達することができる.

(3) Test 3では, 障害物が一定の速度で移動している場合について扱う. ここでは,

障害物が速度 (0.01, 0.02)で (0.3, 0.0)から (0.8, 1.0)に移動する (図 7.10). 図 7.10

に示すように, 線形入力型 SIRMsモデルを用いることで, 移動物体は障害物を回避
しゴールに到達することができる.

(4) Test 4では, 図 7.11に示すように障害物がランダムに移動する場合について扱
う. ここで, 障害物の移動速度の大きさ |B|は一定であり, 角度 θbがランダムに変
化する. ここで, 障害物のスタート地点は (0.5, 0.0)とする. 図 7.12に示すように,

線形入力型 SIRMsモデルを用いることで, 移動物体は障害物を回避しゴールに到
達することができる.
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図 7.6: 障害物回避問題における入力要素.

図 7.7: 障害物回避問題における学習用データ:(0.5, 0.5)に設置された障害物を回
避し, (1.0, 0.5)に設置されたゴールを目指す.
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(a) SIRMs model

x

y

(b) Proposed model

図 7.8: Test 1の結果:(0.5, 0.5)に設置された障害物を回避し, (1.0, 0.5)に設置さ
れたゴールを目指す.

x

y

図 7.9: Test 2の結果:(0.4, 0.4)に設置された障害物を回避し, (1.0, 0.6)に設置さ
れたゴールを目指す.
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図 7.10: Test 3の結果:一定速度で移動する障害物を回避し, (1.0, 0.6)に設置され
たゴールを目指す.
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図 7.11: 速度Bでランダムに動く障害物 (速度の大きさ |B|は一定, 角度 θbはラン
ダムに変化する.)

x

y

図 7.12: Test 4の結果:ランダムに移動する障害物を回避し, (1.0, 0.6)に設置され
たゴールを目指す.
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表 7.12: A fuzzy inference system for obstacle avoidance

z1 = 0.432 + 0.751x1 + 0.432x2 + 0.818x3 − 1.033x4

z2 = 0.190 + 0.357x1 + 0.439x2 + 0.706x3 + 0.051x4

h1 = 0.168

A11 = exp
(
− (z1+1.001)2

2·0.2482

)
→− 0.660

A12 = exp
(
− (z1+0.060)2

2·0.2012

)
→− 0.528

A13 = exp
(
− (z1−0.980)2

2·0.2572

)
→0.640

h2 = 0.179

A21 = exp
(
− (z2+1.008)2

2·0.2402

)
→0.208

A22 = exp
(
− (z2+0.064)2

2·0.2322

)
→0.901

A23 = exp
(
− (z2−0.992)2

2·0.1922

)
→− 0.627

以上のように, 障害物回避問題において線形入力型 SIRMsモデルは少ないパラ
メータ数でありながら, 各テストにおいて障害物の回避とゴールへの到達を実現し
ている.

ここで, 障害物回避問題において用いた線形入力型 SIRMsモデルの推論規則の
意味解釈について検討する. ここでは, 表 7.12のような障害物回避問題において,

学習により得られた推論規則を扱う.

システムの入力 r1, r2, θ1, θ2については”小さい”と”大きい”という 2種類の属
性, システムの出力Ayには移動物体の移動方向に関して”左に移動する”(Ay > 0)

と”右に移動する”(Ay < 0)という属性を与えるとする. このとき, 後に示す理論
を使って, 以下のような推論規則を得ることができる :

ファジィ集合Z1 : (r1 が”小さい”) or (θ1が”大きい”) or (r2が”大きい”) or (θ2
が”小さい”)

A11 : もしファジィ集合Z1のメンバーシップ関数の値が小さいならば, 移動物体を
右に移動する
A12 : もしファジィ集合Z1のメンバーシップ関数の値が中くらいならば, 移動物体
を右に移動する
A13 : もしファジィ集合Z1のメンバーシップ関数の値が大きいならば, 移動物体を
左に移動する
ファジィ集合 Z2 : (r1が”大きい”) or (θ1が”小さい”) or (r2が”小さい”) or (θ2
が”大きい”)

A21 : もしファジィ集合Z2のメンバーシップ関数の値が小さいならば,移動物体を
左に移動する
A22 : もしファジィ集合Z2のメンバーシップ関数の値が中くらいならば, 移動物体
を左に移動する
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A23 : もしファジィ集合Z2のメンバーシップ関数の値が大きいならば, 移動物体を
右に移動する
ここで, 以下に示す (I), (II)の場合における移動物体の振る舞いについて考えて
みる.

(I)移動物体が障害物に近づいているとき:

この場合, ”r1が小さい” と ”r2が大きい” が有効である.

(i)θ1が大きいならば, 移動物体はA13に従い左に移動する.

(ii)θ1が大きくないならば, 移動物体はA11またはA12に従い右に移動する.

Z2についても同様の言語的解釈を行うことができる.

(II)移動物体がゴールに近づいているとき:

この場合, ”r1が大きい” と ”r2が小さい” が有効である.

(i)θ2が大きいならば, 移動物体はA23に従い右に移動する.

(ii) If θ2が大きくないならば, 移動物体はA21またはA22に従い左に移動する.

Z1についても同様の言語的解釈を行うことができる.

これらの言語的解釈に従うと, 移動物体は障害物に近づくと障害物から離れる動
きをし, ゴールに近づくとゴールに向かって動く結果が得られる.

以下では, なぜこのような意味解釈が可能になるかについて, その導出方法と上
記の問題に適用した結果を示す.

式 (7.52)の線形変換について考える:

zk = dk0 +
m∑
j=1

dkjxj (7.52)

ここで, 0≤xj≤1かつ k∈Zlである.

d+kj =

{
dkj (dkj≥0)
0 (dkj < 0)

(7.53)

d−kj =

{
0 (dkj≥0)
−dkj (dkj < 0)

(7.54)

とおくと (j∈Zmかつ k∈Zl), 以下に示す式 7.55が得られる:

1∑m
j=1 d

+
kj +

∑m
j=1 d

−
kj

{zk +
m∑
j=1

d−kj − dk0}

=
1∑m

j=1 d
+
kj +

∑m
j=1 d

−
kj

{
m∑
j=1

d+kjxj +
m∑
j=1

d−kj(1− xj)} (7.55)

両辺の最小値は 0, 最大値は 1である.
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Z̃k(zk) =
1∑m

j=1 d
+
kj +

∑m
j=1 d

−
kj

{zk +
m∑
j=1

d−kj − dk0} (7.56)

Xjk(xj) =


d+kj∑m

j=1 d
+
kj+

∑m
j=1 d

−
kj

xj (dkj≥0)
d−kj∑m

j=1 d
+
kj+

∑m
j=1 d

−
kj

(1− xj) (dkj < 0)
(7.57)

(j∈Zmかつ k∈Zl) とすると,

Z̃k(zk) =
m∑
j=1

Xjk(xj) (7.58)

= min

(
m∑
j=1

Xjk(xj), 1

)
(7.59)

Z̃k, Xjkをそれぞれ Z̃k(zk), Xjk(xj)をメンバーシップ関数とするファジィ集合
とすると, 以下のような解釈を得ることができる.

Zk = X1k or X2k or · · · orXmk (7.60)

ここで, この結果を障害物回避問題に適用する.

式 7.59より, 以下に示す式が得られる.

Z̃1 = 0.248X11 + 0.142X21 + 0.269X31 + 0.340X41 (7.61)

Z̃2 = 0.230X12 + 0.283X22 + 0.454X32 + 0.033X42 (7.62)

同様にして, r1, θ1, r2 and θ2についても, 同様の式を得る.

結果として, Z1とZ2について以下のような解釈を与えることができる:

Z̃1= (r1が小さい) or (θ1が大きい) or (r2が大きい) or (θ2が小さい)

Z̃2= (r1が大きい) or (θ1が小さい) or (r2が小さい) or (θ2が大きい)
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さらに, Z̃1および Z̃2の属性の数が 3のとき, 以下のような推論規則を得る:

A11 : Z̃1が小さいならば右へ移動する
A12 : Z̃1が中くらいならば右へ移動する
A13 : Z̃1が大きいならば左へ移動する
A21 : Z̃2が小さいならば左へ移動する
A22 : Z̃2が中くらいならば左へ移動する
A23 : Z̃2が大きいならば右へ移動する

7.5 まとめ
本章では,入力要素の線形変換とSIRMsモデルを組み合わせた線形入力型SIRMs

モデルの提案を行った. 従来の推論規則数の少ない手法は近似精度が低いが, 線形
入力型 SIRMsモデルは任意の連続関数を任意精度で近似することができ, 高い近
似能力をもつことを理論的に示した. そして, 数値シミュレーションにおいて, 線
形入力型 SIRMsモデルと簡略型, SIRMsモデル, DIRMsモデルとの比較を行った.

その結果, 線形入力型 SIRMsモデルは他の手法に比べて少ないパラメータ数 (推論
規則数)で高い精度を実現することができた. AICやBICによるモデル選択におい
ても, 線形入力型 SIRMsモデルは他のモデルに比べて少ないパラメータ数で高い
精度を実現する効率的なモデルという結果であった. さらに, 障害物回避問題にお
ける推論規則の自然言語的な解釈を行い, 線形入力型 SIRMsモデルが自然言語に
よる解釈が容易な説明能力の高いモデルであることを示した.
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第8章 結論

8.1 まとめ
本論文では, はじめに, 従来研究において高い近似精度や説明能力をもつモデル
やその汎化モデルについて, 理論的な能力 (万能性), 学習システムとしての近似精
度や説明能力, また入力変数の増加に伴う近似能力の柔軟性について検討した. こ
れらの結果を踏まえて, 新しいモデルを提案し, 万能性, 学習モデルとしての近似
能力や説明能力, また入力変数の増加に伴う近似能力の高さについて, その有効性
を示した. 本論文の 1, 2 章は準備であり, 3 から 6 章ではファジィ推論システムの
従来モデルとその汎化モデルを提案し, その有効性を示した. さらに, 7 章では, こ
れらの結果を踏まえた新しいモデルとその学習法を提案し, 理論と数値シミュレー
ションにより有効性を示した. その詳細は, 以下の通りである.

第 1章では, ファジィ理論の歴史と工学的背景, およびファジィ推論システムに
おける最近の研究と本論文の内容と構成について述べている.

第 2 章は, ファジィ集合とその応用であるファジィ推論とその学習法について述
べている. はじめに, ファジィ推論システムの従来モデルとして知られる TS 型,

Mamdani 型と簡略型ファジィ推論システムを導入し, 学習による推論ルールの決
定方法について述べている. さらに, 各モデルについてこれまでに得られている結
果を与えている.

第 3章は, 高い説明能力をもつモデルとして知られているファジィ推論システム
とその汎化モデルについて説明している. 従来型の簡略型ファジィ推論システムは
学習後の推論ルールの言語的解釈が困難であるため, 得られたシステムの問題に対
する解の説明能力が低いことが知られている. 本章では, 高い説明能力と近似精度
を実現する属性型ファジィ推論モデルの提案を行い, このモデルの近似精度の高さ
や万能性に関する理論的な解析を行っている.

第 4章は, ベクトル量子化を用いたファジィ推論システムの近似能力について述
べている. 従来のファジィ推論システムの学習においては, 入力要素数が多い問題
に対して計算量が膨大となるという問題があることが知られている. ソフトコン
ピューティングの分野では, ベクトル量子化を用いた学習モデルは, 入力要素数が
多い問題に対してもパラメータ数を低く抑えることができることが知られている.

ファジィ推論の分野においても, ベクトル量子化を用いた従来モデルの学習法が提
案されているが, 学習後のモデルの近似精度が低いという問題点があった. 本章で
は,ニューラルガス (k-means)等のベクトル量子化を用いた新しいモデルとその学
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習法を提案し, 近似精度の高さや推論ルール数において有効となることを示して
いる.

第 5章は, メタヒューリスティクスを用いたハイブリッドなファジィ推論モデル
とその学習法について述べている. ファジィ推論の学習に用いられる最急降下法
の学習時間は短いが, 局所解に陥りやすく近似精度の高いモデルを得ることは難し
い. 一方, 階層型ニューラルネットワークの学習においてはメタヒューリスティッ
クスを組み合わせたモデルの学習を行うことで, 局所解に陥ることを避け近似精度
の高いモデルが得られることが知られている. 本章では, ファジィ推論システムに
EMやランダムサーチのようなメタヒューリスティクスを用いたハイブリッドモデ
ルと学習法を提案し, その有効性を示している.

第 6章は, 高い説明能力と近似精度をもつモデルとして提案された SNIRMs モ
デルの能力について考察している. 高い説明能力をもつモデルとして提案された
SIRMsモデルは単一入力型の推論ルールを用いるファジィ推論モデルの一つであ
り, 入力要素数が多い問題に対しても計算量が少ないという特徴を持つ. しかしな
がら, SIRMs モデルは複雑な問題に対しては解の精度は十分でないことが知られ
ており, SIRMs モデルをより一般化した少数入力ルール群型ファジィ推論モデル
である SNIRMsモデルが提案されている.本章では, SNIRMs モデルの説明能力や
近似精度について, 理論と数値シミュレーションにより明らかにしている.

第 7章は, 前章までの結果を踏まえて, 線形入力型 SIRMs モデルを提案し, その
能力について詳述している. SNIRMs モデルは, 高い説明能力と変数増加に対する
計算量を抑えることができるが, モデルの近似精度は十分とはいえない. 第 7章で
は, 第 1段階で入力変数の線形変換を行い, 第 2 段階で SIRMs モデルによる出力
導出を行う線形入力型 SIRMs ファジィ推論システムとその学習法を提案し, 理論
と数値シミュレーションにより, 従来モデルやその汎化モデルと比べて高い能力を
もつことを示している. また, 学習後に得られたファジィ推論ルールの意味解釈を
与える方法を提案し, 障害物回避問題に適用し, その有効性を示している.

8.2 今後の課題
本研究では, ファジィ推論システムの推論規則の学習による自動構築について,

推論システムの精度の高さ, 入力要素数の多い問題に対する推論規則数の増加の抑
制, 学習後の推論規則の言語的な説明能力という観点から, いくつかの有効なモデ
ルの提案を行った. 特に, 線形入力型 SIRMsモデルはこれらの性質をすべて満たす
有効なモデルである. 入力要素の線形変換はOR 演算として解釈が可能である. し
かしながら, ファジィ理論においては, AND, OR 演算にはいくつか種類が存在す
るため, 言語的な解釈が可能な入力要素の変換は線形変換以外にも存在する. その
ため, 入力要素の変換に線形変換以外の非線形な変換を用いるモデルについての検
討が必要である. また, 入力要素の変換後に SIRMsモデルを用いているが, SIRMs

モデルは SNIRMsモデルの中で最も精度の低いモデルである. そのため, DIRMs
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モデルなど, SIRMsモデルよりも精度の高い SNIRMsを用いるモデルについての
検討が必要である. さらに, 最急降下法に代わる, 学習が速くて近似精度の高い技
法の導入が望まれる.
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