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オーダーがpi, P2の二つのquantiles Zplと

Z,2の同時分布について(こ亘plくp2)

On the joint distribution of two quantiles Zpi and Zp2, 0f orders

pi and p2, where pi<p2.
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1. zplとZp2の同時密度函数

分布歯数F(x),密度歯数f(x)-F′(Ⅹ)の連続な型の一次元の分布から取つ牢n個のsampleを

考えるo E-′Cpj (i-l,2)はorderがpiである分布のquantiles　を示すものとする.即ち

F(C)-pxの板である.ここに　0<pi<l.

密度歯数f(Ⅹ)はx-Cpiの近傍で連続で,連続な導歯数f′(Ⅹ)を持っているものとする｡東にsample
I

のquantileをZpiで表すOもL nplが峯数でないならば, sampleの借を大きさの順に並べて,

Ⅹ1≦Ⅹ2≦　　　　≦Ⅹn

とすると, sampleの値xi*j十1に等しい只一つのquantile Zpiがある.ここにォi-〔npi〕は≦

npiであるような最大の整数を表す.もしnpiが峯数ならば不党の場合で　A>iは区間Onpi, X-､p汁1)

の任意の値をとる.こ七ではnpjが蕃数でないとする.

確率変数Z'-Zpiと2′′--Zp2の同時密度曲数をh(Ⅹ′, Ⅹつで表す｡一Z′が微小区間(Ⅹ′, Ⅹ′+dx′)

に落ち, Z′′が微小区間(Ⅹ〝, Ⅹ'与dx′′).に落ちる確率素分h(Ⅹ′, Ⅹ′′)dx′dx'′は, n個のsample

の借の中で;"-〔npl〕<xr, v-〔n-nP2〕>Ⅹ/'+dx〟で, n-Pry-2は区間(Ⅹ′+dx/, x")に･

残りの二つは夫々区間(Ⅹ/, Ⅹ/+dx'), (x〝, Ⅹ〝+dxI/)に落ちる確率に等しいから

(1.1) h(x′,Ⅹ〝)dx'dx"-TTTこ些
仙'仙　ノー叫u`~　　M! v! (n-M-v-2)¥

I- F(Ⅹ′弾(x')f(x")dxrdx,,

(F(x′))'F(, ,′トF(Ⅹ,>}"蝣叶2

2. mが非常に大きいと卓, Z′-zpiとZ〝-zp2の同時分布

Ei

(2.1) Y′-/

Y//= /

孟r f(cO(Z'-CO
I-

孟㌻ f (E'')(Z〝-C")

ここにE′-r,vi>　〝-Cp2>　Qi==1-pn q3-1-paとおけば,

d(Z',Z") __ vpxqxp請㌻
∂(y′,y")~　　　n　~~ i(E′)fCォ"J

t
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であるから, Y'とY′/の同時密度歯数q(y,y〝)牲

(2.2) q(y′,y′′)=h(x′, Ⅹ′′) ∠

Piqip2 q包

n f(∈′)f(∈′′)

n!　　　　　/ plp望ql q魯
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sr

n十∞のときのAlの値を求める為に対●数をとれば

log Ax - logn! +壱Iog (Pip包qlq望) + julogpj十(n - u-v -2)log(p3-pO + vlogqa
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+(n-M-v-2)一畳Iog(2汀)+り〝′ -logn

ここにnウ∞のときりu,りny症〟は夫々0.に収束するo

p- 〔npl〕-np!+el9　v-〔nq2〕-nq2+e2とおけば

= (n+身)logn-n -log(2tt)+|10畠CpiP2qiq2) + (npi + ｣x)logpi + (nqi -nq9

-2-el-e2)log(P3-Pi)
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(nq2+e丑)

+(nqB+ e2)-(ruh-nq3-普-st -e望)log(nq!-nqa-2-ei -ea)

+(nqi-nq2-2-el-　　logn+りn+りn'+紀′+症′′

= (n +舌)logn -log(2tt) +基Iog(pip3Q!q2) + (npx + 6!)logp.

+　　-nq2-2- el - eサ)log(p2-Pi) + (nq五十e丑)logq2

(np!+｣i+舌) (logn+logpj+忠+o(忘> +e,
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琳
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(2.3)∴ Aユ亮無(n→由)

次にA, - (響)pI塑崇㌘ユn-jia-v一軍i
の両辺の対数をとれば

log AB= ^log旦坦- +(n-m-v-2)log
pl

然るに　　　　　　　　　　　　.

F (t')
I-　　　　　　　　　　　　　　　　.　　~　　~

pl

蝣F(tォ)

qB

F(t′′) -F(t′)

p五一pl

二/｢前
2TCT/ p2-P!

+ ylog
1-F(t")

q包

棄て岩)一

打-l+y

*V>)′/畜+iy'2甘了拾.o(÷)

●

F(t′′)-Fft′) _-, , y′′/i后百一y′√訂訂.　1
1+　　　fa三ぎ　ーJ r　　と+

P2-Pl　　ー⊥ -　　/訂(p2-Pt)　　　2n(p2-pi)

-'2rapxQi盲詳討+o(÷)

土誓-l-y"/恵一iy′′誉了詳嵩+o(÷)

であるから､

log誓-16g{l+′借十をy'豊子拾･o(÷)チ

-/npi ′十を(普

log (
F(t′′) -F(t′)

rmT

f′(∈′)

{f(C′)‡包 一意y*¥+
/訂訂)--7諾,-I-

f′ ((')       piQi

前行rr'2 -前す,y'五十2y'y′′

n(p2-pi)2
y〝2) +-･-･--･

log (ユ莞虻) - ｢億y′′一舌(誉

･ log A2-(npi+�"蝣>{/霊y-'+巷(%

i/pa qa

/訂(p旦-Pi)

丁二二二二二丁つ　て∵ ｢ :二~=rー｢= L　　　　　=二_.

n(pa-pl)盟

f′ ((′′)
■　_　　　　　　　　　　　　　　_　　　　　　-_　　　　_-

{f(C′′)12

f′(;I)

tf(∈′)i2

f′(ぐ′)

tf(∈′�")?

y〝十を仁

p丑q9

n(p3-Pl)

Piqi
~ ~　　　~　　　　　　　　　　　　　　　　　　　こ　　　　　　　　　▼ー~

n(p2-Pi)

謹給y'2 -

･意)y′佃+.*�"-

n｡i/npi丑+∴I

･(tKh-nq∴2-｣i一項-j/piQi-

vn(pa-pi)′上着藍覧yy′′

f′(∈′)

･巷(一豊訂持て行事y'S一浩y'2+2y'y′-

m.

PiQi P旦q2

n(p2- qi)2

･諾訂て詳鼓r"2-諾y′′中-　-.-..

･(nqa+eao {イ吾y〝一巷(意請籍+忠)y′′+ -･･･-･-･‡



未　･下　　ゝ　卓　　　馬　　　〔研究紀事　欝4番〕　　　63

y'壷: (np2+60倍+(nqi-nq2-占-61-e2)仁7訂義一=訂)
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(2.5)　　十1　(n十∞)
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歌にZ′･ Z〟の同時分布株asymptotically normalであるq　そして, limiting normal

痩



64　　オ｢ダーがpかP丑.の二つのquantiles ZpiとZp丑の同､時分布について(こゝにPl<p丑)

distributionの平均は∈'とこ〟で,この平均の周りのsecond order moments ｣*2(Z′),Jォn(Z',

Pi qi      Pi q望p望q望

Z〝), ft (Zり)のasymptotic expressionsは夫々嘉辞す, nf(C′)f(C′′)言再打である

轟がわかる｡
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