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rermatの　問題に関　し　て

苦　　吟　　忠　　道

On the Fermat貞Problem

Tadamichi Wakamatsu

1pを素数とする｡添pについての整数の剰余額より,Pにcongrnentな物を除いた

p-1個の額は,乗法に関して巡回群を作る｡それを

L:/-!,h,h,�"/-:
p-2

とする｡この中のIiの各数をp乗すると,添pgについて同一の剰余額に属するOその額をsiと

する｡

S:S0-1,si,S2,--Sp-2

はしと同型な群を作る事が分る｡

全文を通じて>usiは夫々p,pzに関する最小正剰余を以て表はし,同時にそれ等の文字はその

数字をも示すとする｡叉/i,Sj或はこれに瑛する文字の脚符がp-1以上になる時は,脚符の数値

は常に法p-1についての最小正剰余で置き換えるop弓は0とするoq-ぜニ主とすると

'2

*l+/l十:-P>Si+S汁q-p2⑤

2Sの三元素間に

S｡+sa+Sb-pl⑧

なる関係があると仮定する｡この三項の代りに,それ等に同一の元素sjを乗じて得られるSの元

素を用いると

sj+S叶j+S什j-k′j P2

k′jは1文は2となる｡

③の右辺は三項式であるが,これを, Sの各

元の-次式で,その三項以外の項の｢係数が0な

るものと見徹し,且項をso, si, S2,*---　Sp-2

の順に揃えて, jにつき0より　p-2迄取った

p-1個の一次等式を考え,その左辺の作る行列

式をDとする｡

例　p-13の場合

L:1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, ll, 9, 5, 10,7

S: 1, 80, 147, 99, 146, 19, 168, 89,22,

70, 23, 150

so十S4十88 -1十146十22-169=p2

D=

@
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空所の文字は　0　である｡

③　が成立てば

叶J+/h十-kjp　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　④

も成立つ｡ ③より出発して上に考察したのと全く同様に, ④より出発してLの元素のp-1個の

一次等式が得られる｡その左辺の係数の搾る行列式はやはりDで, k卜は1叉は2であるか必ずし

もk'jに等しくない｡

Dの第i+1列の各第j+1行元素にkJを代入して出来る行列式と, Dの第一列の各j+1行

元素にk叶jを代入して出来る行列式は,偶数回の行,列の互換で互に他に移るから,相等しい｡

これをDiで表わす｡そのkをk'にかえたものをD′iと書く事にする｡

ここで,以下第6節迄る捗る帰謬港の仮設として

D≠0

とおけば

ォーg-*　--&"

更に叉

ri-2fc,-3,　T't -2k'-3

⑤

⑥

とおきかえて, Dj, D',の第一一列元素kj, k'Jの代りに夫々　　*'jをおきかえた行列式を宙i, D¥

と書けば, ⑤より少し計算して
1      1

2/,-p--gLp, 2si-p2--告p2･　　　　　　　　　⑦

冨･第j分値がT汁jなる2q次元vectorをvi,そのT汁,の代りにT/汁｣を用いたものを

V.とおこう｡

Vo, Vi,　　Vp-2はすべて一次独立ではない｡先づ①により次の関係を得る.

Ⅴ汁q= -Vj　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　⑧

Vo, Vi, -.V卜1は互に一次独立で　vrを入れると,そのr+1個は一次従属となる様な番号rが

あるO ⑧よ､りr<q,第3, 4, 5節はr-q-1を証明する事を目標とする.

rの条件より一意的に

C<jVo+CiVi +　　+Crvt- 0

その各分値を考えると

coTi+Cirm+　　crrj+r- 0 9

(j-O,i,--･, p-2)

一般に0内妻p-2の脚符をもつp-1個の数ziがある時, p-2次の整式　　　のⅩiに才汁J

を代入した式をf(zj)と書き, jの如何にかiわらずf､(zj)〒0が成立する事をf(z)-O　と書く

事にして　　を次式で示す.

¢(丁)-0 (10)
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f(x)が¢(Ⅹ)の倍式なる時はf(丁)-O.

(証)f(x)-¢(x)-h(x),h(x)-bo+b,x+--xu

とすれば,jの如何にか1わらず

f(rj)-〔boや(x)+bxx-甲OO+-umx.¢(Ⅹ)コⅩi→T汁.I

-boKrj)+t>iP(T,十.)++bn¢(●T汁i)-0.

となるから

逆にf(り-0ならば,f(x)は¢(Ⅹ)の倍式である｡

(証)f(x)-¢(x).h(x)+R(x)(R(x)はrより低次)

とおけば,上述よりCKx)-h(x)コⅩ,･十T汁.-0,f(T)-0(仮設)よりc0-0.然る時はvo･

vi,---Vr-iが一次従属となり,矛盾,故にR(x)-0でなければならぬ｡証終

)-xォ+lとおけばF(丁)-0

(班)③と④よりkj+kj十1-3,故に⑥よりTjニーTj十qとなるから,証終

以上の事から¢(Ⅹ)はx^+1の約式である｡

¢(x)〟(x)-x<サ+1

4.1の原始d東根のすべてを零点とし,且つその外に零点をもたぬ整式を¢蝣00と書けば,

ォd(x)は有理数体において既約で,両もその係数はすべて盤数となる｡叉^00以外は係数が対

称的である｡即ちOd(x)をn次とすればⅩkとⅩⅠトkの係数は相等しい｡叉任意の盤数hに対し

Ⅹh-l-/[hOd(x).
dIh⑪

¢(Ⅹ)は前節の最後によりh-2qとおいた場合のx*>-l-(x*+lXx'l-1)の右辺第･一因数の中に

含まれる¢100の積となるわけである｡

qが含む最大の2の幕因数を2mとする時,x<*+lの因数たるOa(x)はⅩ2mの盤式である｡

(証)⑪によれば,dがqの約数であれば¢i(x)はⅩq-1の因数となるので,dが2qの約

数で且qの約数でない時,即ち21叶1の倍数なる時,且その時のみxォ+lの因数となる｡而も

0*00-*,-(xォーl)^wにおけるMobiusの函数Kd/e)が0にならない為にはeが2mの

倍数でなければならない｡証終

xォ+lの因数たる¢i(x)の中で,¢2m十i(x)のみ二項式で,他はすべて係数の和が1となる｡

(証)xォn-yとおくと¢i(x)-¢d′(y)(d′-音巨のOa'(y)について考えればよい.

d′-2-oi'02--�"Oni(Oi-詛0mは奇素数).′(y)はそれ等を算出する過程からすぐ分る様に

I-y-i+y-i+ytoi

の形の式(即ちその係数の和は1)の若干個の乗除によって得られる｡y-1として考えると∴積の

係数の和は,各因数の係数の和の積に等しい｡従って除法を行った結果も同様になる｡故に

Ot1-1叶(x)-x2m+l以外のx^+1の因数の係数の和は1に等しい｡

故に若し¢(Ⅹ)が¢2m十1(x)を因数に持たなければ,⑨におけるTl¥ま土1であり,奇数個の1

文一1の和が0になる事はないので,⑲に矛盾する.従って
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乎(Ⅹ)の係数の和は2である｡ Kl)-2 ⑱

5･ γ<q寸即ちォ(x)-器が定数1でないとすると, jm(x)に因数Oh(x)が存在する｡

Lj(x) -/j+/i+1x+　　+/j-1x2i-1

に¢(Ⅹ)を乗ずる時, ¢(Ⅹ)の係数の対称性から, Ⅹiの項の係数は¢(J卜什i).但しⅩ2q以上の高

次の項はx2<サ-1を用いて2qよりも低次の項に直す｡この事は普通の整式で書けば

2q-1

L,(x).¢(x)- ∑ ¢(lトY+i)x'+(x2<>-D-H(x)
BH

ここにH(x)は或る整係数の整式

所が⑦, ㊨, ⑱を用いると

¢(ち)-p

故に⑱の右辺はⅩ-1以外のx2q-lの因数を,すべて因数として含む｡

∴　L/x) ¢(x)-¢血(x)�"Q(x)　　(Q(x)は整式)

¢(Ⅹ)は¢血(Ⅹ)を含まないから

Lj(x)-Oh(x) - R(x)　　(R(x)は或る整式)-

然るに①を用いて

L,(x)-/,+/J十1X+---lj十|X"+/]十q十IXォ+1+-- +l卜iX2^~1

-a-xォoaj+　　+/J+Q-o+p-xォ>(i+x+　　+x<サーo

-(l+x+-･-+x<*-1){Mi(l-x)+p. x<*ト--

⑱

㊨

㊨

Oh(x)-Oの根pはx*+lの根であって, xq-1従って⑯の右辺第一因数の根とはならない｡叉

pq-士1でpは複素数であるから

Mj(l-p)アp^= O

の血(Ⅹ)は既約だから,上の事からLj(x)の約数とはならない｡これと⑭は矛盾する｡

従って　γ-q-1,即ち¢(x)-xi+1でなければならない｡

6.前節の結論: ¢(x)-x^+1はq個のvector vo, vi, -Vq-1が一次独立である事を示

す｡.これにvo′を合せると,このq+1個のvectorは一次的に独立ではあり得ない｡何となれ

ば,是等のvectorに2 q次元であるが,第i分値と第i+q分値は必ず反数になっていなければ

ならないから,実質的にはq次元であるからである｡故に一意的に

vu′-mnvo+mlVl十--+mq-ivq_i

Dの第1列にvt, vi′の分値を代入したものが夫1育i,百i′となっている｡

∴　Du′-moDo+miDi+---+mq-il)q-1 ㊨

然るにDの含む最大のp巾因数をPk(k≧2)とる時左, siはpと互に素であるから, ⑦から

Diは丁度phl, bi′は丁度p-く-2なるp巾因数をもつ｡ ⑯は之に反する事を示す｡

この矛盾はD≠0とした所から来る｡

∴　D=0



若　　　紘　　　忠　　　通　　　〔研究紀要　葬6番〕　　　115

7.次にD-0となる為の条件を求める｡ Dの第i+1行vectorをuiで表わす　D-0なる

事より, uo, ui, -･u入_1ほ一次独立で, uo, Ui,　詛u入-1, U人は一次従属なる様な番号Jォ2q)

がある｡

¢(uo)-douo+diUi+--+cUu入- 0　- ㊥

をその従属関係を示す一次式とすると

¢(x)-do+dtx+--d入Ⅹ人

は第3節の所論と同様にし七x2q-1の約式となる｡

g(x)- l +xa+xb

とおくと,等式(-0) ⑲の分値を考える事により,第5節の初めの方と同様にして

g(x) ¢(x)-(x2<サーl). k(x)

故にg(x)はx2c"-1/¢(x) (ス<2qより1次以上)で割り切れる｡即ち或る1の2q東根りによ

って

1+V+りb- 0

この様になるのはWを1の複素三乗根としてり'-o),りb-o)2なる場合の外ない｡故に2qは3の

倍数でb-2a

g(x)の代りにgt(x)= l+xb-a+x2i-Rをとっても同様の論が成立ち, 2q-a-2(b-a)

∴　a=

故に巡回群のSの三元so, sa, sbが部分群を作る事がD-0　なる為の条件である｡

8. mをp　と互に素な峯数とする時q(m)-
m*-1-!

をFermatの商と呼ぶ｡ 1909年ヴィ

ツフェl)フヒの証した下の定理がある｡

定理　xP+yP-zP(x, 7, z, pは互に素, P>2)--

が整数解を有する為には

q(2)=O(mod p)--

なる事が必要である｡　　　　　　　　　　)

後ミリマノフは

q(3)-0　(mod p>

の必要な事をも証明している｡

⑩, ⑳は吾人の記法を以てすれば

或るa, bに卸しIa-6なる時s.-2, /,十,-3なる時sq十b-3

なる等を示す｡然る時(訂により

so+sa+Sb-p2

即ち③が成立する｡故に前節の結論により

so-l, sa-2, sb-p2-3

㊨

⑩

㊨
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ほ法p2に関して乗群を作る｡

∴　2(p2-3)…　　(mod p2)

i. e　　…0　(mod p2)

その様なpは存在しない｡

故に⑯の解は存在しない｡或はFermatの問題Xp+yp-zp (pは素数)の整数解は　x, y, z

の何れかがpの倍数なるものの外にはない｡


