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外積方程式系のCompleteの条件( ≠ )

-柳宣男

第1幸2)こおいて､外債方程式系の1)

completeの条件について考察し､k-completeの概念

を得､k-2,r-2の場合の判定条件を得た｡本報ではr-2の場合を考察し､つぎの定理を証

明する｡第1報における記号､定義等はそのまま用いる｡

定理.Ⅴの2次元部分空間がlL2型であるための必要十分条件はつぎの)fii),iii)が成立

することである｡

i)すべての添数に対して△-0

ii)添数(iojo)のなかに等しいものの対が(p+1)個以上ある場合〔注1〕､任意の添数

<wに対しての(ioJo)(iiji)-0

iii)等しいものの対がp個ある或る添数(ij)に対してのCiJXiJ)く0

定理の条件が必要であることは容易に判る.即ち与えられた社2型の部分空間がつぎの性質を満

たすとする:同じものの対が(p+1)個以上ある添数(ij)に対してTT12
HciJ)はすべて零､同じも

のの対がp個ある或る添数(ij)に対してH&)は零でない.このとき定理の条件が満たされるこ

とは明らかだから以下十分であることを証明する｡

PIUcker座標　に関す　る　性質

4)

定理の証明に必要なPliicker座樺に関する性質について考察する　J.A.Schoutenに従い､和

に関してつぎの簡約記号を用いる｡

A

命題1.

(1　H

-･〔jl･-jk〕-･

αβ

旧　　　　　u-i

-　Z (-1)　A
1-1

. .　∧ .

●‥JH1 …Jl‥�"Jk-

SV3

i1-ik〔31,Jo-jk〕≡H　-jk〔il,i2-ik〕

k-2の場合更に

(2)H..
1Jβh,1…-Had

-ijl,h



L2 外積方程式系のCompleteの条件( Ⅷ )

が成立する｡

証明.Hだ.α-2Hだ.の場合直接計算して容易に確かめ得るO一般の場合ベクトル蝣a(X"+Xp)

の成分に対するPliicker座標の条件式aH-H+H�"a&+Hfに上述の結果を適用すればよい.

補題1.Ⅴの2次元部分空間がつぎわ条件を満たすとする.

i)すべての添数に対して△-0

ii)Aキ0,X2oJlk-1≒O

iii)添数(ij)のなかに等しいものがあればH(iJ)--

このとき

(3)H12
jA

l'1k>XoJl_-(-1)lH]2

1Xok-1(1-1,k-1)
(4)H12A

oJlk-1-(-s+112
1)Hik'J1--k-1(8-1,k)

が成立する｡〔注2〕

証明.慨定i)のもとで任意の添数に対して

(5)Hl?10-ik'11�"-蝣k-2〔ixi

3031-]･k〕H123k,^-lk_2〔X〕-0

が成立する｡〔注5〕

H12XのかわりにHa,Xaを代入すれば(5)式はXaに関する恒等式となる(第1報(6)式)o

この恒等式のⅩαのところに(Xl+x2)及び(Xl-x2)を代入し､第1報(5)式を用いて釘

●●●●●●●●●●●●●●●

算すればよい｡

この(5)式及び候定iii)より

H12
jllXl

蝣-Jk-1{Qi1-蝣Jk+H}2

1piAx,1

ikJ1-Jj-Jk.-.jjl.,-0

慨定日)を用いて(3)式を得る｡同様に

H;'

12oJlk-1'11A

�"iX2'kloJ-1LL

+(-1)1-S-1H12;iio21蝣-A

k-1'111oJ1-1-0

恨定ii)より

c-irh1210jl'-J'k-A

vH-H(一定)

なることが判るから､命題1の(1)式及び(3)式を用いて√

＼
-kH-k可㌔-ik'j1-jk_1

I_.1
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を得､ (4)式を得る｡

Plucker　座標の判定条件としてつぎの性質はよく知られている.
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命題2･添数に対して歪対称なすべては零でないN- nCk個の実数の組Xir'ik;･がPlucker

座標なるための必要十分条件は､或るⅩj1 -･尭≒0なる添数の組(i, -jk)に対して

ci, k-1X A　-0　　0-1,-,k)

が成立することであるOここに(iq Vはすべての添薮を動くものとするO 】''

定　理　の　証　明　lJ　､

補題2･Ⅴの2次元部分空間において､添数(ij)に対してH(i'j)-H宅ij)-H(ij)-0なるた

≡;'Ri警芸I.#は､任意の添数(iljl)に対して(ij)(i.J

IJl)-0

証明.第1報定理1の証明と同様｡

定理の恨定iii)を満たす添数を

(ij)-(iolh*1tp,jl-Jh-1*1-tゎ(h+p-k)

とするoA,〟を任意の実数とするときベクトル(AXl+vx2)の成分がP糎ker座橡なるため

●●● 1
の条件は､任意の添数に対して

H-AH'〟H12+M*H2-0

特にH(u)--を考えると､この方程式の判別式DはD-弓o(ij)(ij)で定理の候定iii)より正､

したがって異なる2組の実根を持っ｡この方向をgeneratorに取り､このgeneratorを改めて

(xl.),(x2..)とすると

H(ij)-0,H号ij)-0,H亨j)キ0

である｡ここで‥.

x¥1-ihtl-キ0,2
xiGJIJh-iHキ0

と恨定して一般性を失なわない｡･･

本節ではp-0の場合､次節でp≧1の場合を考察し､このgeneratorの成分がPliicker座標で

くヽ J･■○
あることを示す.以下定理の仮定は常に満たされているものとする｡d

補題3.､･

(6)Hr'floJl"A

�"jr-jh-1-0
(1-1, -, h-1)
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(7) H,U ^I-Jh-1
●　　　　　　●　　　　　　　　　　　●　　　　　　　　　　　　　　　　　●

外積方程式系のCompleteの条件( Ⅰ)

(s-1, -, h)

である｡〔注4〕

証明.補題2を用いて補題1と同様に証明される｡

系.γを任意の添数とするときs1.�"�"�",nに対して

(8)H^03!''h-1A

�"i,†myニ-0
(S≒m)

(9)H:-†s†m-ihy-0｡S≒-)

H'1*1†s†my二^0(s≒-)(1-1,-,h-1)

が成立する｡

証明.h-2のとき第1報定理2の証明1)より｡h≧5のとき(9),(10)式は補題2より明らかである｡

(8)式は第1報(5),(6)式､補超5の(7)式､補題2より導かれるつぎの関係式からいえる｡

H*s*oji'-Jh-1'*1'†s†m-X1-0

さて､リ-･Eを任意の添数とするとき(8),(9),(10)式及び第1報(5),(6)式より

1
Hリe,i3-'*h〔X�"
1*oJ1-"3h-1〕-0

Hy-f,i〔XxoJi"-Jh-1〕-0

Hy--三-ih〔X〕-0

A

Hy　蝣e,i　　〔　X　　　〕-0

今これらをHy e.ia-V(r-i

数の行列として

Ⅹ1=

0-1, -, h-1)

●               ●

JVに関する連立方程式と考えると係

xi｡31�"-H-i0-Xr
JIJ1--�"蝣1h-1トD'X｡1!JユA
...j.-Jh~l

OxJ｡JIJh-1斗21-�"Jh-1^x^o^h-'h-Jh-1

-Xf｡Ui‥X;Ol!^-HiX-hi

O

●

Xl･ヱォ�"�"　言I,

1
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を得る｡〔注5〕

同様に(X*)について係数の行列Ⅹ2を得る.A,βを任意の実数とするとき〔注6⊃

●●●

=:1+ォx2|--A22AX'1-^h+mXzh-2

×H1211oJlh-1215-iHiOJl'-Jh-1'M{5'-{h

x≒o及び補超1より適当なA,-対してこの値は零でないo即ち連立方程式の係数の行

列の階数はh+2､したがってHye.hはすべて零であるO

を冒芸(yl

¥t{x'V声A

plucker

V's嘉霊命題2のXとしてXl

補題1の(4'式及び補超5の(7'式より､x2.

10Jl蝣-Jh-1の添数を-けかえてA-ihと考

えれば､同様にして{X<がPlucker座標であることが判るo

定　理　の　証　明　]J-

p≧1のとき､前節と同様にして任意の添数リ･-Eに対して

Hy-Lil-言＼ihtlニー0(s-1,h)

が成立する｡以下p-1の場合を考察するp>1の場合も同様に証明される｡

補題4.

Hio3.-J'h-I*'-ih-0(S-1,h)｢二注7〕

証明.第1報(5),(6)式に命題1の(2)式,(ll)式を適用して

Hls!oJl"**Jh-1t'*1A

�"i-〔XlOJlh-1〕--0

HOJl-jh-1tでS･-ih〔Xl-ih〕t-0

HoJl"_1*'*1-でs-ih〔Xl

>1*1-^h〕t

今これらを

H ｡Jl-h-1　-↑S･-ihr
に関する連立方程式と考えると係数の行列として

(1-1, -, h-D

(丁-1



Yl=

外積方程式系のCompleteの条件(打)

x;
'oJl--Jh-lt-Xrh-'->h-ii-C-DXioi,3,...,A.｡-Jh-1

(-1)X;-｡l^S-It,tx-j,-iht

′_0

二i■ ●

∧(-1)X;
Jl'l-�"fs--viht Ⅹ王エ　-描

を得る｡し〔注5〕

同様に(Ⅹ写..)について係数の行列Y2を得るo A, 〟を任意の実数とするとき

AYl+^Y2 -(-1)s-1AP(AXl ht Xl t)h-1

X
1一　●Hl

1 -iht

×H12
*s{QJ'1'蝣"jh-1t*{1＼S-iht

≒0及び補超1より適当なA,勘こ対してこの値は零でない.即ち､連立方程式の係数の

行列の階数は h+1､したがってHoJl-h-1A

�"i-ihTはすべて零であるo

系. Vを任意の添数とするとき8-1.　　に対して

伯H ∩ -jh-1*　?s-*hリ-0

H,lGM t,　A 〟-0

Hl*1 iht　†　-0

が成立する｡

(1-1, -, h-1)

証明. (1*, (15)式は命題1の(2)式及び(ll)式より明らかである｡ 03)式は第1報(5), (6)式､命題1の(2)

式､ (帆(12)式より導かれるつぎの関係式からいえる｡

H Oj1-j'h-1t>il A vAi ih*-0

さて､リ-･Eを任意の添数とするとき第1報(5), (6)式､補超4の系､ (ll)式より

Hy-S,i†s-*h〔X*｡jl"-J"h-1〕t

He,iA

�"i-〔X〕t-0

H｣,†s-*h〔X-ih〕t-0
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なる関係式が得られ､補超4の証明と同様にして

H-?,i-0ん

を得る｡

(ll),(16)5｣より命超2におけるX-jkとしてXil-iht≒0)を取ればX

がPliicker座標なることが判るo

前節の終りに注意したことにより同様にして･くK-i>がPliicker座標なることを知るO

(1966年10月15日受理)

注

1.<¥)jO}はiii)の添数の等しいものの対をすべて含む場合に限定してよいo(定理の十分条件

の証明で､ii)の仮定はこの場合しか使っていない)

2.k-2の場合は命題1の(2)式より明らか｡

3.XはXl又はx^を表わす.以下同様0

4.HはHl又はwを表わすo以下同様0

5.Xlと書くべきところをXと書いた.

占･=Xl+MX2はつぎに示すXlの討配同様に計算される0第1行にxlを

乗じ､第5行以下に適当な数を乗じて第1行から引き､第1行の第5成分以下を消去する｡第2

行について同様の操作を行なうと､補超2より

xll--(Xj,
ll'h-Hl'OJl-h-121l

xH121oJl'h-11'3-ih

7.h-2の場合は命題1の(2)式及び(ll)式より明らか.
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Summary

Conditions of a Complete System

of Exterior Equations (二Il )

N obuo Hitotsuyanagi

The Faculty of Education, Kagoshima University

2)

The present paper is a sequel to the previous one, in which the author attempt-

1)

ed to find the conditions that a system of exterior equations be complete.

Regarding the Plucker coordinates of a k-dimensional subspace in ^-dimensional

real vector space as the components of a vector in iV-dimensional real vector space

V (,N- n Ck), we obtain the subset Gof Vwhich corresponds to the system of all
2)

&-dimensional subspaces. As we have seen in the previous paper, by linealizing the

system of exterior equations, our problem is reduced to the following* : Which r -di-

mensional subspaces Sin Vare generated by a subset of G?

The present paper deals with the case where r- 2,and by means of the Pliicker

coordinates of S in V our problem is solved in this special case (Theorem)


