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自動抽出関数モデルと PSOによる
連続時間Hammersteinシステムの同定

八野 知博*　岡江 祥男**　高田　等*

Identification of Continuous-time Hammerstein Systems
Using Automatic Choosing Function Model and PSO

Tomohiro HACHINO*, Yoshio OKAE** and Hitoshi TAKATA*

In this paper an identification method of continuous-time Hammerstein systems is proposed by using
automatic choosing function (ACF) model and particle swarm optimization (PSO). An unknown
nonlinear static part to be estimated is approximately represented by the ACF model. The weighting
parameters of the ACF and the system parameters of the linear dynamic part are estimated by the
least-squares method, while the adjusting parameters of the ACF model structure are determined by
PSO. Simulation results are shown to illustrate the proposed method.
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1. はじめに

多くの実システムは飽和や不感帯などの非線形性を

有している。一般に、このようなシステムの解析や制

御などを行うためには、対象システムの精度良いモデ

ルが必要となる。Hammersteinモデルは広範な非線形
システムを表現できるモデルとして知られており、非

線形システム同定にしばしば用いられる。本モデルは

非線形静的部と線形動的部が直列に接続されたブロッ

ク指向モデルの一つである 1)。Hammersteinモデルに
基づくシステム同定問題に対し、主に離散時間システ

ムを対象として、相関法による手法 2) やニューラル

ネットワークモデルによる手法 3)などが提案されてき

た。しかし、現実のシステムはそのほとんどが連続時
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間であることを考慮すると、連続時間モデルに基づく

システム同定法の開発も重要な課題である。そこで、

本報告では自動抽出関数（Automatic Choosing Func-
tion; ACF）モデル 4),5)と Particle Swarm Optimiza-
tion (PSO)6) を用いた連続時間 Hammersteinシステ
ムの同定について検討する。本同定法では、入力デー

タ領域をいくつかの小領域に分割し、各小領域ごとの

局所線形モデルをACFで結合することにより、非線形
部を表現する。線形動的部のシステムパラメータ及び

ACFの重みパラメータを最小二乗法により推定する。
その際、ACFモデル構造に関する調整パラメータ、す
なわちACFの分割数、分割点及び形状を最適に選ぶこ
とが望ましい。この非線形最適化問題に対し、本報告

では粒子群最適化手法の一つであるPSOを適用する。
PSOは鳥や魚の群れの行動を工学モデル化した最適化
手法の一つであり、そのアルゴリズムがシンプルであ

るため、近年様々な分野で注目されている 7)。本報告

では、赤池情報量規準（Akaike Information Criterion;
AIC）8) を目的関数とし、 最小二乗法と PSOを組み
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図－ 1　連続時間Hammersteinモデル

合わせて推定モデルを得る。飽和要素と不感帯要素を

有する複雑な非線形システムを対象とした数値シミュ

レーション実験を行い、提案法の有効性を示す。

2. 問題設定

図－ 1のHammersteinモデルで表される一入出力
連続時間非線形システムを同定の対象とする。⎧⎪⎨

⎪⎩
n∑

i=0

aip
n−iy(t) =

r∑
j=0

bjp
r−jx(t)

x(t) = f(u(t)) (a0 = 1, n ≥ r)

(1)

ここで、u(t) および y(t) はそれぞれ入出力信号であ
り、x(t)は観測できない中間信号、f(·)は未知の非線
形関数である。pは微分演算子を表す。n、rはそれぞ

れA(p)、B(p)の次数で既知とする。本報告の目的は、
入出力データから未知の非線形関数f(·)と線形動的部
のシステムパラメータ {ai}、{bj} を同定することで
ある。

3. 同定

信号の高次微分を取り扱うために、状態変数フィ

ルタ F (p)を導入し、F (p)を (1)式の両辺に掛けると、
次式を得る。⎧⎪⎨

⎪⎩
n∑

i=0

aip
n−iyf (t) =

r∑
j=0

bjp
r−jxf (t)

xf (t) = F (p)f(u(t))

(2)

ここで、 {
yf (t) = F (p)y(t)

xf (t) = F (p)x(t)
(3)

F (p)が遅延型フィルタの場合、フィルタと非線形関数は
順序交換が可能であり 9)、F (p)f(u(t)) = f(F (p)u(t)) =
f(uf (t))となるので、(2)式は
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図－ 2　自動抽出関数（ACF)

⎧⎪⎨
⎪⎩

n∑
i=0

aip
n−iyf (t) =

r∑
j=0

bjp
r−jxf (t)

xf (t) = f(uf (t))

(4)

となる。なお、本報告では、遅延型状態変数フィルタ

として、二次のオールパスフィルタで補償されたバタ

ワースフィルタを使用する。

次に、(4)式の未知非線形関数をACFモデルによ
り表す。ACFは (5)式のように定義される。

Ii(uf (t)) = 1 − 1
1 + exp(H(uf (t) − αi))

− 1
1 + exp(−H(uf (t) − βi))

(i = 1, 2, · · · , M)

(5)

ここで、H は正の実数である。この Ii(uf (t))は、小
領域Di = [αi, βi]でほぼ 1となり、その他の領域では
ほぼ 0となるような解析関数である。H = 6, 20, 200
のときの ACFを図－ 2に示す。
未知非線形関数 f(·)が各小領域Di = [αi, βi]で次

のように線形近似されると仮定しよう。

f(uf(t)) ∼= ci + diu
f (t) on Di (6)

(6)式の局所線形方程式群を (5)式の ACFを用いて結
合することにより、全領域における非線形関数を次の

ように表現できる。

f(uf (t)) =
M∑
i=1

(ci + diu
f (t))Ii(uf (t)) + ε(t) (7)

ただし、ε(t)は近似誤差である。
(7)式を (4)式に代入すると、次の同定モデルが得

られる。

pnyf (t) = zT(t)θ + v(t) (8)
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ここで、v(t)は式誤差であり、θ および z(t) はそれ
ぞれ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

θ = [θT
a , θT

c1
, θT

c2
, · · · , θT

cM
, θT

d1
, θT

d2
, · · · , θT

dM
]T

θa = [a1, a2, · · · , an]T

θci = [θci(1), θci(2), · · · , θci(r + 1)]T

= [b0ci, b1ci, · · · , brci]T

θdi = [θdi(1), θdi(2), · · · , θdi(r + 1)]T

= [b0di, b1di, · · · , brdi]T

(9)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

z(t) = [zT
a (t), zT

c1
(t), zT

c2
(t), · · · , zT

cM
(t),

zT
d1

(t), · · · , zT
dM

(t)]T

za(t) = [−pn−1yf(t),−pn−2yf (t), · · · ,−yf(t)]T

zci(t) = [prIi(uf(t)), pr−1Ii(uf (t)),

· · · , Ii(uf (t))]T

zdi(t) = [pr{uf(t)Ii(uf (t))},
pr−1{uf(t)Ii(uf (t))}, · · · , uf (t)Ii(uf(t))]T

(i = 1, 2, · · · , M)
(10)

である。

(8)式に最小二乗法を適用すると、未知パラメータ
ベクトルθが次式のように推定される。

θ̂ =

[
ks+N∑

k=ks+1

z(tk)zT (tk)

]−1 [ ks+N∑
k=ks+1

z(tk)pnyf (tk)

]

(11)

ここで、N は入出力データ数である。

ĉ1 = 1とおいても一般性は失われないので、線形
動的部のシステムパラメータは次式で得られる。

[â1, · · · , ân, b̂0, · · · , b̂r]T

=
[
I(n+r+1)×(n+r+1) : 0

]
θ̂

(12)

また、ACFの重みパラメータは、再度最小二乗法を適
用して、次式より得られる。

ĉi =
r+1∑
j=1

θ̂c1(j)θ̂ci(j)/
r+1∑
j=1

θ̂ 2
c1(j)

(i = 2, 3, · · · , M)

d̂i =
r+1∑
j=1

θ̂c1(j)θ̂di(j)/
r+1∑
j=1

θ̂ 2
c1(j)

(i = 1, 2, · · · , M)
(13)
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図－ 3　X の実現

したがって、非線形関数は (13)式の ĉi と d̂i から次の

ように推定される。

f̂(uf (t)) =
M∑
i=1

(ĉi + d̂iu
f (t))Ii(uf (t)) (14)

4. 同定アルゴリズム

上記同定アルゴリズムの精度は、ACF モデル構
造に関する調整パラメータ、（ACF の分割数 M、分

割点 {αi}および形状 H）と遅延型状態変数フィルタ

の遮断周波数 ωc に大きく依存する。そこで、X =
[M, {αi}, H, ωc]を最適に決定することが望まれる。本
報告では、PSOを用いてX を準最適に決定する。X

は図－ 3のようにX1、X2、X3、X4の 4つのブロッ
クで構成されている。X1ブロックは ACFの分割数
M に関するブロック、X2ブロックは ACFの分割点
{αi}に関するブロック、X3ブロックは ACFの形状
を決めるパラメータ H に関するブロック、X4ブロッ
クはフィルタの遮断周波数 ωc に関するブロックであ

る。なおX1ブロックとX2ブロックについては、以
下の方法でパラメータを生成する。

[X1ブロックについて]
ACFの分割数M に関する (Mmax−1)個の値であ

り、この値をさらに四捨五入により”0”と”1”に変換す
る。”1”となる個数の総和+1が ACFの分割数M と

なる。

[X2ブロックについて]
ACFの分割点 {αi}に関する (Mmax − 1)個の値

であり、X1ブロック中の対応するサブブロックの値
が”1”であるときのみ、候補値として採用する。
提案するアルゴリズムは以下の通りである。

step 1: 初期化
位置X0

i と速度 V 0
i (i = 1, 2, · · · , Q) を持つ Q個

の Particleをランダムに発生させる。X1ブロックに
ついては、[0, 1]の一様乱数とする。繰り返しカウンタ
l = 0とする。
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図－ 4　 Particle位置の更新

step 2: フィルタリング

フィルタの遮断周波数の候補 ωciより、フィルタリ

ングされた信号の候補 uf
i (t), yf

i (t)およびそれらの高
次微分を求める (i = 1, 2, · · · , Q) 。
step 3: 同定

Q個のACFモデルとフィルタリングされた信号を
用いて、(11)～(14)式から θ̂iと f̂i(uf (t)) (i = 1, 2, · · · , Q)
を推定する。

step 4: 評価値計算

各 Particleの評価値（AIC）を次式より求める。

Ji(X l
i) = N log

{
1
N

ks+N∑
k=ks+1

{y(tk) − ŷi(tk)}2

}

+2Pi

(i = 1, 2, · · · , Q)

(15)

ここで、y(t)は真の出力、ŷi(t)は推定モデルの出力、
Pi = n + Mi(r + 1)は同定モデル (8)式に含まれるパ
ラメータ数である。

step 5: 最良解候補 pbest及び gbestの更新

計算された評価値に基づき pbest 及び gbest を

(16),(17)式から決定する。ここで、pbest及び gbest

はそれぞれ各 Particle及び全 Particleがこれまでに探
索した最良評価値を与える解候補を表す。

l = 0 のとき

pbestl
i = X l

i

gbestl = X l
ibest

ibest = arg min
i

J(X l
i)

(16)

l ≥ 1 のとき

pbestl
i =

{
X l

i (J(X l
i) < J(pbestl−1

i ))
pbestl−1

i (otherwise)
gbestl = pbestl

ibest
ibest = arg min

i
J(pbestl

i)

(17)
step 6: 速度及び位置の更新
位置X l

i と速度 V l
i を (18)式により更新する。⎧⎨

⎩
V l+1

i = wl · V l
i + c1 · rand1() · (pbestl

i − X l
i)

+c2 · rand2() · (gbestl − X l
i)

X l+1
i = X l

i + V l+1
i

(18)

ここで、wlは慣性係数、c1、c2は加速係数、rand1()、
rand2()は 0から 1までの一様乱数である。wlは (19)
式のように、lに関して線形的に wmaxからwminまで

減少させる。

wl = wmax − wmax − wmin

lmax
l (19)

ただし、lmaxは最大反復回数である。図－ 4にParticle
位置の更新の様子を示す。

step 7: 繰り返し

l = lmax ならば停止する。そうでなければ、繰り

返しカウンタ l = l + 1とし、step 2 へ戻る。
最終的に、ACFモデル構造に関する調整パラメー

タ及びフィルタの遮断周波数 X̂ は gbestlmax で得ら

れる。したがって、推定モデルは、X̂ と対応する θ̂ お

よび f̂(uf (t)) から構成される。

5. シミュレーション実験

次のシステムを同定対象とする。⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

n∑
i=0

aip
n−iy(t) =

r∑
j=0

bjp
r−jx(t) (n = 2, r = 1)

a1 = 0.3, a2 = 0.8, b0 = 0.5, b1 = 1.0

x(t) = f(u(t))

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

−2.0
(u(t) < −1.8)

2.0
1.2u(t) + 1.0

(−1.8 ≤ u(t) < −0.6)
−2.0

(−0.6 ≤ u(t) < 0.6)
4.0
1.2u(t) − 4.0

(0.6 ≤ u(t) < 1.8)
2.0

(1.8 ≤ u(t))
(20)

入力 u(t)は帯域幅 1[rad/s]のランダム信号とし、出
力 y(t)は NS比 5%の雑音に乱されているとした。入
出力データ数は N = 5000とした。PSOの設定パラ
メータは、最大反復回数：lmax = 200、Particle数：
Q = 100，加速係数：c1 = 1.5、c2 = 1.4、慣性係数：最
大値 wmax = 0.9、最小値 wmin = 0.6、とした。また
探索範囲は、ACFの分割数：[Mmin, Mmax]=[1, 20]、
分割点：[αmin, αmax]=[-2.86, 3.14]、形状に関するパ
ラメータ：[Hmin, Hmax]=[1.0, 20.0]、フィルタ遮断周
波数：[ωc(min), ωc(max)]=[0.5, 10]、とした。

PSOによって、ACFの分割数M = 9、形状に関
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表－ 1　線形動的部の推定パラメータ
　 a1 a2 b0

真値 0.3 0.8 0.5
本手法 0.293 0.813 0.469

GA手法 0.294 0.816 0.463
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図－ 5　推定非線形関数（本手法)
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図－ 6　推定非線形関数（GA手法)

するパラメータH = 19.98、フィルタ遮断周波数 ωc =
5.03[rad/s]と決定された。比較対象としてX（ACF
モデル構造に関する調整パラメータ及びフィルタの遮

断周波数）の最適化に遺伝的アルゴリズム（GA）10)

を用いた同定実験も行った。GA手法では、ACFの分
割数M = 13、形状に関するパラメータ H = 17.08、
フィルタ遮断周波数 ωc = 4.76[rad/s]と決定された。
表－ 1に、本手法と GA手法で得られた線形動的

部の推定パラメータを示す。なお、推定モデルは b1に

よって規格化されているため、本表では b1の結果は省

かれている。本表より、本手法とGA手法による線形
動的部の推定結果はほぼ同等の精度を有することが確

認できる。

本手法とGA手法で得られた推定非線形関数を、そ
れぞれ図－ 5および図－ 6に示す。GA手法による推
定非線形関数は、特に飽和部において真の非線形関数

に対する誤差が大きいのに対し、本手法による推定非

線形関数は真の非線形関数に対する誤差が少ない結果

が得られている。
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図－ 7　推定モデルの出力（本手法)
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図－ 8　推定モデルの出力（GA手法）

表－ 2　評価値（AIC）
　 最良値 平均値 最悪値

本手法 −16802 −16672 −16295
GA手法 −15145 −15043 −14892

本手法による推定モデルの出力 ŷ1(t)および真の出
力との誤差を図－ 7に示す。また、GA手法による推
定モデルの出力 ŷ2(t)および真の出力に対する誤差を
図－ 8に示す。推定モデルの出力の平均絶対値誤差は、
本手法では

∑ks+N
k=ks+1 |y(tk)− ŷ1(tk)|/N = 0.112、GA

手法では
∑ks+N

k=ks+1 |y(tk)− ŷ2(tk)|/N = 0.120、であっ
た。本手法による推定モデルの出力は、GA手法によ
る推定モデルの出力と比べて精度が高いことが確認で

きる。

さらに詳細な比較を行うため、本手法と GA手法
による同定をそれぞれ 20回行った。各手法の評価値
（AIC）の最良値、平均値、最悪値を表－ 2に示す。本
表より、本手法の方が GA手法と比べて最良値、平均
値、最悪値のすべての値が小さく、優れた結果が得ら

れていることがわかる。

6. おわりに

ACF モデルと PSO を用いた連続時間 Hammer-
stein システムの一同定法を提案した。PSO により、
ACFモデル構造に関する調整パラメータと前処理フィ
ルタの遮断周波数を準最適に決定した。シミュレーショ
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ン実験により、出力データが雑音に乱されている場合

でも、線形動的部のシステムパラメータと非線形関数

を精度良く同定できることを確認した。今後の課題と

して、より複雑な Hammersteinシステムに対する本
同定法の有効性の検討や、実システムへの適用等が挙

げられる。
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