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まえがき

本文は，運動学的には，回転翼と同じでありながら，

二次元翼列同様，半径方向に循環分布が一定，した

がって，縦渦（流れ方向を軸とする自由渦のこと）は

随伴しない，という翼列の数学モデルと，その流場の

表示式を示したものである．この数学モデルの工学的

意義は，回転翼の流場解析における，二次元翼列の役

割の誤差検定とその補足にある．

プロペラ揚力線理論，軸流送風機の設計理論等の原

点がPrandtlの揚力線理論'）にあることは論をまつ

までもないだろう．Prandtl理論の「翼の各断面で，

流れは二次元的である_ｌという仮定が，そのまま回転

翼に導入されて，二次元翼列の特'性を利用する手法が

とられているわけであるが，直進翼と回転翼との幾何

学的，運動学的相違が等閑に付されて来た様に思う．

通常の定常流の場合はともかく，super-cavitation,更

には非定常翼にまで，同じ手法を拡張することには，

誰しも多少の抵抗を感じるはずである．だからと云っ

て，本論文の数学モデルがどうして必要か，３次元揚

力面理論で完全な解を求める方が順当ではないか，と

いう反論はあるだろう．そのときは，もう一度，

Prandtl理論の原点にもどって考えるとよい．「流れ

が二次元的」とは，直進翼では，「縦渦なし_ｌの現象

をわかりやすく云ったまでのことと理解すべきだろう。

三次元揚力面理論は，二つの独立変数による二重積分

の積分方程式を扱うものである．それを，縦渦と横渦

(翼幅方向に軸をもつもの）に分離し，近似的に，一

重積分の積分方程式に書き変えたのが，Prandtlのゆ

き方である．今では，過去のものになってしまったが，

EReissner2）の論文は，この手法を丹念に示したも

のであった．三次元揚力面理論万能の現代でも，この

技法は，設計理論の中に生き続け，中にはすたれてし

まったものもあるが，プロペラの設計理論，軸流送風

機の設計理論等の様に，健在するものも，幾つかある。

本文で提案する数学モデルは，仮想的流場を表わす

ものであるから，理論を現実と比較するための模型試

験を＃行うことはできないが，それは気にしなくてよい．

利用目的のためには，二次元翼列と，この回転翼列の

数値的比較があれば充分である．従来の定常二次元翼
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注）自由境界風洞中の翼に対しては，この条件を使う（文献

７参照)．

列理論が非線型理論であるのに対し，ここで扱う回転

翼列の数学モデルは線型揚力面理論である．二つの理

論結果を比較するのに，線型，非線型による精度の違

いが混在したのでは，比較の目的が充分果たされない．

そこで，先ず二次元翼列理論について，在来の非線型

理論と線型揚力面理論の結果の比較の議論から始める．

流体は非圧縮，非粘性とする．

吹き下しのcomplexamplitude

循環密度のcomplexamplitude

一ＷＯ

γｏ

１二次元簿翼翼列の非線型理論

多くの参考書に掲載されている平面翼翼列の理論は，

KdrmnとBurger3）の書いたものが，その親本に

なっていると思われる．Ｋａｒｍｎ＆Burgerには参考

文献が記されていないが，理論の原典は河田4)'5),6）の

ものだろう．河田の論文には，無限遠の条件が三つあ

げてあって，河田は，その中の「無限前方で，翼の誘

導速度は０になる｣注)，の条件をとっているが，この

条件は，それ以前にも，それ以後にも，翼列理論では

使われていない．Ｋarm伽＆Burgerでは，今日一般

に採用される条件に改められている．それによると，

流速Ｕの一様流の中に，βの食い違い角をもった翼

列が，平均迎角α耐で置かれている場合の理論の結果

は次の様である．

号

〃＝ィｙｚ＋ｐ２ｒ２

ぴ＝６－x/〃，で＝β＋x/ﾙ,似＝r/ル

ぴ'=β'一x'/〃,で'=β'+x'/ｈ，〆＝r'/ﾙ

tang＝1//‘,Sing＝1/,F1ZrZcose＝,Ｍ/TF7ZI盲
ソ 非定常流場の振動率

ｐ＝ｼ/ｐ

x,ｙ,Ｚ任意点の座標

x',ｙ',ｚ′翼面上の点の座標

β 流体密度

ｐ 流体圧力

一Ｗ 吹き下し

の 速度ポテンシャル

γ 循環密度

４ｐ 揚力面上の圧力差（揚力密度）

二次元翼列

Ｕ 翼への流入速度

Ｃ 半翼弦長

ｒ 翼間隔

毎＝2c/ｒ

β食い違い角

ａ… 迎角

Ｋ 揚力の干渉係数

K*=等ＬＫ
回転翼列

x,γ’８任意点の座標（円柱座標）

x',ｒ'’８′渦面上の点の座標

ｙ 羽根車への流入速度

Ｑ 羽根車の回転角速度

｡” 揚力面への法線素片（揚力の働く方向

を正とする）

ノ 翼数

ｒＯ 羽根車の半径

rｂハブの半径

Ｓ 螺線Iこ沿って測った長さ

ルーＷｐ

4６

エ

図１

無限翼列では，単独翼の場合と異なり，翼の誘導速

度のため，無限前方と無限後方では，流れの方向が異

なる．α碗は，その二つの流れの方向の平均である．

翼弦長を２Ｑ翼列軸方向に測った翼間隔をｒとし，

2c/ノー面と書く．翼列の一つの翼に働く揚力をＬ,迎

角がα願の単独翼の揚力をＬｏとしたとき，

Ｌ/Ｌ･＝Ｋ （1.1）

によって定義されるＫを，翼列の揚力干渉係数とい

う．記述を簡単にするため，Ｋの代りに，それと

Ｋ*＝(冗釘/2)･Ｋｒ （1.2）

の関係にあるＫ＊を使うことにする．
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等角写像による，平面翼翼列の解析解では

２ｍ

Ｋ*＝ィT千ｺ7Ｆ両軍千>研
２"２

１/(１－，２)2＋4m2cos2β（1.3）
である．碗は翼間隔によって定まるパラメタであっ

て，あとβを与えれば，

等=cosβSmh-1柴弄β

＋sinβsin-‘袈茅且川
によって，その値が定まる．ただし，"く１とする。

これらの式を，Ｋ*,可の側から見ると，ｍによる媒

介変数表示になっているから，もし（1.3）（1.4)より，

腕が消去できれば，Ｋ＊は可の関数として表わされる

ことになる．それを行ってみる．

瞳M=ｨ(,_岬舞器両=K*sinβ(L，）

…=ｒ蒜器論=K藩c｡sβ(M）
と置くと

Ｋ*＝ＣＯＳβtanhB＋sｉｎβｔａｎＡ （1.7）

である．（1.5)，（1.6）より，‘恒等的に

sinβtanhB-cosβｔａｎＡ＝０（1.8）

であるから，

Ｋ*＝eiβ(ｔａｎｈＢ－ｊｔａｎ』）（1.9）

のように表わされる．

次に，釘を４Ｂで表わすことを考えてみる．（1.5）

(1.6）より

，ｉＭ=砦等,sinhB=皇f等且(川）
であるから，これを（1.4）に適用すると

冗毎/2＝ＣＯＳβ･Ｂ＋sｉｎβ､Ａ （1.11）

が得られる．この方程式を満足する４Ｂは

Ｂ＝(冗句/2)ＣＯＳβ’４＝(冗句/2)sinβ（1.12）

である．この二つの式により，‘恒等式

Ｂｓｉｎβ一ＡＣＯＳβ＝０ （1.13）

が成立つから，（1.11）は

冗句/2＝(Ｂ一Ｍ)e‘β＝ａ（1.14）

と書かれる．

（1.9）より

Ｋ謙=e‘‘{:;手:三：宗幸:当｝
２e‘β(eB-iA-e-B+“）

－ｅＢ+“＋e-B+‘』＋eB-i4＋-B-i乱（１．１５）

である．（1.14）をこの式に適用して，』，Ｂを消去す

ると

Ｋ鵜=瀧器織王器(三差二号＋川
が得られる．これが,.Ｋ＊をあとβの関数として表

わした式である．これまでの解析から明らかなように，

(1.16）の右辺は実数，したがって，その分子は実数

である．このことを念頭に置いて，（1.16）の逆数を

とると，

古=此[竺豊器蝶課蒜)}］

＝此[e-噸器綜三;糊川
と書かれる．

翼列理論はKutta8）から始まるわけであるが，彼は

｢食い違いなし」の場合を解いている．河田理論以前

では，Grammel9）の理論が有名で，それはKuttaの

理論を「食い違いあり」の場合に拡張したものである．

そこでは，複素速度を

‘=’雲-i,,=剃十B、/Sm芸鵠/sin籍芸
（1.18）

の様に書いている．α２，α,/α２は，それぞれ翼間隔，食

い違いに対応する（図２参照)．この流場の特徴は，

サ

工

‐ア

図２

Ｇｒａｍｍｅｌも原文に書いている様に，翼は平面でなく，

camberをもっていることである．沼知'0）は，この

理論を使って，揚力の干渉係数を求めている．それを

(1.2）で定義されるＫ＊の表示式として書くと

‘inβs…n謡器号＊Ｋ＊＝

＊－cos2(ａｓｉｎβ）
＋ＣＯＳβsinh(αＣＯＳβ)cosh(acosβ）（１．１９）

である．ただし，この式の場合の迎角は，零揚力から

測り，また，αは（1.14)･で定義した量とする．

（1.19）を変形してみる．
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Ｋ＊＝ cosh(2αＣＯＳβ)一ＣＯＳ(2ａｓｉｎβ）
sｉｎβsｉｎ(2ａｓｉｎβ)＋ＣＯＳβsinh(2αＣＯＳβ）

（e2ocosβ＋e-2acosβ)/２－ＣＯＳ(2ａｓｉｎβ）
雌[e-iβ{sinh(2αＣＯＳβ)＋isｉｎ(2ａｓｉｎβ)}］

e2ocosβ－２COS(2ａＳｉｎβ)＋e-2ocosβ
他[e-iβ{ez…gβ＋j2Sin(2ａＳｉｎβ)一e-2ocosβ}］

』ｗ’{器砦溌謡崇皇器＊

＊器器浩謡黒帯（L20）
と書かれる．さきに述べた様に，（1.16）の分子は実

数であるから，それの共役複素数

e-iβ{exp(αeiβ)－exp(－αe'β)｝

も実数である．したがって，これを（1.20リの分母の

地の括弧の外に出すことができる．そうしておいて，

約分をすると，（1.20）は（1.16）と全く同じ式になる．

単独薄翼の場合，「翼面上の速度分布は，矢高線形

状と，迎角のそれぞれに依存するものに分離すること

ができる」という，線型，非線型の両理論に共通する

近似定理があるが'１)，上記の解析結果は，それが，非

線型翼列理論にも通用しそうなことを示唆している．

２二次元翼列の線型理論

二次元翼列の流場を，特異点法の線型理論によって

解析する．

一様流に平行にｘ軸をとる．翼は渦分布で表わす

ことにし，これを，翼弦中点を通り，ｘ軸に平行な直

線上への，翼の投影上に置く（図３参照)．したがっ

て，図１と図３の場合では，翼を表わす特異点の位置

に関し，食い違い角に，迎角αだけの差違があるが，

線型理論，特に三次元流の場合には，こうするのが一

０Ｃ

図３

般であり，結果に対する誤差は，αの２次以下の量で

ある．線型理論では，迎角が正でも，負でも，また翼

の平均矢高線の形が変っても，流体モデルの基本形を

変える必要はなく，その形を定めるのは，翼間隔比

2c/ｒと食い違い角βの絶対値だけである．図１の流

体モデルでは，β＞０（翼列軸は，ｙ軸より右回転した

ところにある）が減速翼列，β＜０(翼列軸は,ｙ軸より

左回転したところにある）が増速翼列であるのに対し，

線型理論では，αの正負がそれらに対応する．また，

翼型の違いは，境界条件を与えるところに現われるだ

けで，基本の式はいつも変りない．

渦分布の列が，図３の配置であるときの速度ポテン

シャルのは

｡(xoy)=夫"靴:γ(苑;)tan-,＝器“ｙ－ｙ〃

（2.1）

ただし

受二期霊:｜ （2.2）

：:二噸I::ｌ
である（図３参照)．ｘ',ｙ'はｘ6,ｙ６と書くべきもの

を，簡略して書いたものである．ノ,＋ﾉ2＝0,即ち，

"＝０の翼の中点をｘ軸の原点にとると，（2.2）より

（ﾉ,"＋ﾉ2")/2＝ｍｓｉｎβ （2.3）

である．（2.1）の変数ｘ;，ｙ；を，（2.2）によって，

x',ｙ′に変え，ｙ'＝０とすると

。(xy)=士に‘γ(難'）

×皇tan-‘xラニ示鍔β〃（M）
のように表わされる．

吹き下し一Ｗは

一Ｗ＝－６の/6yl,=。 （2.5）

で定義される流速である．翼中心線（翼厚中点を結ん

だ線）のｙ座標を’で表わすと，線形理論における

翼面境界条件は

〃/血＝ｗ/Ｕ （2.6）

であるから，翼形状と一様流速が与えられれば，－Ｗ

は定まる．－Ｗを（2.4)，（2.5）より求めると

‐"=☆ず:”'）

皇(態_x,二蓋言綴呉cosβ),〃×Ｚ一

（2.7）
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の区間で，一Ｗが決まるので，（2.7）はγ(x'）を求め

撫菖赤=燕c｡t啄

一"=去挺γ(x')ﾙ皇ﾗF急耐需〃

＝此[芋硬血'）

×coth{_些空里}〃］（29）

２c/r＝釘,ｘ/c＝6,ｘ'/c＝6',一Ｗ/Ｕ＝g(6)

ｇ(§)=雌需ｆｒ(的

×coth{璽瞳ヂ)旦二里}熊'(2川

であ蔓h{亜竿竺}=!+告
また，線型理論の枠内では，翼上下面の圧力差４ｐ

ｃ‘=命宅'二伽=制二雄（2J3）

亘＝ｅｘｐ(冗〆e~‘β)－cosh(冗句e~‘β）（2.14）

抑怖…+…肺1川礁＝_旦竺一塑二

ｇ(9)=ﾙ[z寄竺]Ｇ

＋此☆-ｆ呉些暇（川

実数部と考える．この式では，５，６'の関数ｇ(6)，γ(6'）

を，９，９′の関数として表わすのに，簡単のため

ｇ{§(9)}＝g(9)，γ{6'(g')}＝γ(g'）

と書いている．（2.16）はｇ(9)を与えて，γ(9)を求

める積分方程式であるが，その解を求めることは，本

文の目的ではない．ここでは，平面翼の場合の解が得

られればよい．

平面翼の場合は，左辺が迎角αで，右辺第１項と

共に常数であるから，第２項も常数でなければならな

い．単独翼の場合から類推して

畑=ｱﾍ/需二（217）
と置く．７は常数であるが，この場合は複素数である．

’=雑r,/二房看竺，一一一一（2.18）
の積分式は，積分変数が複素数になっているが，いわ

ゆる複素積分ではない．－１から１に到る，ある定

まった滑らかな曲線に沿うもので，（2.11）は，それ

の線積分の形と理解すればわかりやすい．積分変数

g′は，ｇ'＝ｇを通るとき，この点を飛び越えて，先

に移る．（2.18）の積分記号に，実積分のCauchyの

主値をとるときと同じものが使われているのは，この

ことを表わしている．

ｇ'＝ＣＯＳ；，'，日＝ｃｏｓＰ

と置くと，

’=:f:c祭器,〃=’

＋１－雲sや筑而言空:耐
と書かれる．この式の変数？,や′は複素数である．右

辺第２項は，実数の場合と同様の運算法で，０になる

ことが示される．よって

－%ｆ､/f幸三二言竺舌霧='雄’（219）
である．これを，（2.16）に適用すると

α=他[夏祭]G+ﾙ[先］（z20）
が得られる．右辺第２項が求められればよいわけで，

それは次の様にする．

（2.20）のＣＩは実数であるから，両辺に２７r/Ｃｌ

を乗じると

注）後記．ここの説明は，（2.19）の証明にはならない．

Muskhelishvili；SingularlntegralEquations，ＣｈａｐＩＩ

を使うと，厳密な証明ができる．（2.22）についても同様．
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等=ﾙ[空;型]+此[淵側
となる．７が与えられれば，（2.13）により，Ｃｌを

求めることができる．（2.13）の積分変数を５′より

g′に変え，（2.17）を代入すると

Ｇ=苦剖Ａ/需妥方

＝器÷I:器畿〃

=器{１/吾－１}=器
×｛exp(冗句e-iβ)－１｝（2.22）

となる．（2.22）を（2.21）の右辺第２項の分母に代

入して，７を消去すると

等=他[z=;デ竺十exp綜苓丁二丁］

＝等Re[直-‘’器鰐二:皆］
（2.23）

が得られる．左辺はＬｏ/L,つまり１/Ｋである．この

式より，Ｋと（1.2）の関係にあるＫ＊の逆数，つま

り１/K＊の表示式を求めると，それは（1.17）と完全

に一致する．

以上を総合すると，迎角αに比例する揚力の係数

は，線型，非線型の両理論とも同じ式になる，という

結論が得られたことになる．

ところで，ｘ→平ＣＯにおける吹き上げをｗ亭｡。と書

くことにすると，（2.9）より

”零｡｡=±些芸旦且（224）
が得られる．ただし，ｒ’は一つの翼の全循環で，

Ｆ='二γαx′ （2.25）

である．また，（2.4）より，ｘ軸方向流速〃を求める

と，

脇=等=加去I:｡γ(難'）

×"具ｘ－ｘ,一",sinβ一i(y_"rcosβ)｡X′

＝伽[子'二γＭ

×coth{燕(x-x'ﾃﾙー‘‘}αx'](226）
であるから，無限遠における〃は

“零-=±型芸些 （2.27）

である．（2.24)，（2.27）より，無限遠方の誘導速度

は，翼列軸に平行，その絶対値はＦ/(2『)で，前方と

後方では逆向きとなることがわかる．これは非線型理

論と同じである．

翼列軸方向の流速をｗ‘，それに直交する流速をｗ”

の記号で表わすと，ｗ,，には誘導速度の成分が入らな

いから，無限前方，後方とも等しく，

ｗ"＝Ｕｓｉｎ(汀/２－β－α）（2.28）

である．一方，ｗ'は，（2.24)，（2.27）より，無限遠

方では，

脆裂卿鞠踊鰯)}側）
となる（図４参照)．

'1ナ

Ｘ

図４

非線型理論では，流入角αの平均値α耐を

議謝綱Wﾒﾙ},2｝（剛）
α,,,＝6,,‘一β（2.31）

で与えている．（2.30リに（2.28)，（2.29）を代入す

ると

…=c･仙一β－．)=噸､(β+α)}剛即ち，α＝6噸一β

となって，線型理論における流人角αは，非線型理

論の平均迎角と同等のものであることが示される．

本節の初めで，線型理論では，平面翼の場合，βの

正負は結果に影響しないことを述べたが，このことは，

(2.23）の結果に現われている．そして，それが，非

線型理論でも成立つことは記憶に止めておく必要があ

る．矢高や，翼厚による流体撹乱は，迎角によるもの

より小さいのが一般であるから，結局，翼断面が普通

形状の翼列の場合，線型理論による誤差は小さいと云

える．云い換えると，次節以下の回転翼列と，二次元

翼列の計算結果を比較する際，線型，非線型の区別に

よる違いを，特に気にかける必要はない．
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３螺旋状回転翼列の数学モデル

前節の線型二次元翼列理論と，運動学的，幾何学的

に異なるだけで，物理的，また数学的条件は同じとみ

なせる，回転翼列の数学モデルについて考えてみる．

回転翼列の回転角速度をＱ,軸方向流入速度を〃と

する．翼を表わす束縛渦は，ピッチが２７ｒＷＱの常螺

旋面への，翼の投影面上に分布させ，二次元翼列の場

合と，物理的条件を同じにするため，自由渦を伴わな

いもの，つまり半径方向に循環が一定なものを想定す

る．螺線の素片伽間の渦の強さを７，その位置の圧力

差を〃とすると，Kutta-Joukowskiの定理により

〃ぬ＝,oＷｆ（3.1）

〃＝〃z＋ｐ２γｚ （3.2）

Ｖ

図５

ｿ。

黙rI9’

ff装冥Lff
《<ｆ ／

Ｚ

図６螺旋座標

である．

ここで，円柱座標ｘ,ｒ,βと

で＝β＋x/〃,ぴ＝８－x/ﾙ,ｊα＝r/ｈ （3.3）

の関係にある螺旋座標'2)を導入する．ルは常数であっ

て，ここでは，ルーＷｐである．螺線の素片伽は

伽=豊ｨ所α『 （3.4）

のように表わされるから，それを（3.1）に適用し，

〃に（3.2）を使うと

：“=p”い
となる．また，翼素の全循環をＦ,翼素の前後縁のｓ

座標およびで座標を，それぞれｓ,，ｓ２およびで,，で２

とすると

州=I::４'‘s=÷ｨ所j:伽
であるから，

川=割::4pd『 （3.6）

である．（3.5）より，半径方向の各翼素の循環の分布

ナを一定にするには，圧力差〃を一定にすればよい

こと，また（3.6）より，半径方向の各翼素の全循環

を一定に保つには，前後縁ので座標を半径方向に一

定にする必要のあることがわかる．この様な翼の形の

正面投影輪郭は，回転軸をかなめとする扇形である．

それの螺旋面上投影輪郭を平面に展開した形状は，文

献12）に示す方法で求めることができる（図７参照)．

花
図７（ｘ軸の負の側から正に向って見る）

扇形の開き角をスとしたときの，ぴ＝０の螺旋面上，

半径ｒ位置の翼素について考える．び＝０のとき

β＝x/〃 （3.7）

であるから，で座標の前縁と後縁の差は

てｚ－で,＝(８２＋x2/〃)－(８，＋x,/〃）

＝2(８２－８，)＝2ス（3.8）

である．これと，（3.4）を使って，翼弦長２ｃとスの

関係を求めると

２c＝s2-s,＝ﾉＷＴ~千7アースrsecg （3.9）

である．ただし，ｅはｙｚ面と螺線のなす角である．

(3.9）より，ｒ＝０のとき，２c＝ｽﾙ，ｒが大きくなるに

従って，２c→ｽｒとなることがわかる．これを螺旋面

上投影輪郭の平面展開で見ると，回転軸上では，翼弦

長がスルであり，半径が大きくなるに従って，前縁お

よび後縁の輪郭は，正面投影輪郭のそれらに漸近する．

螺旋面投影輪郭の平面展開は，螺旋面上のものを，平

面に引き延ばしたものであるから，展開面では前後縁
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Iま曲線の形をとるが，実際の空間では，それらは直線

である．この様な螺旋面状の翼が，軸対称に，ノ枚配

列されたものを回転翼列の数学モデルとし，次節以下

で，その流場の解析を行う．

図３のｒに対応する翼間隔は

ｒ＝27rr〃 （3.10）

であるから，翼間隔比釘＝2c/ｒは，（3.9）を使うと，

２cノノスイ丁干7戸＝－１４sec９（3.,,）毎＝万アーフラＦｊｚ４ ２元

となる．この釘を翼素剛率（solidity）と云う．また，

翼面への法線と，一ｒ８のなす角βは二次元翼列の食

い違い角に対応するもので，それとｅの関係は

β＝元/２－６ （3.12）

である（図８参照)．

ひ･ﾆー2馳

ぴ~＝０

ﾌﾄ゙９ ｡､'=2冗７，

図８

Ｒ＝,/(x-x')z＋r2＋r'２－２"'ＣＯＳ(６－６'）

とする．ひ‘はβ方向の接線流速を意味し，また，渦

は放射方向に向って，右回転しているものとする．こ

の渦糸が，螺旋面上，ｒ，よりで２まで分布し，更に，

それが，ｘ軸に関して対称に，ノ個ある場合の誘導速

度を，（3.5）を使って，表わすと

，壕=命菖I:４'‘霞′

×I::剛('一''一伽")〃Ｒ３

，‘=-＊葛I:』”′

×!::(燕-x')cos('一''~伽")〃Ｒ３

，蛎=一命員j:伽′

×I::(x-x')sin('一''一伽")αr，Ｒ３

Ｒ＝ｲ(x-x')2＋r2＋r'2-2"'ＣＯＳ(６－８'一加冗/ﾉ）

（4.2）

となる．この回転翼列は，右回転（ｘ軸の負の向き）

する減速翼（プロペラ等）の場合に対応する．

吹き下し一Ｗは

－Ｗ＝－p‘Ｓｉｎｇ＋ひ糞ＣＯＳＥ

＝(一ひ閣十仰翼)/１/1＋〆（4.3）

であるから，（4.2）を代入して，束縛渦の吹き下Ｉであるから，（4.2）を代入して，束縛渦の吹き下し

－Ｗｂを求めると

一"‘=8爾,☆再馴4,〃
×I::志{r塾sin('一''一伽/I）
＋〃(x-x')ＣＯＳ(８－６'－２ｍ元/Ｉ)}〃（4.4）

となる．

翼面境界条件に使われる吹き下しは，翼面上のもの

であるが，線型理論では，それを，螺旋面上の値，即

ちび＝ぴ′におけるもので代用する．

ひ＝(で－で')/2,ひ,"＝ひ一加冗/Ｉ（4.5）

と書くと，ぴ＝ぴ′では

；二夢二陰嫡礁加｝Ｍ
であるから，ぴ＝ぴ′における一Ｗｂは，（4.4）より

‐"‘=8叩嵩而菖j:岬′

×I::(,璽十鍔筈器諾,噸)鋤,〃(側
と書かれる．ただし，ﾉａ｡＝ｒｏ/ﾙ,ｊα６＝rb/〃，またひ,〃,”

は流速を表わす記号とは別種の，（4.5)で定めた変数で

ある．

前節に提示した回転翼列の数学モデルでは，４p,で,，

で２は半径方向に一定であるから，（4.7）のｒ′の積分

は直ちに行うことができる．Jub＝0,牌｡→｡。とし，
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Ｉ:(澱塾-2農十α)3,,-両向）
の公式を使うと

‐"‘=耐;雨青員I::』’

×7戸芸畿等等蓋,蝿)耐側
が得られる．

５境界条件と積分方程式

前節で求めた吹き下し一Ｗｂは，プロペラ，送風機

等に対応する減速翼列に関するものであるが（図９

(a）参照)，２節で説明した様に，これはまた，風車，

タービン等の場合の，増速翼列に対しても使うことが

できる．それには先づ，束縛渦の正負の定義を明確に

定めておく必要がある．

Ｖ
工

【】

蝉
(α)フ･ﾛペラ（減速翼）

γ|~‘
γｅ

(b）風隼(増遠董）
図９

（4.1）は減速翼に対応する誘導速度で，渦は，放射

方向に向って，右回転するものを正としている．増速

翼では，渦の回転方向がそれと逆であるから，減速翼

の正に対し，負の値をとることになる．循環の密度を

γとすると，３節のｆはγ山である．それを（3.1）

に適用すると

４ｐ＝ｐＷ７（5.1）

となるから，４p/(p〃)の代りにγを使うことができ

る．ただし，この式のγは，４ｐと同一符号とする．

いま，４ｐを揚力密度とすると，減速，増速の別な

く，正常作動状態では正であるのに対し，循環密度の

方は，減速，増速で符号が変ってくる．仮に，減速翼

のものをγ(+),増速翼のものをγ(-）と書くことにする

と，（4.1）で，？＝γ血と置いたときの循環密度に対し

ては

γ(土)＝±４p/(,｡〃）（5.2）

であるから，増速翼では，（4.2）は逆符号となる．

ところで，（4.3）は減速翼の吹き下しであるが，増

速翼では，吹き下しの向きが逆であるから，

一wf-)＝ひ'Sing一"要cose＝(ひ‘－”翼)/,/TF7Z戸

（5.3）

の様に，右辺は，（4.3）と逆符号になる．結局,(4.2）

を逆符号にしたものを，（5.3）に代入して求めた，増

速翼の吹き下し一Ｗ8-）の表示式そのものは，流れの

向きは別として，（4.7)，（4.8）と全く同じになる．

減速翼，増速翼の違いは，翼面境界条件の与え方に依

存するわけで，それは，減速翼では

－Ｗ/〃＝eo-g＝α一熊/ばり （5.4）

増速翼では

一Ｗ/〃＝９－ｓ｡＝α一熊/” （5.5）

である．ただし，りは正常作動状態の揚力の働く方向

を正にとる（図１０参照)．

（3.8）で示した様に，螺旋面上では，で＝２８である

から，"＝０の翼の翼弦中点を結ぶ線を，ｘ＝0,6＝０

の動径に一致させると，（4.8）の積分の上下限は，

で,＝－ｽ，で2＝スとなる．また，４ｐを，（5.1）によっ

て，γに変えると，（4.8）は

一帯=士菖.ダュナ

×ｨ戸鈴等器,"） αで′（5.6）

と書かれる．翼形状と作動状態が与えられているとき，

この式の左辺は，（5.4）または（5.5）で定まるから，

(5.6）はγ/〃に関する積分方程式となる．この式の

核関数には，で＝て′に，一位の極があるから，その特

異性を分離して

‐帯=制二等Ｋ{(碧些}が
(5.7）
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Ｖ

(α）減速翼

Ｖ

1１

(b）増蓮董
図１０

７

Ｉ－１ｚ,(jz‘2sinzI"‘＋z1cosz1m）

K(,;,α)=2鳥ｲｱ干7FＷ千7ＩＦ-似cos,"）
（5.8）

変数を正と書いておくと，数値計算に好都合である．変数を正

規化するため，で,で'を，で/スー§,で'/スー6′によって，

6,s′に変えると

一帯=壷ｆ１命Kい(誉豊/Ｍ熊′
（5.9）

と書かれる．

（5.4）と（5.5）の右辺が等しいとき，つまり，作

動螺旋面に対して，翼素の幾何学的形状および姿勢が

対称のときは，減速翼と増速翼で，γ/〃の分布形は

同じになる．

６回転翼列と二次元翼列の関係

翼数が多く，且つ半径の大きいところでは，碗＝０

の翼に影響を与える翼は，その近傍の数枚と考えてよ

いだろう．着目する必要のある翼を，その範囲にとり，

｜〃仰ぐ1,｜ひ”|＜１ （6.1）

として，〃/Ｉａ２＋1,SinZI願,COSひ臓を｜ひ|/Jα，ひ腕のべ

き級数展開式の３次以上の項を省略したもので置き換

えると，（5.6）より

‐帯=士廊皇ダム帝

×'('滞需燕"〃側
が得られる．（3.4）を使って，変数でをｓに変える

と，（3.9）により，積分の上下限はＱ－ｃとなるか

ら，

一帯=去銅皇挺命(筈畿
＊－伽冗/Ｉ)/Ｗ両冒7z'百） ぬ′

－{4(s-s')胴元/Ｉ}/Ｗ丁~千7F)＋伽冗/ﾉ)２

と書かれる．（3.10）により，２７rr/ノをｒと書き，

(3.12）によって，ｅをβに変えると

-帯=去緬皇j・こ券
ｓ一s'一”sｉｎβ

×（s一s,－”sｉｎβ)2＋(”ＣＯＳβ)２ａｓ′（6.3）
が得られる．この式で，〃→ＣＯにすると，（2.7）と一

致するから，翼数が多く，半径が大きくなるに従って，

翼近傍の流れが，二次元翼列の流場に漸近することが

わかる．しかし，（6.1）は，一般的軸流送風機等とし

ては，かなり厳しい条件である.それに，（2.7）では，

翼の無限前方および無限後方で，誘導速度が存在する

のに対し，（6.3）では，〃が有限であるから，それが

無い．これは大きな違いである．とにかく，回転翼の

束縛渦の流場を，二次元翼列のそれで置き換えること

には，かなり無理のあることは知っておくべきである．

（3.11)，（3.12）より

似＝tanβ（6.4）

ノス/(2冗)＝毎sinβ＝抑〃｢千ア（6.5）

である．積分方程式（5.9）には，翼数Ｉ,扇形の開き

角ス,螺旋のピッチ比解の三つの副変数がある．羽根

車の翼数ﾉ,展開面形状２c=/1(r),半径ｒ０，作動状態ﾉα･

が与えられたとする．それの束縛渦の誘導速度，また

は循環密度を計算するには，次の様にする．ｒを与え

ると，２ｃが決まり，似＝似or/r。より似が，また

(3.11)，よりスが定まるので，（5.9）が計算できる．

それを二次元翼列のものと比較する場合は，（6.4）

(6.5）により定まる釘，βに対応するものを選べばよ

い．
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７プロペラ理論との関係

プロペラ理論では，自由渦による項をも含む吹き下

し一Ｗの表示式が求められている．本節の目的は，

それと（4.4）との関係を明らかにすることであるが，

その結果は，次節の非定常回転翼列の吹き下しを導く

のに役立つことになる．

文献13)，１４）によると，線型プロペラ理論におけ

る吹き下し一Ｗは

‐"=一命!:_〃筈訓〃

×I::r('+ハヲ器÷|…,〃伽
ただし

Ｒ＝,/(Ｘ－ｘ')z＋r2＋r'2-2〃'ＣＯＳ(８－８'一加冗/ﾉ）

＝A､/蝿懸竜触郷士鰯2-伽"｝
（7.2）

である．６/6"′は螺旋面に対する法線微分で

〃Ａｨ命{(〆+告)券
３

－(〆一会)券｝（73）
のように,〆,ぴ',で'を通して微分を行う.また,6/6"

は，（7.3）と同形の微分であるが，この方は,似,ぴ,Ｔ

を通して運算する．したがって

６２１１－１

6"伽′Ｒ｜‘=‘′脚(1＋ﾉc‘2)(1＋〆2）

×器"誤nr"＋3ｲ(Ｍ(1+ハ'sinr“〃３Ｒ*５

（7.4）

ただし

Ｒ*(r)＝〃＋ﾉｕ２＋jα'2-2〃'cosrm

Z＝(Ｔ－で')/2,r,"＝r一加冗/ノ

である．

｝ (7.5）

Ｉ(‘;jα,〆)＝一ﾉＭ１~干1F７，~干1Ｆ）

×I:_赤令|…,α’（弧6）
と書くことにすると，（7.4）により

Ｉ(ひ;似,〆)＝－，２‘〆り＋ｓｉｎＵ,,，
Ｒ*３

－３(Ｍ('+卿IL-｣L』袈叩’（7"）
である．ここで定義した関数Ｉを，（7.1）に使うと

一Ｗ＝ M;声声訓〃
×!:r,、河（

で－て〃

の様に書かれる．

（7.7）のＩを変形する．

Ｉ＝一坪'ひ＋ｓｉｎＵｍ
Ｒ*３

２ ;似,〆)〃 (7.8）

-3Ｌ_(〃'+sinr銅)('Wsinr")｡，Ｒ*S

-3IL｡｡(似璽十〆ﾕ)i叫一“(sin2倣碗十‘2)‘力Ｒ*５

と書き，右辺第２項で部分積分を行うと，積分された

ものは，第１項と消し合うから，

Ｉ=-父_“妾署sr"d’

－３虻.｡(似璽十ハsinl鰯-"'(sin2'緬十'z)ぬＲ*５

である．更に書き変えると

Ｉ=I:_赤{い製cos,銅十cos,銅-,sin,"）
＋(rsinrj"＋cosr廊一Ja2cosr緬十2〃')}伽

一正_志[(（n'緬十‘cos‘")(‘+“si叫）
＋{〆rsinr,,,＋〆(１－ﾉｕ２)ＣＯＳ'’’’一瓜１－〆2)｝

×(〆－ﾉucosrm)]伽

であるから，

’=伽､’碗十'…＋糸父_志Ｒ*３

×{〆rSinr,,,＋jα'(１－Jα2)COSr耐一Jα(１－〆2)}伽

（7.9）

のように表わされる．

（7.9）を（7.8）に代入し，４p,で,,で２が半径方向に

一定として，（7.9）の第２項に対応する項の積分を行

うと

‐"=Ｍ;毒烹蔦I::rｨ両冨成′

×!::些崇蒜｡s'蝿〃

＋制蒜菖I:γｨ雨α履側瓦毒下

×{〆,sinW'(1-似塾)cos恥_似(１－曲}工！‐脈｡"‘
（7.10）

が得られる．この式の第１項は，（4.7）と全く同じ式

であるから，これは束縛渦による吹き下しであり，し

たがって，第２項は自由渦による吹き下しに該当する
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はずである．第２項を一ＷＪの記号で表わすことに

し，ｒの積分を，ｒ＝(で一Ｔ')/２によってＴ'の積分に

変えると，ひ＝(で－で')/２であるから

‐",=１６索岩帝菖1%rｲTF両で′
×Ⅸ志{畑nＷ('-,‘‘塾)cos'”

‐似(１－ハ}工:雲蝿〃
と書かれる．で′とＴ′の積分順序を交換すると

-",=肋ｨ蒜員I:[志{〆‘sin'”
＋〆(１－“')…-,‘‘(１－膜'')}]::_"〃

×I吾〆而〃(川）
となる．この式は，守屋'5）が，一定循環の螺線渦の

誘導速度を，Biot-Savartの法則から求めたものと全

く同じ形である（附録Ａ参照)．したがって，〆＝似。

のときは，螺線渦による吹き下し，また，jα'＝似6＝０

では，被積分関数のｓｉｎｒ,,‘,cosrmを含む項が全て消

失し，ノ本の直線状渦による吹き下しを表わすことに

なる（附録Ｂ参照)．以上によって，－ＷJ，つまり

(7.10リの第２項が，自由渦による吹き下しに該当す

るものであることが証明された．

４節で示した回転翼列の数学モデルでは，自由渦を

一切除外したので，流場としては，不完全なものであ

る．〃･→ＣＯでは，（7.11）の被積分関数が０となり，

無限遠の螺線渦は有限の空間に影響を及ぼさないから，

これはよいが，似b＝０のところの自由渦の影響は残る．

翼列理論を回転翼に適用する場合，回転軸の近傍では，

精度を期待しない，というのが一般の認識である．こ

の立場で考えると，,αb＝０のところの自由渦は，ｌｕの

大きい処に，あまり影響を及ぼさないから，回転翼列

の数学モデルにおいて，それを除外するのは自然，と

云うことになろう．

８非定常回転翼列

一般的に，横渦，縦渦二種類の自由渦を随伴する非

定常翼の中で，二次元非定常翼理論の流体モデルには，

後者は存在しない．物理的に，これと相似な回転翼列

の数学モデルを考えるとすると，定常流の場合と同様，

で,，で２，〃を，半径方向に，一定にしたものとなる．

このモデルを取り扱うには，対称プロペラの対称振動

の非定常理論'6)''7）を利用するのが好都合である．対

称プロペラの対称振動とは，プロペラを回転方向に移

動して，一つの翼を他の翼の位置に移しても，各翼の

振動の様子が，前と全く同じ形になるものを云う．各

翼で，振動率と振幅と位相が同じなら，云うまでもな

く対称振動であるが，位相差があってもよい場合があ

る．それは，相隣る翼の間の位相差が６＝2p元/ﾉ(ｐは

整数）のときである．位相差が２p元/ノということは，

各翼は，１回転の間に，ｐ回振動することになるから，

振動率をソとすると

６＝2p元/ノのとき，ｐ＝ソ/ｐ （8.1）

の関係がある．このことから，回転の周期より長い周

期の振動は対称振動にならないことがわかる．対称振

動の場合は，流場が対称螺旋となるから，各翼の圧力

分布のamplitudeは等しく，従って，一つの翼の上

の圧力分布だけがわかればよい事になる．

流場が振動率ソで調和振動しているときの，非定

常プロペラの吹き下し一Ｗおよび揚力密度４ｐを

－Ｗ＝此[－woei1'Ⅲ]'４p＝他[4poei，‘］（8.2）

の様に，複素数の実数部で表わすことにする．対称プ

ロペラの対称振動のときの吹き下しのｃｏｍｐｌｅｘａｍ‐

plitudeは

‐"｡=一命Ｌｅ－…ｗ赤馨言鯵'蝿〃

×j::パ４'｡-所蒜告|…,伽
（8.3）

で与えられる'4)''6)．この場合も，定常流のときと同

じに，６/6"′の運算は（7.3）により，また，ａ/伽は

同じことを似，ぴ，Ｔを通して行う．

（7.6）より

８２１１

８伽′Ｒ｜‘=｡′脚(1＋ﾉα2)(1干1Z『'2）

×器J(‘;Ｍ）（M）
である．Ｉとして，（7.9）を使うと

‐漁令|…,=7而手7房而７両
×陽(（n捺砿…）

+帝{〆‘sinw('一似璽)…-瓜１－〆2)}］Ｒ*３

（8.5）

のように表わされる．ただし，この式の記号Zは，時

間を表わす記号ｒとは別種の，一般変数である．

以下の記述では，〃・の代りに，それと

４PC＝β冊０（8.6）



花岡：回転翼列の数学モデルについて 5７

の関係にあるγoを用いる．このγ･は，束縛渦の循環

密度のcomplexamplitudeに該当する16)．

（8.3）の積分変数ｓ′を，（3.4）により，で′へ，Ｔ

を（7.5）のｒに変え，｛62/(3"a"')}(1/Rルー,，に

(8.5）を使うと

一Ｗ｡=Ｍ;寿訓〃魔γ･ｨ而成′
×I:.｡e-‘‘(｡-…扇〃

×陽(（n祭cos"')+*(声

×{州nＷ'(１－"2)cCs,"_似(1-川恥，
（8.7）

と書かれる．この式の大括弧内の第２項が，螺線状自

由渦による吹き下しであることは，定常流の場合に指

摘した通りである．

４ｐｏが半径方向に一定として，〃′の積分を行い，

似o→oo,lub＝０とすると，半径無限大の螺線渦の影響

は消失し，中心部の渦の誘導速度だけが残る．ｐが整

数のとき

’三e~’2''，'藤I‘=ノ（8.8）
ｍ＝Ｏ

であるから，対称振動の場合，回転軸位置Iこある自由

渦は，同じものがノ本，重なったものとなる．定常流

にならって，これを除外したものを，非定常回転翼列

の数学モデルとし，その吹き下しのcomplexampli‐

tudeを一Ｗ｡ｂで表わすことにする．その式をｒで部

分積分すると

‐帯=去菖e-…fと４号

×J満;号等竺競,鋼)汝′
‐器菖ｅ-…‘Iir器〃碇_e-‘,《｡-‘！

×病鈴等等諾"噸)川８９）
が得られる．これの第１項は（4.8）と同形で，束縛

渦による吹き下し，第２項は，放射方向に軸をもつ自

由渦（横渦）の吹き下しである．この数学モデルが

Prandtlの渦保存則18)を満足することは証明できるが，

筆者の別の論文'6）に記載されているので，ここでは

省略する．第１項は，翼数が多く，半径が大きくなる

と，定常翼で示した様に，近似的に，（6.3）の形に表

わされるが，第２項では,一般にlrl/)α＜1,|r,腿|＜１と

ならないから，ｒの被積分関数の中を同形に書くこと

ができない．したがって，非定常回転翼に，非定常二

次元翼列を適用することには，かなり無理がある．

(8.9）の副変数は，定常流のときの三つ（Ｉ，ノl,似）に，

更にｐが加わる．第１項，第２項共，被積分関数には，

１位の極があるから，（5.7）と同様，分離型に書いて

から，数値計算に取りかかる方がやりやすい．

あとがき

最近，欧米諸国で，大型の水平軸風車が建造，また

は計画されているが，その中の一案に，２４枚羽根と

いうのがある'9)．この翼数は，舶用プロペラとタービ

ン，それぞれの翼数の中間にあり，揚力線理論で性能

計算を行う場合，翼間干渉を無視するわけにはいかな

い．といって，翼列理論を使うには，翼数が少な過ぎ

る．本文の理論は，その様な場合に適用されるもので，

具体的には，数値計算だけに頼ることになるが，揚力

傾斜の干渉係数，零揚力角の干渉係数7)を算出して，

それを利用する．

本論文の実用性としては，以上の様であるが，起草

の真意は，ここ二三年の間に書き残した断片的草稿を

使って，一編の論文を仕立てるという，一つの試みに

あった．もう２０年も前の事になるが，プロペラ揚力

面の積分方程式の核関数を，半径方向に積分する一つ

の式を示した'7)．以来，数値計算法に，その関数を

使って来たが'4),20)，無限積分で表わされる項の被積

分関数の収束が悪いと聞く．ここで導いた，守屋の式

に該当するものの収束のよしあしは，試してみないと

わからないが，vortex-1attice法と関連づけられると

いう意味からは，この式を使う方がよいだろう．また，

非定常プロペラをvortex-lattice法で解く場合の参考

にもなると思う．いづれにせよ，なじみの多くなって

しまった，プロペラ揚力面の核関数表示式を，守屋の

式に変換する具体的運算を，記録に残すことができる

のは幸である．
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附録Ａ螺線渦による吹き下しの表示式

守屋'5）によると，強さ〃の螺線渦の，点Ｐ(x'，

y',z'）における渦素片による，ｙ軸上の点Ｑにおける

誘導速度は（図１１参照)，

〃

図１１

ハ

Iノ
'）

ｄ２，蕊=芳筈{,'塾-"'cos('"+'職)｝

ハー等饗竺
｛－r'６"sｉｎ(β"＋β耐)一r'ＣＯＳ(β"＋8,,‘)＋r｝

（Ａ－１）

である．ただし

Ｒ＝‘,ﾉﾙ２６"2＋７２＋r'2-2"'cCs(β"＋８m）

とする．この式は，β＝8,,,のところに加番目の翼が

あるとしたときの，β＝0,つまりｙ軸上における誘導

速度である．6,,,＝２，元/ノと書き，またβ〃は螺線に

沿って変る変数であるから，β"＝(Ｔ'一で)/２と置いて，

螺旋座標で表わすと

α2,雲=苦筈
×[r'２－〃'ＣＯＳ{(で－Ｔ')/2-2,汀/Ｉ}］

ｄ璽,’=器伽祭′
×[－r'(で一Ｔ')/2.sｉｎ{(で－Ｔ')/2-2”/I｝

一rcos{(で－Ｔ')/２－加冗〃}＋r］（A－２）

ただし
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-''‘川-''cos'緬十'〃I:;rd‘′Ｒ３

（Ａ－３）

である．ただし，γのｓ′による積分は，螺旋座標の

変数で′に変えてある．

戸
０
１
１
Ｉ
ソ

函
ｒ

証
重
『

■
４
ｍ

Ｊ
″
一
断

Ｒ=ｈ化認蝋椎ﾐﾆ'蒜,2-伽/1｝
となる．この式は，β＝０だけでなく，β＝０を通る螺

旋面上の点における誘導速度を表わしている．（』－１）

のｄ２ひ≦は，（A－２）では接線方向流速になるので，

ａ２ｐｒの記号に改めてある．以下では，簡単のため

ｒ＝(ｒ－Ｔ')/２，ｒｍ＝r-2m7r/ノ

と書くことにする．

螺線渦の螺線方向の循環密度をγとすると，ｓ〃点

における循環は,I::γ伽'であるにれが,'=〃に
おける〃に対応するから，（4-2)の〃をこれで

置き変え，Ｔ'について，前縁よりＴ'→ＣＯまで積分す

る．更に，碗について，０よりノー１まで加えると，

Ｉ本の対称螺線渦による誘導速度伽，の，ある半径上

におけるものが得られる．即ち，

‘’,雲=圭菖I:ｆｒ蓋｡s‘"〃I::'Ⅶ

附録Ｂ軸心渦による吹き下しの表示式

ｘ軸上に直線渦があるときの，渦素片による誘導速

度は，Biot-Savartの法則より

‘2,,=乏器〃，此=-号窯『〃
ただし，Ｒ＝,ﾉ(x-x')2＋ｒ２

である．これより接線流速を求めると

れ=-α｡,,sinl+d2’ocos'=_器〃
（B－１）

である．

渦が,x‘より｡｡霞であり,その循環がI:;γ〃の
ときは

‘'‘=一方I島１両沖而（γ〃
ｒ

（B-2）

となる．これをノ倍し，ｓｉｎｅを乗じたものが，軸心

渦による吹き下しである．

ゼヘー､ﾛダヘジヘジヘン、ジムＬ〆園、〆へご〃、プヘー今、／､■グーーープーーへ〆､竜グヘーグ、=〆へご〆、一ヘンーー〆ヘンヘーグ､一一一~〆へ－－

5９

である．これより，吹き下し一dwJの表示式を求め

ると，

‐‘",=~‘等鵠些!６燕ｨ師
×削赤{〆,SinW'(Ｍｃｏｓ,”

‐似('-似'璽加'1言測雨'汝'Ｍ


