
旋回ジブクレーソつり荷重と

地球自転の振り子（第２報）

－改修形運動方程式と在来形運動方程式一

富武満

(受理昭和55年５月31日）

ＴＨＥＦＯＵＣＡＵＬＴＰＥＮＤＵＬＵＭＡＮＤＡＳＵＳＰＥＮＤＥＤＢＵＲＤＥＮＷｎＩ⑲Ｈｒ

ＦＲＯＭＡＳＩｍＷＩＮＧＪＩＢＣＲＡＮＥ

（2ndReport-ModinedEquationgofMotionandClassicalEquationsofMotion

fortheFoucaultPendulum）

TakemitsuToMI

TheauthorhasstatedinthepreviousreportthattheequationsofmotionfortheFoucault
Pendulumoughttoberepresentedasfollows：

重二::鮮亘:::掴…③
NeglectingthecentripetalaccelerationQ2cos2j･りduetotheangularvelocityaboutthe5axis

whichiscausedbytheEarth'srotation,Eqs.(a）areobtainedfromthefollowingmodifedequationsof

重言:葦:妻撫:'制’叫。
AlsoneglectingQ2inEqs.(b)，weobtainthefollowingclassicalequationsofmotionfortheFoucault

重重::霊繍l
ThisdissertationdealswithEqs.(b）ａｎｄＥｑｓ.(c)．Byusingthe
shownthatwemayregardasQ2cos2‘.り＝0．

……(c）

solutionsofEqs.(b)，ｉｔｃａｎｂｅ

1．緒
＝
＝

自

重力の作用のもとに地表で振動する振り子の場合，

地球が自転角速度Ｑを持つ回転体であるために，その

振り子の支点軸は回転軸を形成する．このような支点

軸が回転する振り子で，それの最も典型的な一般例と

しては，旋回ジプクレーンのつり荷重が考えられる．

この旋回クレーンのつり荷重では，それの運動に最も

大きな影響を及ぼす力は，ジブの旋回によってつり荷

重の支点に生ずる遠心力であるが，そのほかに，つり

荷重それ自身の運動に附随して発生する支点軸まわり

の遠心力が，つり荷重の運動では重要な役割をする．

地表で自然に振らせた振り子の場合でも，同様なこ
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とが言える．しかしながら，現時点における世界の定

説によれば，地表に設置された振り子の運動に，地球

の自転現象が及ぼす影響としては，見掛けの重力とコ

リオリの力との，二者によるものだけを考慮すれば良

いとされている．

筆者は第１報において，振り子の運動には上記二者

の力のほかに，さらに第３番目の力として，振り子自

身の運動によって発生する支点軸まわりの遠心力も，

振り子の運動に影響を及ぼしており，これら三者の力

によって，振り子の運動方程式が表わされるべきこと

を提唱してきた.'）ただし，コリオリの力と遠心力は，

いずれも慣性力ではあるが，便宜上ここでは，力と言

う言葉でそれらを表現することにする．

なお第１報では，従来のように見掛けの重力とコリ

オリの力との二者の承を，考慮に入れた在来形の運動

方程式のことを，「フーコーの運動方程式」と呼んで

おり，またこれら二者の力に加えて，支点軸まわりの

遠心力も取り入れて，これら三者の力を考慮した運動

方程式のことを，「地球自転振り子の運動方程式」と

呼び，それぞれに対して，このような異なった呼称名

を使用してきた．

この第２報においても，前の第１報にならって，フ

ーコーの運動方程式に対しては，それを「フーコー方

程式」と略称し，また地球自転振り子の運動方程式と

いう呼称名は，それを「地球自転の振り子方程式」と

略称する．

２．内容のあらまし

筆者が提唱した「地球自転の振り子方程式」によれ

ば，地表で振らせたすべての振り子に対して，それら

の運動が適切に説明できる．いま述べた地球自転の振

り子方程式は，旋回クレーンのつり荷重の運動方程式

を利用すると，簡単に得られるものであった．したが

って，この運動方程式を作製するに当たっては，支点

軸の承を地表での鉛直軸（;方向に一致させて取りさえ

すれば，運動方程式それ自体が確定し，この<軸に垂

直な地表軸である６軸とり軸の水平軸については，

それらの方向を任意の向きに取っても差し支えない．

しかしながら，地表の任意点に設置された振り子の

運動に，地球自転の角速度，が及ぼす影響を適切に

求めるためには，振り子の支点を座標原点として，〈；

軸は支点軸と一致させて鉛直上方に取り，ｅ軸は水平

南向きに，またり軸は水平東向きに取っておくほうが，

以下の説明には便利である．

このように，§軸を地表南北軸に一致させ，り軸を

地表東西軸と一致させた場合，北緯‘度の任意地表点

に，長さノのつり糸でつるされた質量"の振り子に

対しては，支点軸まわりの角速度成分Qsin｡と，６

軸まわりの角速度成分Qcos‘とによる各遠心力が，

振り子の運動に附随して発生し，それらは同時に振り

子へ働く．第１報において，旋回ジプクレーンつり荷

重の運動方程式を利用すれば，支点軸まわりの角速度

成分Qsin‘による遠心力については，それのすべて

が振り子の運動方程式の中に考慮される，ということ

を述べておいた.'〉

ところがその場合，噌軸まわりの角速度成分Qcos‘

による遠心力は，振り子の運動方程式の中に考慮され

ないことになる．しかし，現実にはこのQcosjの角

速度も，〈;軸方向およびり軸方向に，それぞれ遠心力

を生ずるはずである．これらのうち，〈;軸方向の遠心

力成分"(｡COS‘)2厘は，見掛けの重力に加算しても

良い性質のものであるが，ここでは従来からの慣習に

従って，振り子の鉛直方向の運動を無視することにし

たので，それは省略できる．

したがって，最後に検討すべきものとしては，り軸

方向の遠心力成分だけが残る．このり軸方向のものは

地表における東西軸方向の遠心力成分であり，それは

"(Qcos‘)2りで表わされる．この第２報においては，

ここで最後に残された〃(Qcosj)2りの遠心力成分が，

振り子の運動にどの程度の影響を及ぼすか，そのこと

について検討を加える．

そのためには，この加Q2cos2‘･'7の遠心力成分を

｢地球自転の振り子方程式」に追加して，運動方程式

の形を改修して見れば良い．このように"(｡COS‘)2り

の遠心力を運動方程式に考慮した場合には，第１報で

(14'）式もしくは（31）式として示しておいたように，

そこで「改修形運動方程式」と呼んだ方程式が得られ

た.'）

この第２報では，改修形運動方程式のことを簡略化

して，それを「改修形方程式」と呼んでおり，そこで

はこの改修形方程式を利用することにより，"(Ｑｃｏｓ

ｊ)2り＝０の関係が理論的に証明できることを示してい

る．この"(Qcos‘)217＝０の関係は，第１報で設定

した仮定(32'）式にほかならない．ただし，ここでは

振り子の運動状態を考えているため，ワキoとすべき

であるから，仮定（32'）式は結局のところ，Q2cosや

＝Ｏとしても良いことを示す．
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第１報の第７章ではその末尾のところで，「仮定

(32'）式は理論的にも得られるものであることを追記

しておく」と述べておいた.'）したがって，この第２

報の内容は，第１報の追記事項，つまり仮定(32'）式

の理論的証明について述べたものとなっている．また，

本報告書では在来形のフーコー方程式についても，簡

単な考察を加えておいた．

３．地球自転の振り子方程式

本論文では一貫して，地表に設置されるすべての振

り子のことを，その重りの大小やつり糸の長短にかか

わらず，便宜的に地球自転振り子と呼んできた.'〉こ

れに対して，地球自転の現象を実証する目的で，現在

世界各地に設置されている振り子の場合，比較的に重

たい重りを長い針金でつるした，割り合いと周期の長

い振り子が採用されるとされ，かつ，それに対しては

通称，「フーコー振り子」という在来名が存在すると

されている.2)'3)'4）

そのため，本質的な事柄ではないが，この在来名を

持つ比較的に周期の長い振り子と，通常一般の振り子

との区別を設けたかったので，地球自転振り子といっ

た特殊な呼称名を，ここでは採用したにすぎない．こ

のような特殊呼称名を採用すれば，「単振り子」とい

った通称名との使い分けも可能となり，便利である．

そして，この地表に設置された通常の振り子全般を意

味する地球自転振り子に対しては,第１報記載の(10）

式もしくは（14）式が，それらの運動を表わす運動方

程式である．そこで，前報で得られた内容のうちから，

以下の説明に必要な事項を要約すると，次のようにな

る.'）

まず，クレーンつり荷重の運動を表わす，第１報記

載の（８）式を再記すると

茎二鱗::|室:１－①
の形となっている．ただし，γ･はジブ半径であり，の

はクレーンの旋回角速度である．また，９は見掛けの

重力加速度を示す．．

この(1)式で動く;座標系はく軸さえ鉛直上方に取

っておけば，〈;軸に垂直な６軸とり軸は，水平面内

で任意の方向に取っても差し支えないしかし，ここ

では地球自転振り子へ，上記の（１）式を適用してい

くために，以下§軸は地表南北軸に一致させて南向

きに取り，次にり軸は地表東西軸に一致させて，東

向きに取ったということにしておく．

上記の（１）式でγ･＝０とおいたものが，第１報記

載の（10）式であり，それは

雲二:茎憾亘:’一②
で表わされた．本式が地表で自然に振らせた振り子の

運動方程式であって，本論文では，それを「地球自転

振り子の運動方程式」と呼んだ．本報告書では，これ

を「地球自転の振り子方程式」と略称している．（２）

式は①の値が０≦の≦ＣＯでも成立するものであり，

のは任意の値を採ると考えてよいしかも，（２）式か

ら得られる振り子の振動周期で,の値は,で,＝2元/Ｗ/ノ

の無減衰振動周期の値と一致している．

次に，第１報の（14）式を再記すると

雲二|:蝋撫｜
……(2'）

となるが，この（2'）式Iま

の＝Qsinj ……(3)

の関係を使用して，（２）式を書き替えたものにすぎな

い．一般に，「単振り子」の通称名を持つ振り子につ

いては，（２）式や（2'）式で｡＝０とおけば，それに

対する運動方程式が得られる．ただし，Ｑは地球の自

転角速度を表わすので，（３）式のようにおいた場合，

(2'）式の適用範囲はQsin‘＝のが微小値を採る時に

限定されてしまう．しかし，それは当然０≦の≦ＣＯの

範囲に含まれている．

前記の（２）式と（2'）式は一見してわかるように，

その中に支点軸まわりの求心加速度，すなわち嘱軸

まわりの求心加速度①26＝(Qsin‘)25,およびの2り＝

(Qsinj)2りが含まれている．よって，（２）式や（2'）

式の中には，支点軸まわりの遠心力成分だけは，それ

らのすべてのものが含まれていることになる．なぜな

らば，この場合〔軸方向の振り子の運動は無視して

おり，かつ第１報記載の（27）式で，その左辺に含ま

れるα0(＝RoQ2COSjSinゆ）も，それを省略している

からである．ただし，いま述べた（27）式の中の‘･

は，ここではそれを‘と略記しておいた．そして，

ROは地球の半径である．



また，（２）式および（2'）式の一般解については，

第１報で述べたように

……(3'）

とした場合に堅'それカー
Ｚ＝(〃､′，ﾙ‘＋Bg-jJ，"･‘)9-‘．‘

＝zbe-j｡‘ ……(4)

で表わされる．ここで，Ｚｂは単振り子の振動を表わ

し，それは

Ｚｂ＝〃､ﾉ'"･‘＋Be-j､ﾉ”･‘ ……(5)

を示す．（５）式によれば振り子の振動周期角は，無

減衰周期ｒ,＝2元/､/万77の値を採る．

次に，振り子の振動数JVPと支点軸の回転数１Vｂと

の比を”と書き

へ/9/ﾉ/の＝ﾊMVb＝",すなわち、/9/ノー邦の

……(6)

とおけば，〃は０≦"≦oｏの間の任意の値を採る変数

となる．ただし，地表での通常一般の振り子に対して

は，が＞１と考えて良いこの（６）式を（２）式に使

用すると，（２）式は

童顛噸’一⑦
の形となり，また（４）式と（５）式は，それぞれ

ｚ＝(Aei"｡‘＋Be-i"｡‘)g-i"‘ ……(8)

ｚｂ＝伽f"｡'＋Bg-j""’ ……(8'）

で表わされるので，この（８）式が（７）式の一般解と

なる．

ここでまた，(8)式でＡ＝Ａ１＋jA2，Ｂ＝B,＋沼2と

おき，かつｇ土畑＝cosO±jsin6の公式を使えば，（８）

式は

室識溌蕊|州
になる．

さてここで，振り子に東向きのり軸方向への初期

変位６･を与えて，自然に放したとすれば，このとき

の初期条件は

〔6〕＝０，〔蕗/dz〕＝0；〔り〕＝60,〔吻/伽〕＝０

……(10）

となるので，積分定数の値が

Ａ１＝Ｂ,＝０，Ａ２＝{(祁十1)/2"}6．

Ｂ２＝{(邦－１)/2が}６０ ……(11）

４

のようにきまる．これらの値を（９）式に代入すると，

振り子の運動軌道を表わす（９）式は

：二剛＃鰯窒蓋工謡鰯測｝
……(12）

となるが，本式のが①とのはそれぞれ，”の＝､/9/ノ

および①＝Qsinjを表わすので，この（12)式はまた

‘隻撫麓蝋､州｜
炉撫::蝋加州｜

……(13）

のように表わすこともできる．（12）式もしくは（13）

式と同時に，（４）式も含めてこれら三者のことを，本

論文では「在来軌道表現式」と呼んできた．以後，本

報告書では，これを「在来軌道式」と略称する．

以上が前報までの内容に対する要約であるが，（10）

式の初期条件を採用した場合には，振り子の運動軌道

が（12）式ないし（13）式で表わされるために，その

運動軌道には

１０，＝60/が ……(13'）

の半径を持つ内円が存在する.'）また，運動軌道に対

する外円の半径１０２は，１０２＝６０で表わされる．

鹿児島大学工学部研究報告第２２号（1980）

４．改修形運動方程式

（２）式ないし（2'）式で示した地球自転振り子の運

動方程式では，振り子の運動に附随して発生する支点

軸まわりの遠心力が，その中に含まれておる．しかし

ながら，第２章でも述べたとおり，地球自転の遠心力

を，より正確に考慮するためには，さらに地表南北軸

まわりの遠心力成分，すなわち§軸まわりの遠心力

成分"(Qcos‘)217も，運動方程式の中に追加しなけ

ればならない．

そこで，この遠心力成分を（２）式に追加して，（２）

式を一部改修すると，第１報で（14'）式として示して

おいた形の相対運動方程式が得られた．それを下記に

示すと

０
０

一
一
一
一

ど
り

、
１
Ｊ
１
１
Ｊ

２
２
の
０
－
一

ｇ
Ｔ
ｇ
７

ｊ
ｌ
ｌ
ノ
ー
’

十
＋

吻
而
礁
而

①
の
２
２
－
十

従
一
″
釣
師 }……(14）
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のような方程式が得られた.ﾛ）

（14）式は第１報の（14'）式をそのまま再記したに

すぎない．しかし以下本式を取り扱っていく必要上，

ここで改めて（14）式として示すことにした．この

（14）式は第１報で述べたように，旋回クレーンつり

荷重の運動方程式で，つり荷重の鉛直方向の運動を，

ことごとく無視してr･＝０とおきさえすれば，簡単に

得られる運動方程式ではある.'〉つまり，（2'）式の第

２式でその右辺に，Q2cos2j･りを追加しさえすれば，

直ちに（14）式が得られる．ただし，ここでは

Ｑ２＝g2cos2d＋Q2sin2‘……(15）

の関係が存在する．

また，上記の（14）式については，地表で振らせた

振り子の運動を，もっとも一般的に表わす運動方程式

であるとして，第１報で（26）式とおいた運動方程式

からも，それを導くことができる．その結果を第１報

では（31）式で示しておいたが，それはこの（14）式

と全く同じものであり，これを「改修形運動方程式」

と呼んだことは，既にそこでも述べておいたとおりで

ある.'）本報告書では第２章で述べたように，それを

｢改修形方程式」と略称することにした．

ところで，第１報においてはそこで示した（31）式

のすぐ下で，「改修形方程式はその中に，理論的矛盾

点を含んでいるようである」と述べておいた.'）その

理由を以下に述べる．

いま，第１報記載の（55）式によれば，回転座標系

6りと静止座標系毎ｙとの間にはダ次の関係がある．

すなわち

お＝６ＣＯＳのオーリsinの#，ｙ＝６sｉｎ“＋りＣＯＳの#

……(16）

の関係が存在していた.'）よって，この（16）式の関

係をらりで解いて，それらを静止座標系の釘，ｙで

表わすと

§＝釘ＣＯＳ①ｊ＋ｙｓｉｎの＃，り＝－おsin①＃＋ycos①ｊ

……(17）

となる．

この（17）式を時間＃で微分して速度と加速度を求

め，それらのものを（14）式の第１式に代入すると，

静止空間における絶対運動方程式としては

茅十号霊=0,幾十号，=０……('8）
が得られ，これは第１報記載の（59）式と一致する.'）

この（18）式では支点軸の回転角速度のが消失して

おり，それは静止座標系の定義とも一致している．し

たがって，これは合理的な結果になっているから，こ

の場合は問題がない

次に一方で，（17）式を（14）式の第２式に代入した

場合でも，やはり（18）式と同じ式が得られるはず，

と期待するのが合理的である．けれども，実際にはそ

の結果が

茎輯鯛｜－⑲
の形で得られる．これは（18）式と一致しないので具

合いが悪いつまり，本式にはQ2cos2ウ.露，および

Q2cos2‘.ｙなどの求心加速度が含まれ，それらは回

転座標系に附随した回転慣性を表わし，遠心力に該当

する．ところが，絶対静止の空間では，このような座

標系の回転に関連した項が，そこに存在しては具合い

が悪いこれは結局，（19）式の成立している座標系

が，絶対静止の空間を表わしていないことを示し，こ

の（19）式はその表現上の形式面で，静止座標系とい

う前提とは矛盾することになる．

しかし，ここで定義している静止座標系というもの

は，支点軸まわりに回転のない静止した座標系を意味

する．そのため，（19）式の左辺第３項が，それぞれ

遠心力に該当するとは言っても，それらは支点軸の回

転によって発生する遠心力とは，根本的に異なる．つ

まり，それらは支点軸まわりの遠心力を表わすもので

はなくて，この支点軸に垂直な地表南北方向の軸ど

まわりの角速度による遠心力を表わす．ゆえに，ここ

で定義している静止座標系に対して，（19）式が本質

的に矛盾するわけではない．

さて,（14)式から得られた（18)式と（19)式の両

者は，いずれにしろ一致していないこの原因は（14）

式がその中に，理論式の表現上で，矛盾点を含むため

と考えられる．そこで，（14）式がこのような矛盾点

を含まないようにするためには，静止座標系における

運動方程式の形態から判別して，（19）式でその中に

含まれている回転角速度Ｑを取り除けば良い．

すなわち，（19）式でQ2cos2‘の項を無視すること

にして

Q2cos2‘･エー０，およびQ2cos2‘.y＝0……(20）

の近似仮定をすれば良いただし，この場合は振り子

の運動状態を考えているので，おキ０，ｙキOとすべき

である．よって，（20）式は結局のところ，Q2cos2‘

＝０の近似を意味する．しかしながら，（19）式の場
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合には，それがここで定義している静止座標系と，本

質的に矛盾しているわけではなかった．したがって，

(20）式はあくまでも

Q2cos2'＝０……(20'）

の近似仮定を意味するものであって，ここではそれを，

Q2cos2‘＝Ｏといった断定的な形で考える必要はない．

ところが，（20）式の〃，ｙはそれらの大きさが，り

と同じ程度のものであるから，この（20）式は第１報

で（32'）式として示しておいた

Q2cos2‘･り＝０

の仮定と一致する.'〉つまり，第１報記載の（32'）式

の仮定は，このような理論的矛盾点を，（14）式から

排除するために，必然的に設定した仮定にほかならな

い．

ところで，（18)式と（19)式でｵつかるように，回転

座標系における相対運動方程式を静止座標系に変換し

た際，得られた結果に両式のような食い違いを生ずる

場合がある．そのような場合には，いずれが正しい結

果のものであるか，それを判別して決定する必要がお

こる．それに反して，静止座標系における絶対運動方

程式を基礎におき，この絶対運動方程式から出発して

座標変換により，回転座標系における相対運動方程式

を求めた場合には，得られた方程式の形がそのまま正

しい結果を与えることになる．したがってそこでは，

いま述べたような判別手順は全く必要としないこれ

はNewtonの運動法則がそもそも，その根底に絶対静

止の空間を仮定しており，そのような静止空間の絶対

座標の中での承，それが成立するものである以上，や

むを得ない事柄と考える．

なお，前にもふれておいたように，第１報で示した

(26）式の一般的な運動方程式は，電子計算機によれ

ば，それの解が得られるはずである．しかし，Ｑの値

が非常に小さいのであるから，第１報の（26）式をそ

のままの形で解いて見たとしても，実際には（14）式

ないし（２）式の解と，非常に接近した解が得られる

はずであり，それ自身としては無意味なものになると

考える．よって，この最終報告書の第２報では，改修

形方程式と名付けた（14）式の承を，もっぱら取り扱

うことにする．

５．極地点における振り子運動

前記のように，（14）式はその中に，いささか理論

的矛盾点を含んではおるが，振り子の運動に対する近 で,＝2元/、/9/ﾉ，ｒ２＝2元/Ｑ ……(23）
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の周期を持つ，二つの周期運動の組象合せであること

を示す．

（22)式と（23）式によれば，極地点においては振り

子の振動周期は，無減衰時の値２元/､/9/ノであり，ま

た当然のことではあるが，その振動面はＱの角速度

で，支点軸の回転とは逆方向に，回転することがわか

る．そして，（22）式の運動軌道が持つ内円の半径β，

は

β1＝６０Q/、/万万=60/”……(24）

で表わされる．ただし，ここで〃＝､/而/Ｑとする．

したがって，地球の南北軸線上で地球外の任意点か

ら，絶対静止の姿勢で振り子の運動をながめたとき，

その場合の振り子は，長軸が一定方向を持つ楕円運動

をすることになる．この楕円の半長径と半短径の長さ

は，それぞれβ2＝６０およびβ,＝５０/〃であり，振り子

の振動面はわずかながら，曲面を形成する.'〉

このため，地表に立って振り子の運動をながめた場

合でも，振り子は鉛直平面内で振動していることには

ならない．しかしながら，Ｑの値が非常に小さく，実

際問題として視覚的には，β,＝60/"＝０であるかの如

く，認識されるにちがいない

６．赤道上の地表点における振り子運動

前章では振り子の設置点が，極地点である場合につ

いて述べた．ここでは，振り子を赤道上の地表点に設

置した場合につき，（14）式から得られる振り子の運

動を考える．

そこでもしも，振り子を赤道上に設置したとすれば，

〔sinゆ〕＝０となるので，（14）式は
‘＝Ｏ

祭十号§=０，祭十(号－０‘)ﾜーO……(25）
のように変形され，支点軸の回転に起因するコリオリ

の力も遠心力も，両者ともに運動方程式から消失して

しまう．よって，これらは振り子が，地表での南北方

向および東西方向に，それぞれ振動する場合の単振り

子の運動方程式を表わす．ただし，（25）式の第２式

でその左辺第２項のＱ２りは，６軸まわりの遠心力を

表わすが，それは支点軸の回転に起因するものではな

い．

（25）式によれば，第１式と第２式とでIま復原力が

異なっており，これはち方向とり方向の振動とでは，

固有振動数がちがったものになる，ということを意味

する．言い換えれば，南北方向の振動と東西方向の振

動とでは，振り子の振動周期が異なった値を持つとの

結論が得られる．

いま上記の（25）式の解を求めると，それは

：二会::淵茅糊覗向風,)｝
……(26）

となる．本式の積分定数をきめるために，ここで振り

子をこれまでと同様に，東方へ６０だけ変位させて，

静かに放したとすれば，初期条件は（１０）式と同じも

のになるから

〔G〕＝０，〔婚/伽〕＝0；〔り〕＝60,〔"/伽〕＝０

……(27）

であり，これから積分定数が

Ａ＝０，Ｂ＝０；ｃ＝６０，，＝o

のようにきまる．したがって，振り子の運動は

§=０，およびり=6ocos(､/す77=Zｱ･＃)……(28）

で表わされ，本式によると振り子の振動周期で,′は

で,'＝2元/、/g/j－Ｑ２……(29）

であることがわかる．しかも，この場合は６＝０とな

るので，振り子は東西方向の同一鉛直平面内で振動を

つづける．

ただし，現実面では常に，９/ｊ＞Q2の関係が成立す

るため，（29）式はで,'＝2元/、/9/ノーで，としても良い

ものと考える．また，（29）式によれば，（25）式の運

動方程式には抵抗の項が含まれていないのに，その値

が無減衰周期で,＝2元/､/9/ノとは，ちがったものにな

っている．これは運動方程式の中から，支点軸の回転

によるコリオリの力と遠心力が消滅し，その代り§

軸まわりの遠心力のうちで，それのり軸方向の成分

を考慮しているからである．

つまりこの場合は，地表での南北軸まわりの遠心力

による復原力が，重力による復原力を減少させるから

である．この減少した復原力のもとで振り子が振動す

るゆえに，その振動周期がで,'の形を採るのは当然の

事柄と言える．この結果，振動周期がで,'の形を採っ

たとしても，それは無減衰振動の本質に反することに

はならない

次に，振り子を赤道上に設置した今の場合，南北方

向の振動と東西方向の振動とでは，振り子の振動周期

が異なった値を持つとの結論は，（25）式のすぐ下で

述べたように，この（25）式の運動方程式だけから,‐

視察により容易に得られる．しかし，このことについ

ても，（28）式にならってそれを具体的に示すために

は，次のようにすれば良い．すなわち，振り子の設置
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点は同じく赤道上であっても，こんどは初期条件を変

更して，振り子に南方へ初期変位６０を与えて振らし

たとすれば，その時の初期条件は

［釘＝60,［蕗/伽]＝0；［り]＝０，［"/伽]＝ｏ

……(30）

で表わされる．

この(30)式の条件を使用して，（26)式の積分定数

を求めると，それらの値は

Ａ＝60,Ｂ＝０；ｃ＝０，，＝０

となり，振り子の運動を表わす式として

§＝6ocos(､/万77.2)，およびり＝０……(31）

が得られる．本式によると，振り子は常に南北方向の

同一鉛直平面内で振動をつづけ，その固有周期で,”は

で,"＝r,＝2元/､/9/ノ ……(32）

の値を持つことがわかる．この（32）式の値は，通常

一般の無減衰周期を表わす．

（32）式の値は（23）式の第１式の値と一致するが，

(29）式の値とは一致していないしたがって，赤道

上で振り子を振らせた場合，南北方向の振動と東西方

向の振動とでは，振動周期がそれぞれ２元/､/9/ノおよ

び２元/､/9/ノーＱ２で表わされ，前述のように振り子の

固有周期が，お互いに異なることになる．

さらにまた，Ｑ２が無視できないものとして，同じ

く赤道上に設置した振り子の場合，もしも初期条件を

閲＝α０，［婚/伽]＝0；［り]＝60,［"/〃]＝０

……(33）

とおいて，振り子に６｡＝､/i矛千万5百の任意方向の初期

変位を与えたとすれば，（26）式に含まれる積分定数

が

Ａ＝α･，Ｂ＝Ｏ；Ｃ＝６０，，＝０ ……(34）

となる．このため，（33）式の初期条件に対する振り

子軌道は

：三:::::鵬ｧり｝……(弱）
の形で得られる．本式の示す運動軌道は，いわゆるリ

ッサージュ（Lissajous）の図形を表わし，振動面はも

はや同一鉛直平面内にはなく，しかもその運動軌道は

わずかながら曲線図形を描き，振り子の運動はしだい

に楕円状を呈するようになる．このように，運動軌道

が楕円状になる理由は，直角方向の２個の振動数が大

体等しい，というところにその原因がある．

しかし，このような現象の確認は，無減衰の振り子

を長時間にわたって，振動させた場合にのゑ可能とな

るわけであり，現実に採用可能な振り子では，再三述

べてきたように，、/g/ﾉ＞ｇの関係が必ず存在する．

したがって，いま述べたような曲線図形は現われない

と見るべきである．

このように，赤道上の地表点に設置された振り子の

場合は，コリオリの力が存在していないので，振動面

の回転現象も発現しないこともちろんである．振動面

の回転がおこらないのであるから，振り子の運動軌道

は地表に対して常に同一直線上にあり，その方向は初

期条件によって指定された一定方向を持つ，と見なし

ても良いそのため，振り子は常に同一鉛直平面内で

振動をつづけ，その振動面は平面を形成する．これに

対して，前章で述べた極地点に設置された振り子の場

合には，その振動面がわずかではあるが，曲面を形成

していた．

こうして，振動面回転の有る無しとは別に，振り子

の振動面が平面を形成するか，それとも曲面を形成す

るかということが，振り子を赤道上に設置した時と，

極地点に設置した時との，大きな相違点であることが

わかる．

なお，以上述べたことから，振り子の運動に決定的

な影響を与えるものは，初期条件である，ということ

もわかると思う．この初期条件の重要性については，

第１報の最後でも簡単にふれておいた.'）たとえば，

第１報で述べた（63'）式の初期条件を（９）式に適用

すると，その時の運動軌道は振動中心点で交叉し，８

の字を組承合せた菊の花模様になる．しかし，第１報

の（63'）式の条件が現実性に乏しいことは，そこでも

述べておいたとおりである．

７．改修形方程式の一般解

これまでは，（14）式の改修形方程式を基礎におい

て，地表で振らせた振り子の運動を，極地点および赤

道上などの特殊設置点で考えてきた．したがってこれ

らの場合は，一般的な振り子運動を代表するものでは

ない．これら特殊設置点以外の任意場所における一般

的な振り子運動は，このような両極端な場合の中間的

なものになり，それらの性質を組糸合せたものになっ

ているはずである．そのような一般的な振り子運動は，

(14）式の厳密解を得ることによって表わされる．

しかしながら，Ｑの値が非常に小さいため，（14）

式の厳密解から得られる運動軌道は，（12）式ないし

(13）式の在来軌道式によるものと，実質的には大差

のない運動軌道になると考えられる．しかも，第４章
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で述べたように，（14）式の改修形方程式は，その中

にいささか理論的な矛盾点を含んでいる。よってこれ

らの理由により，たとえ（14）式の一般解を求めて見

ても，それは無意味なものになるかも知れない．

ところが，（14）式の一般解を求めて見た場合には，

以下のように地球の自転角速度Ｑが，振り子の運動

にどれ程の影響を及ぼすか，その影響の程度を明確に

することができる．つまり，第１報で述べた(32'）式

の仮定についても，それの妥当性が理論的に証明でき

ることになる．このことを示す目的で，ここでは（14）

式の一般解を求めて見ることにする．そのためにいま，

(14）式の解を

、§＝Ａｇｗ，り＝Bgf〃 ……(36）

とおいて，これを（14）式に代入すると

二鰯雲測二網｝…(37）
となり，これから

Ｂ一一ｽ２－の2＋9/ＪＢ－－２如ス
万一２如ス’Ｘ一－ｽ２－Ｑ２＋9/ノ

……(38）

が得られる．ゆえに，本式の右辺をお互いに等しくお

いて

ス‘-2(号十号の２－告｡ｳｽ‘+(号一の２)(号-.璽)=０
……(39）

を得るが，この式の根は

ノI=士[号±{4号"2-州十(芸｡患一÷Ｑ２)璽}』',

＋号｡‘-告｡‘]!'，……(40）
となる．そこで，表現式を簡素化する目的で

州=[号±{4号の‘-〃+(号"‘一会Q‘)‘}:'，

＋号α圏一芸0']v‘……(４１）
とおけば，（40）式の４個の値は

ス,＝p，ス2＝－力，ス3＝９，ス4＝－９……(42）

と書くことができる．それゆえ，（14）式の一般解は

：二繊鱗幸三;鮒舞‘}…(43）
で表わされる．

ところで，（43）式の中に含まれる積分定数の間に

は，（38)式の関係が存在する．よって，この（38)式

のうちで，さしづめ第１式の関係を使用することにす

れば

B,＝-(9/ﾉ)－の２－ｐ２－Ａ１
２加' ……(44．a）

Ｂ２＝－[(9/ﾉ)－α２－が]Ａ２
２如ｐ

Ｂ３＝（9/ﾉ)一切2-92Ａ３
２如ｑ

Ｂ４＝一[(9/ﾉ)一の2-92］Ａ４
２伽９

となる．ここでまた，簡素化のために

……(必｡b）

……(44.c）

……(44..）

（'/雀蒜-が=',,('/芸諾-'圏='．
……(45）

とおけば，上記の（44）式は

Ｂ,＝'０Ａ,，Ｂ２＝－，０Ａ２，Ｂ３＝90Ａ３，Ｂ４＝-90Ａ４

……(46）

となり，（43）式は最終的に

：二蝋聯蝋憾""‘｝
……(47）

の表現式で示され，これが（14）式の一般解である．

一般解（47）式で，ｐと９の値は（41）式で求め

られるが，この（41）式でＱ２の項は，（14）式の第

２式に含まれる一Q2りのために現われたものであり，

遠心力"Q2りの影響はすべて，これらＱ２で表わさ

れている．つまり，（41）式の中にはα4(＝Q4sin4j）

やの2Q2(＝Q4Sin2j）が含まれているのであるから，

この｡‘の項がQ2sin2‘やＱ２で示される遠心力の

影響を表わす．したがって，地球自転の現象はＱ４の

項までが，振り子の運動に影響を及ぼしている，とい

うことになる．

このように，（41）式によれば，地球の自転角速度

Ｑが振り子の運動に及ぼす影響の程度を，明確に知る

ことができる．しかし，ここで（41）式を求めた目的

は，第１報で設定した（32'）式の仮定Q2cos2‘･り＝Ｏ

について，それの妥当性を理論的に証明することにあ

った．このことを説明するためには，（41）式の検算

を実行しておくと都合が良い．

８．改修形方程式の解に対する検算

前章で求めた改修形方程式の一般解（47）式で，そ

の中の積分定数の値を初期条件によって決定すれば，

(14）式による振り子の運動軌道が具体的に得られる．

しかし，その場合はこの（47）式から得られた軌道表

現式がやや複雑な形になるため，その表現式から振り

子運動の性質を，視察により簡単に判断することが困

難である．



ｽ'＝p＝[9/ﾉ＋､/4(9/Ｍ２一｡‘＋'4＋Q2]1/２

＝[9/ﾉ＋2,/万77.｡＋Q2],/2＝､/而十，

……(49．a）

ルーーカーー(、/而十Q）……(49.b）
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ただ，Ｑの値が非常に小さいのであるから，わざわ

ざ（47）式を使用して，振り子の運動軌道を求めて見

たとしても，その様子は（４）式や（13）式などの在

来軌道式が示すものと，大差のないものになることだ

けは予想できる．よって，振り子の運動軌道式として

は，（４）式もしくは（13）式の在来軌道式を採用する

のが適切であると考え，ここでは(4'）式からＱ２ｃｏｓ２

ｊ･り＝０を得る手順説明の都合上，（4'）式に対する検

算を実行しておくことにした｡ただし，（41)式は(42）

式と全く等価なものである．

まず，（4'）式が正しい結果を表わしているとすれ

ば，前に述べた極地点や赤道上など，これら特殊地点

に設置された振り子に対しても，それらの振動周期が

(41）式から得られるはずである．そこでいま，（41）

式つまり（42）式において，の＝０の場合を考えて見

ると，それは振り子を‘＝０の赤道上に設置したこと

になる．この‘＝０のとき，（42）式は

ス'＝p＝[9/ノーＱ２/２－Ｑ２/2]'/2＝、/9/ノーＱ２

……(48.a）

ス2＝一p＝一、/9/ノーQ２……(48.b）

ス3＝9＝[9/ﾉ＋Q2/２－Q2/2]'/2＝、/9/ノ…(48.c）

ス‘＝－９＝一、/9/ノ……(48..）

となり，前記の（29）式と（32）式との両式で示して

おいたように，赤道上に設置された振り子の振動周期

が得られる．これは（25）式の運動方程式を，直接解

いた場合に該当する．これらの式によれば，力には｡

が含まれるが，９にはＱが含まれないこの性質は

あとでQ2cos2‘・ワー０の関係を得るに際し，それの妥

当性をしらべる時の判断材料として利用できる．

次に，振り子を北極点に設置したとして，そのとき

の振動周期を求めるために，同じく（4'）式での＝Ｑ

とおいて，のを消去してＱだけで表わすと，（42）式

のスの値は

することがわかる．この場合は（21）式の運動方程式

を，直接解いたことに該当する．

さて次に，（41）式すなわち（42)式におけるＱ２は

(15）式で表わされるが，振り子の運動に及ぼすＱ２の

影響は，いずれにしろ小さいと考えられる．そこで，

このＱ２の影響をQ2sin2j＝①2だけで代表させるこ

とにし，（20'）式の関係Q2cos2ゆ＝０を使用して，

(41）式からｇを消去した場合につき，（47）式を計

算して見る．この場合は（14）式の運動方程式で，そ

の第２式の左辺第３項の｡を，αでおき替えたこと

になり，それは（２）式に対する解，つまり（2'）式の

解を求めていることを意味する．したがって，その時

に得られる結果は，当然（４）式と一致しなければな

らない

ゆえに，このことを確認するために，（41）式すな

わち（42）式において，その中のＱ２のところをα）２

でおき替えて見ると，（42）式は

ス3＝9＝[9/ノー､/4(9/j)Ｑ２－Ｑ４＋Q４＋Q2]1/２

＝[9/ノー2,/9/ﾉ．Q＋Q2Ｗ＝､/而一Ｑ

……(49.c）

ス‘＝－９＝一(､/9/ノーQ）……(49..）

となり，これら（49）式の値は，（22）式に含まれる二

つの運動周期を表わし’それらは（23）式の値と一致

ｽ'＝，＝[g/ﾉ＋、/4(9/ﾉ)の２－の4＋(3の2/２－α2/2)２

＋3α2/２－の2/2]'/2＝[9/ﾉ＋２､/9/ﾉ.①＋α2],/２

＝､/9/ﾉ＋の……(50.a）

ｽ2＝一p＝一(、/9/ﾉ＋の）……(50.b）

－

－（9/ﾉ)･--の２－(､/9/ﾉ＋の)２

ス3＝9＝[9/ノー、/4(9/ﾉ)①２－①4＋(3の2/２－の2/2)２

＋3の2/２－の2/2]'/2＝[9/ノー２、/9/ﾉ.の＋の2]'/２

＝､/9/ノー①……(50.c）

ス4＝－９＝一(、/9/ノー①）……(50..）

となり，結局のところｐと９の値として

ｐ＝､/9/ﾉ＋の，９＝､/9/ノーの……(5'）

が得られる．ただし，の＝Qsin‘であった．したがっ

て，（51）式でいま‘＝Ｏとおいて，赤道上の地表点

における値を求めると，ｐ＝9＝､/9/ノとなり，９の値

は（48）式と一致するが，ｐの値は（48）式と一致し

ない．そこで，この'＝、/9/ノを（48）式から得るた

めには，単純にＱ２を無視したと考えても良い．しか

し，［cCs‘]＝１であるから，ここではそれを
‘＝０

［Q2cos2']＝Ｑ２＝０
‘＝Ｏ

と仮定した，と1,,う考え方をしたほうが合理的である．

何故ならば，この考え方は(20'）式と一致するからで

ある．

さらにまた，（45）式へいま得られた（51）式の値を

使用すれば，（45）式は

j2の(､/Ｊ77＋①）
ｊａ２５

Ｊ

く

②
・
２
、

一
洲
・
２
－
７
一

Ｖ
一
洲
Ｌ
了

一
一

'０＝型/J)一の２－が一
２池'

－－２⑳(､/9/ﾉ＋の）
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，．=('/‘)一鋤２－‘圏=器緋諾十一’２伽９

……(52.b）

となるので，まとめると’０と９０の値としては

'｡＝ら９０＝一Ｚ……(53）

が得られる．

よって，これら（51）式と（53）式の値を，（47）式

に代入したとき，この（47）式は

§＝Ａ１ｇｘ,/，/'+")'十A2e-j(､/，"+")‘

＋A3ei(､ﾉﾂ‘~"〕‘＋A‘e~f(､''"~．)‘……(54.a）

り＝'[Ａ１ｇＫ､/，"+"〕'一Ａ29-‘(､/'ﾉ'+")‘

一A3gi(､/，"~｡'〕'＋Ａ‘g~i(､ﾉ，"~｡〕‘］……(54.b）

となる．（3'）式と同じく，ここでまたｚ＝6十句の

表示を採用すれば

z=ど+"=A1gf(､/'/I+･')‘+A2g-i(､/,"+･)‘

＋A3ei(､/9"－，)8＋A4g-i(､/gﾉﾉー型)‘

－Ａ,gi(､/9"+･)8＋A2e-i(､/9"+°)'

十A3ej(､/9"一｡，〕‘－Ａ49-K､/9"一｡')‘

・・・Ｚ＝2Ａ29~j(､/g"+･'〕'十2A3ei(､/，ﾉJ-｡，)‘

が得られる．本式で更に２A2＝B’２A3＝Ａとおき替

えて見ると，上式は

ｚ＝(Agi､'，ﾉﾙ‘＋Bg~j､/'".‘)g~ｉ"！……(55）

となり，これは予測どおり（４）式と一致することが

わかる．この（55）式の積分定数を初期条件により，

具体的に決定した結果が,在来軌道式と名付けた(,2）

式，つまり（'3）式にほかならない．

このようにして，（41）式からは（51）式が得られ

るが，その際Q2cos2j＝０の仮定が使用されている．

このQ2cos2‘＝０は取りも直さず，第，報で示した

(32'）式の仮定，つまり

Q2cos2‘・り＝０

の関係を意味するものである．

９．第１報での仮定（32'）式に対する証明

前章において，（41）式から（51）式を求めるために

は，仮定としてQ2COS2d＝０の関係が必要である，と

いうことを述べた．ここではQ2cos2ゆ＝０の仮定が，

理論的にも妥当性を持つものであることを，（41）式

を使用して示すことにする．つまり，第１報で設定し

た（32'）式の仮定Q2cos2‘･り＝０について，それの

妥当性を以下に検討して見る．

そのためには，第１報で（32'）式の仮定を得た経過

手順を，ここで再度要約しておくと都合が良い．すな

重重:鱒:二::ﾘﾃ１

州=[号±{4号｡‘一〃+(号"‘-告｡2)1叩,

十号｡‘-会｡２丁'.

抑=[号±2什叶号・圏一会｡.]‘"

．．.','=[(号士2得…’)+会"２－÷･霞]v，



1２ 鹿児島大学工学部研究報告第２２号（1980）

伽=Ⅳ÷±")2+÷｡璽(sin2’一')]』'’

･･･',‘=[(、/号±")魁一芸肌｡s‘‘]‘'，……(59）
の形で得られる．

この（59）式の中ののはgsin‘であったから，

それはコリオリの力を表わす．一方，その中で（－

１/2)Q2cos2‘の項は，コリオリの力や遠心力の複合

作用の結果，そこに現われたものであり，それに１/２

が乗ぜられてはいるがその形から見て，それは§軸

まわりの遠心力"(Qcos‘)2りを表わす，というよう

に考えて良い何故ならば，６軸まわりの遠心力の成

分中，"(ＱCOSゅ)2<;の成分のほうは，それを最初か

ら省略しているからである．

上記のQ2cos2‘に乗ぜIうれている１/2の定係数は，

"(Qcos‘)2.りの遠心力のうちでそれの半分が，振り

子の周期に影響することを示す．その原因は｡４の項

を省略して，近似計算を実施したことにある．このこ

とを更に明確に示すためには次のように，振り子の設

置場所が赤道上の地表点であるような，特殊な場合に

ついて考えて見れば良い

すなわち，（59)式でいま‘＝０とおいて，赤道上に

設置された振り子の場合を考えると，ｐと９の値は

ｐ＝9＝、/9/ノーＱ２/２……(60）

となり，§軸方向，およびり軸方向それぞれの振動に

対して，ど軸まわりの遠心力の半分が，影響を及ぼし

ていることがわかる．ところで，この（60）式では’

の承ならず，９の中にもＱ２が含まれるが，実際には

この９がその中にＱ２を含んでいると，具合いが悪

くなる配何となれば，前記の（48）式でわかるように，

赤道上に設置された振り子に対しては，力と９の値が

ｐ＝、/9/ノー，２，９＝、/9/ノ……(60'）

でなくてはならない，という理由からである．したが

って，ｐはその中にＱ２を含んでいても差し支えない

が，９の値にはその中にＱ２が含まれてはいけないこ

とになる．

この９の値がその中にＱ２を含まない具体的な原

因は，赤道上ではり軸まわりの遠心力が地表で存在

しないためであり，それはＱ２の項をＱ２＝０と，近

似的においたこととは根本的に異なる．よって，（60）

式のように９の値にＱ２の項が含まれては，不合理

をきたす．このことについては，（48）式のすぐ下で

も，すでに述べておいた．このように，（60）式はそ

の中に不合理性を含むが(60)式は(59）式から得られ

たものであった．これはとりも直さず，（59）式がそ

の中に不合理性を含んでいる，ということを意味する．

そこで,このような不合理点を（59）式から排除す

るためには，（41）式でいま実施したＱ４＝０の最初の

近似仮定のほかに，（59）式では更に別個な，近似計

算上の追加仮定が必要となる．ところが，この場合

(ﾍ/÷±")亀>会｡魁c･鋤 ……(61）

であることは明白であり，振り子の運動に及ぼすＱ２・

cos2jの影響は，それが完全に無視できることになる．

その結果，必然的に

Q2cos2ゆ＝０……(62）

としても差し支えないこれは(20'）式と一致し，こ

の関係は(57')式を表わすが，それは結局（57）式を

意味している．

しかも，上記の（62）式の関係によれば，赤道上に

設置された振り子の場合，９の値にはその中にＱ２が

含まれず，合理的になっている．すなわち，（59）式

へ（62）式の関係を代入して見ると，力と９の値が

’＝､/9/J＋α'９＝､/9/ノーの

となり，これらは（51）式と一致する．本式でのは

Qsin‘であるから，‘＝０の赤道上では９＝､/9/ノと

なり，９はその中にＱ２を含まないことがわかる．一

方で，このときはｐの中からもＱ２が消失してしま

うので，不合理がおきたかの如く見える．しかし，そ

うではなくて，それは（60'）式で言えば，その中で

Ｑ２の項を

Ｑ２＝[Q2cosや]＝０
‘＝０

と見なし，（62)式の仮定を適用したと考えれI笈,’の

値は合理性を持つ．このことに関しては，（51）式の

すぐ下でも，すでにそこで述べておいた．

このように，（62）式の追加仮定によりはじめて，

(59）式つまり（41）式が合理性を持つ．ただし，‘＝

元/２となる極地点においては，（62）式で，キ０とお

いたとしても［cos2’]＝０となるゆえ，（62）式は極地
ｄ＝定ﾉ２

点では正確に成立し，それは近似仮定ではな１，，．よっ

て，（62）式の仮定は極地点を除外したその他の地表

点で，それを近似仮定として適用すれば良いなお，

(62）式の関係を得るに際しては，Ｑ‘＝０が仮定とし

て使用されてはおるが，そこでは決してＱ２＝０を仮

定する必要は全くない．

以上のようにして，（57）式の妥当性が，理論的に

確認できる．ところが，この（57）式は第１報で設定

した仮定(32')式と，全く同じものであった．したが
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って，第１報の第７章でその末尾に追記しておいたよ

うに，そこで設定した(32'）式の仮定に対しては，そ

れの妥当性が理論的に証明できたことになる．

結論として，地表に設置された振り子の運動に，地

球の自転現象が及ぼす影響を，見掛けの重力も含めて

更にそれ以外のものまで求めるためには，次のように

すれば良い．すなわち，支点軸まわりの角速度成分

Qsin‘については，それを４乗した｡‘sin4‘を無視

し，また支点軸に垂直な地表南北軸まわりの角速度成

分Qcos‘については，それを２乗したQ2cos2‘を

無視すれば良い．

このことをわかり易く言い替えると，重力の作用の

もとに地表で振動する振り子の場合，それの運動を求

めるに際しては，振り子の運動に附随して発生する遠

心力のうちで，地表鉛直軸まわりの遠心力は必ず考慮

する必要がある．けれども，地表南北軸まわりの遠心

力については，それを無視しても差し支えない，とい

う結論になる．つまり，Q2cos2‘＝０として良いが，

Q2sin2‘キOとすべきである．

このような見地に立脚して振り子の運動方程式を作

製すれば，その中には現実的な立場から見て，ほぼ完

全に地球自転の影響が含まれたことになる．そのとき

得られる運動方程式が（２）式すなわち（2'）式であ

り，本論文ではそれを｢地球自転振り子の運動方程式」

と呼んだ．それがすなわち，次の

重重》::::蝋:::琴:|美:’
．．…･(62'）

の形をした運動方程式であった．この（62'）式を求め

るに当たっては，｡‘＝０とQ2cos2ゆ＝０の仮定が使用

されているだけであって，そこではＱ２＝０の仮定は

全く使用されていない．ただし，このことが言えるの

は，（14）式を利用して（62'）式を導いた場合に限定

され，この場合は支点軸の回転速度が微小値でなくて

はならない．

しかしながら，（62'）式は（14）式を利用しなくて

も，それを求めることができる．すなわち，旋回クレ

ーンつり荷重の運動を表わす（１）式を利用しても，

それを導くことができた.'）この（１）式を利用した場

合には，Qsin‘がクレーンの旋回角速度αに該当し，

そこではまたQ2cos2‘＝oとすべきであるため，（62'）

式のQsinj＝のは任意の値を採る．この結果，（62'）

式は支点軸回転速度の大小とは無関係に，それを使用

しても差し支えないことがわかる．

10．フーコー振り子の在来形運動方程式

第１報でも述べたように，従来は次の形の式

重重|:::戦:’一側
の解が，（12）式すなわち（13）式であるとされてきた．

本報告書では（12）式や（13）式のことを，在来軌道

式と呼んだ．（63）式は（２）式，つまり（62'）式で

Qzsin2ゆ＝０とおけば直ちに得られる．しかしながら，

繰り返し述べてきたように，（12)式や(13)式を(63）

式に代入して見ると，これら（12）式や（13）式は

(63）式を厳密には満足していない，ということが容

易にわかる．

（63）式が有名なフーコー振り子に対する運動方程

式の在来形である.2)･3)･４）本報告書ではそれを「フー

コー方程式」と略称した.'）そしてここではまた，（１）

式のクレーンつり荷重の運動方程式でγ･＝０とおき，

その結果を利用して，（63）式のフーコー方程式が求

められている．これは旋回クレーンつり荷重とフーコ

ー振り子との両者の運動が，同一方程式で取り扱い得

る，ということを示す．ただしこの場合は，Qsinjが

クレーンの旋回角速度①に該当するために，Qsinj

＝のの値は任意の値を採ると考えなければならない。

しかし，フーコー振り子をクレーンつり荷重とは区

別して，それを別個に取り扱いたい時には，次のよう

にして（63）式を求めれば良いすなわち，第１報記

載の（26）式から（14）式を導き，この（14）式の第

２式でQ2cos2j＝０とおいて（２）式を求め，次にこ

の（２）式でさらにQ2sin2ゅ＝０とおいて，（63）式を

求めると良いしたがって，この場合はQ2cos2j＝０

の仮定に加えて，さらにQ2sin2j＝０の仮定が，重ね

て使用されなければならない．

（14)式を利用して（63）式を求めると言ったこのよ

うな考え方は，（15）式の関係から判断すれば，結局

のところＱ２＝Ｏと考えていることには間違いない．

けれども，（63）式の運動方程式については，それが

(1)式を利用しても得られるものであり，その時は

Qsin‘の値が微小値である必要はなかった．したが

って，（63）式に対しては，それの誘導経過がわかる
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ようにしておかないと，それが単独の独立した運動方

程式であるとは見なせないことになる．そのために

(63）式に対しては，必ず

、/す77＞Qsin‘，すなわち”2＞１……(63'）

の付帯条件を連立させなければならない．その理由と

しては，さらに以下のことが考えられる．

通常一般の振り子で〃の値は，(6)式の９/ノー邦２．

(Qsin‘)２の関係から得られるものであるが，この場

合Qsin‘の値は，振り子の設置点により定数値を採

るにしても，９/ノの値は各振り子に対して変動し，そ

れらはそれぞれ異なる値を採る．したがって，邦の値

はもともと変数と考えるべきものであり，元来それは

0≦"≦ＣＯの値を採るべき性質のものである．

このように〃が変動値であるとすれば，〃の値が

極端に小さくなった場合も，理論上では想定しておか

ねばならない．しかし，”の値が小さくなり，（63'）

式の条件がくずれる時には，（63）式の厳密解は合理

的な結果を与えないことになる．このことは（63）式

の場合，それの厳密解が容易に得られるのにもかかわ

らず，得られたこの厳密解の表現式がそのままの形で

は採用されていない，ということによって充分了解で

きる．つまり，従来の計算手順によれば，（63）式の

厳密解に対しては，それに（63'）式の連立条件を適用

した時にの承，その結果が（12）式の在来軌道式と一

致する．

ところが，第１報で述べたように在来軌道式では，

Qsin‘の値が任意の値であっても差し支えないわけ

であり，この在来軌道式の場合，Ｑ２＝０である必要は

全くない．つまり，０≦Q≦oｏでも良いしたがって，

従来の計算手順によれば，それが次のような経緯をた

どっていることになる．すなわち，そこではまず最初

に，（14）式でＱ２＝０を仮定して（63）式の基礎方程

式を求め，次にこの（63）式の厳密解に再度Ｑ２＝０を

代入し，最終的な解として，Ｑ２＝０とは全く関係のな

い在来軌道式を求める，といった経緯をたどることに

なる．最初にＱ２＝０の仮定をしておきながら，最終

的にはＱ２＝０の条件を必要としない結果が得られる，

といったこのような計算経緯には，いささか理解しに

くい点がある．

しかし，最終結果としては（12）式の在来軌道式を

得ているのであるから，従来の計算手順は計算技巧の

面からすれば，それは成功している．このことを可能

ならしめるものが，（63'）式の連立条件であり，それ

は（63）式の適用範囲を限定するものとなる．ただし，

それは決して，在来軌道式の合理性を否定するもので

はない何故ならば，在来軌道式の適用範囲の中には，

当然Ｑ２＝０の場合も含まれているからである．

このように，（63）式のフーコー方程式に対しては，

(63'）式の連立条件を必要とするが，これは（63）式

の持つ難点の一つであると考える．それに反し，（２）

式すなわち（62'）式に対しては，Qsin‘の値が任意

の値であっても差し支えないこの結果，（63'）式の

ような連立条件なしでも，（２）式つまり（62'）式はそ

れ自身，単独でも成立する方程式となっている．

１１．静止座標系におけるフーコー方程式

前章では，（63）式のフーコー方程式が持つ難点と

して，それの適用範囲が｡の値の小さい場合にのゑ，

限定されていることを述べた．しかしながら，この

(63）式に対しては，もう一つの決定的な難点が考え

られる．そのことを説明するために，本章では（63）

式の相対運動方程式を，静止座標範，ｙで表現して見

る．

すなわち，（17）式を（63）式に代入して，静止座標

系における絶対運動方程式を求めて見ると，それは

諺十(号十の鰯)諺=0,幾十停十α園)'=０
……(64）

の形となり，これは実質的には（63）式の運動方程式

と，全く等価な同じ内容のものを表わす．ただし，こ

こではQsin‘＝①とおいた．この（64）式の絶対運

動方程式と（63）式の相対運動方程式との等価性は，

逆に（16）式を（64）式に代入すれば（63）式が得ら

れる，という事実によって容易に確認できる．

ところが，この（64）式はその中に，の(＝Qsin｡）

を含んでおり，絶対静止の空間で振り子を振らしたの

にもかかわらず，それの運動には座標軸の回転が影響

している．つまり，支点軸の回転速度のが影響する

ことになる．これは支点軸の回転など，座標軸の運動

がいっさい存在し得ないはずの，静止座標系という大

前提に反し，明らかに不合理である．

しかも，（64）式の場合には，座標軸そのものの運

動は存在し得ないのであるから，α2＝Q2sin2‘が小さ

いから無視すれば良い，といった性質のものでもない

さらになお，（64）式から得られる振り子の周期で,''′

は

で,'''＝2元/､/9/ﾉ＋の２
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の形を採り，この値は無減衰の振動周期で,＝2元/、/9/ノ

とは異なるため，これまた不合理をきたす．

これらに加えて，（64）式の左辺でその中のの2罪，

およびａ２ｙの項を考えて見ると，それらは加速度の

形をしているとは言え，この場合は正の符号を持つの

で，それらが遠心力を表わす性格の求心加速度に該当

する，といった考え方をするわけにもいかない．何故

ならば，前記の（19）式のところでも述べたことでは

あるが，求心加速度はこの場合，必ず負の符号を持た

なければならない，という理由からである．この結果，

(64）式の場合の①ｚｚと①2yの項に対しては，それの

持つ物理的な意義を，具体的に解釈することが不可能

となり，不都合をきたす．

いま述べてきた矛盾点や不都合点を，（64）式から

排除するためには，（64）式でのを除去すれば良い．

つまり，（64）式では

の2範＝０，の2y＝０……(65）

と断定的なおき方をせざるを得ない．ところが，ここ

で考えているものは振り子の運動状態であるから，

エキ０，ｙキ０であることは明白である．よって，この

(65）式は結局のところ，それのかわりに

の2＝０……(65'）

とすれば良いことがわかる．この（65'）式のようにお

いた時にはじめて，（64）式が静止座標系の定義と矛

盾しないことになる．このときは，静止空間の前提に

立脚しているゆえに，ここではそれを近似的に①2＝０

とおいて，座標軸回転の存在をゆるすわけにもいかな

い．

だからと言って，（65'）式のようにおいた場合にIま，

必然的にα)＝Qsin‘＝０となり，赤道上を除けばｓｉｎ

ゆキ０であるから，｡＝０が得られる．これは地球の自

転そのものを否定することになり，それは回転座標系

における（63）式の相対運動方程式で，それ自身の根

底をくつがえすことになるので，不合理をきたす．そ

れはまた，（63）式でその左辺第２項に存在するコリ

オリの力も，同時に省略することになり，非常に具合

いが悪い．何故ならば，（63）式でコリオリの力を省

略してしまえば，振り子振動面の回転が説明できなく

なるからである．

12．フーコー方程式と地球自転の振り子方

程式

前章で述べたことからわかるように，（64）式の矛

盾点を排除するためには，（65'）式のような断定的な

条件が絶対に必要となる．ところがここで，この(65'）

式の条件を設定すると，こんどは（63）式自身の根底

がくずれる，と言った自己矛盾に到達する．

これらのことは，フーコー方程式が実用的な面は別

にして，その表面的な形式面では，その中に大きな理

論的矛盾点を含む，ということを示すものと考える．

このことが第１報の第４章で，その末尾に「フーコー

方程式はその中に，大きな理論的矛盾点を含んでいる

ようである」と述べた理由である.'）

これに反して，第１報で（59）式として示しておい

た絶対運動方程式は，（２）式つまり（62'）式から得ら

れるものであるが，それは

叢十号諺=0'祭十号，=０……(66）
の形で表わされ，これらの中には重力加速度９の承

が含まれており，合理的な結果になっていた.'）本式

から得られる振り子の周期はで,＝2元/､/9/ｊの無減衰

周期とも一致している．

なお,前に第４章の後半でも述べたように，Newton

の運動法則そのものが，絶対静止の座標空間をその根

底においているものである以上，座標変換によって

(63）式のような回転座標における運動方程式を得る

際には，あくまでも（64）式から出発してそれを求め

るのが本筋と考える．ただし，もちろん（64)式がａ２

を含んでいてはいけないのであるから，その時は(66）

式から出発しなければならない

そこでこの考え方に従って，（66）式を回転座標に

おける相対運動方程式に変換すると，その結果はＱ２

の項を含まない（63）式とは一致せず，これまで再三

述べてきたように，それはＱ２の項をその中に明りょ

うに含む（２）式，すなわち（62'）式と一致してしま

う．これは結局，フーコー振り子の場合，振り子の運

動に附随して発生する支点軸まわりの遠心力は小さい

ので，それを無視しても差し支えないと，方程式を簡

単化しては具合いが悪い，ということを示すものと考

える．

次にまた，（62'）式つまり（２）式を採用することに

対しては，「フーコー振り子の場合には，Ｑ２の項を無

視しているので，Ｑ２の項の当否を論ずる必要はない」

と言った批判が聞かれる．しかしながら，（'4）式に

おいてその中で，Q2cos2‘＝０ではあるがＱ２キ０であ

る，とおいた時に得られるものが（２）式であった．

したがってそこでは，Ｑ２＝ｏといった単純なおき方が
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なされている，ということとは根本的に異なっており，

それは（２）式の場合，Ｑ２＝０と言った形の仮定が必

要でない，ということを示す．この結果，（２）式を採

用することが微小項Ｑ２の項の当否を論じている，と

いうことには当たらないと考えられる．

１３．フーコー方程式の厳密解

この第２報においては，（14）式の改修形方程式と

それの一般解について述べ，この改修形方程式から在

来軌道式を得るためには，Q2cOs2ゆ＝０の仮定を一度

使用するだけで良い，ということを説明してきた．こ

こでは，改修形方程式からフーコー方程式の在来形

(63)式を求め，次にこの（63)式により在来軌道式を

得る計算手順を示すことにする．すなわち，（63）式

を解く場合には，Ｑ２＝０の仮定が二度にわたって使用

されている，という第10章の後半で述べた概略説明を，

具体的にここでは明示することにする．

まず，一度目の仮定として（14)式へＱ２＝０を適用

すれば，（63）式のフーコー方程式を得る．そこでこ

の（63）式の一般解を求めるわけであるが，それは次

のようにすれば良いとされている．6）いま，（63)式の

第２式にノー、/－１をかけて，それを第１式に加え，

さらに（3'）式にならってＺ'＝6＋"とおけば，前記

の（63）式は

前ｱ+2加筈十"Ｗ=０……(67）
ａ２Ｚ′

となる．ただし,①＝Qsin‘であり，そしてこの(67）

式では，（６）式の９/ノー解の2の関係を使用して，その

左辺第３項の９/ﾉのところを，が2ａ２でおき替え，（７）

式になぞらえておいた．

そこで，Ｚ'＝g〃を仮定して（67）式に代入すると，

それの特性方程式は

ス2＋2畑ｽ＋"2の2＝０

となり，これから

ス,＝j(､/"2＋1-1)の，ス2＝一'(､/"2＋1＋1)α

の２根が得られる．よって，（67）式の一般解として

Ｚ'＝zb'9-jα‘ …･･･(68）

を得る．ただし，ここで

ｚｂ'＝Agjゾ誘再｡‘＋Be-'J胃r字I.｡‘……(69）

であって，（68）式が（63）式の一般解となる．このよ

うにして，（63）式の厳密解は容易に得られるとされ

ている.5）

上記の（68）式でその中の積分定数Ａ,Ｂを，（10）

式の初期条件を使用して決定して見ると，振り子の運

動軌道が持つ外円の半径１０２′は

１０２'＝6。 ……(70）

となり，これは問題がないしかし，内円の半径,0,′

は

β,'＝６０/､/扉干了

＝6｡(Qsinゆ)､/ｊ/9/､/1＋(Qsin‘)2/(9/ｊ）

……(70'）

となって，これは（13'）式の値とは一致しないそこ

で(63'）式の連立条件を適用する必要がおこる．この

連立条件を(70')式に適用した結果はβ,'＝6｡/､/7両盲１

＝60/〃となり，それが（'3'）式に一致することを知

る．

さて次に，(6)式によれば”＝､/了77/(gsin‘)であ

ったから，ここで基礎においた（63）式の運動方程式

では，Ｑ２が省略されたのにもかかわらず，それの一

般解（68）式にはＱ２が出現している．そのためここ

で，再度Ｑ２＝０の仮定，つまりが2＞１の仮定（63'）

式を，（68）式に適用すると，それは

ｚ'＝(〃""'十Bg-i…)g-i｡’ ……(71）

となり，本式は（８）式の在来軌道式と一致する．

′以上が（14）式から在来軌道式を得る従来の計算手

順であり，その場合わかることは，Ｑ２＝０の仮定が二

度にわたって使用されていることである．Ｑ２は（15）

式によれば，Ｑ２＝Q2cos2j＋Q2sin2‘で表わされる．

よって，（63）式のすぐ下でも述べておいたように，

このＱ２＝０の仮定を二度にわたって使用することは

結局，Q2cos2‘＝０の仮定に追加して，さらにQ2sin2

j＝０の仮定が引き続いて使用された，ということを

意味する．これは（63）式を基礎方程式に採用したた

めである．けれども，もしも（２）式を基礎方程式に

採用したとすれば，Q2cos2’＝０の仮定の承を使用す

るだけで在来軌道式がただちに得られ，そこではＱ２・

sin2j＝０の仮定を使用する必要がおこらない．

ところで，一般にある物理系の運動を支配する基礎

方程式で，その中から一つの力を省略した場合，それ

の運動にはいま省略した力は影響しないはず，と考え

るのが合理的である。したがって，（63）式の解には，

コリオリの力に該当するＱは出現しても良いが，Ｑ２

の項は解の中に現われないと解釈すべきである．ただ

し，ここでＱ２は遠心力を表わすと見なして良い

しかしながら，（69）式でもわかるように，（63）式

を基礎方程式とした場合，それの中でＱ２が省略され

たのに，この（63）式の解には〃２の形でＱ２が現わ
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れている．このようなことが起るのは（63）式を理論

面で見たとぎ，それの妥当性が一部欠けているせいで

はないかと考えられる．このために第10章では，（63）

式から在来軌道式を求める計算経緯には，理解しにく

い点があると述べておいた．これに引き替え，（２）式

の解である（71）式には，Ｑ２が含まれないことになる

が，このことについては，振り子の周期に及ぼすコリ

オリの力の影響を，（２）式ではそれの左辺第３項に含

まれる遠心力が打ち消してしまうためである，と言っ

た考え方をすれば了解できる．よって，（71）式がそ

の中にＱ２の項を含まないからと言って，それが（２）

式の妥当性をそこなう，ということにはならないと考

える．

なお，（68）式によれば，振り子の振動面は，一の

の角速度で回転することがわかる．ところが，（63）式

の運動方程式でαを含む唯一の項は，その左辺第２

項に存在するコリオリの力の承である．したがって，

振り子振動面の回転を発現する原因はコリオリの力に

ある，ということを（68）式が明確に示している．

また，（7')式の積分定数ＡとＢを,初期条件('0）

式によって決定したものが，（13）式にほかならない

この結果，地表に設置される振り子では，無減衰の工

夫さえ施しておけば，どのような振り子を使用した場

合であっても，それにより振り子振動面の回転現象は

検知できる，という見透しが得られる．しかし，現実

にはつり糸の長さノは大きいほうが良く，ノー'9("）

ぐらいの長さであっても，振り子が次第に楕円運動を

呈するようになるために，振り子支点の支持装置の製

作には，特別な工夫が必要であるとされている.‘）次

に振り子の重さをできるだけ大にすることが，楕円運

動を防止する上に，大きな役割を演ずるものと考える．

１４．連立条件（63'）式および虚数抵抗

第10章ではフーコー方程式の在来形（63）式に対し

ては，（63'）式の連立条件が必要であることを述べた．

この（63')式の条件はそれを具体的に言い換えると，

支点軸の回転速度が微小でなくてはならない，という

ことを意味する．したがって，支点軸が回転する模型

装置により，振り子の室内実験を実施する場合などに

は，（63'）式を連立させないと（63）式が使用できな

くなる．しかしながら，フーコー振り子ではいずれに

しろ，支点軸の回転は微小であり，（63'）式の条件を

格別に必要としない，というようにも考えられる．

ところが実際には，（71）式のすぐ下で述べておい

たように，もしも（63）式を使用しないで（２）式を

使用したとすれば，ただちに在来軌道式が得られる．

それにもかかわらず，従来は（63）式を使用し，それ

の厳密解を求め，この厳密解にわざわざＱ２＝０の仮

定，つまり〃2＞１の（63'）式の条件を適用して在来

軌道式を得る，といった少しまわりくどい手順が採用

されている．このように，基礎方程式とそれの解へ，

同じ仮定を二度にわたってその都度使用している計算

手順には，いささか不自然さがあり，このことが（63）

式に対しては，（63'）式の連立条件が付帯的に必要で

ある，と述べた特別の理由となっている．

それに加えて，この（63'）式の連立条件を必要とす

る理由には，さらに次のものも考えられる．すなわち，

(63）式をそれの誘導過程を抜きにして，それを単独

の独立な方程式と見た場合，”が変数であるために，

この〃は〃＝１，もしくはが＜１の値の時にも，それ

の適用が可能であることがのぞましいここで，〃の

値が小さくなり，”＝１もしくは〃＜１となることは，

支点軸の回転が早くなった場合を意味する．

このように支点軸の回転が早くなれば，振り子に働

く遠心力も大となり，振り子は初期変位６０を半径と

する円に対し，それの外側で運動することもあり得る，

と想定するのが合理的である．実際に（13'）式によれ

ば，〃≦１の場合に対してはβ,≧,０２となって，振り子

は'02＝60を半径とする円の外側の象で運動しておる．

これは遠心力が大きくなったことを示し，合理的な結

果となっている．このことは，が＝１を境にしてが＜１

の場合には，内円と外円が逆転する，ということを意

味する．

ところが，これとは反対に（70）式と（70'）式によ

れば，泥の値のいかんにかかわらずｐ２'≧β,′となり，

遠心力が大きくなった〃≦１の場合でも相変らず，振

り子の運動軌道は常に，半径,02'(＝60）の円の内側だ

けに存在し，不合理をきたす．このような不合理を

(70'）式から排除するものが，（63'）式の連立条件に

ほかならない

なお，（２）式に対しては，（63'）式のような”z＞１

の連立条件を必要とせず，（２）式は支点軸の回転速度

の大小とは，全く無関係に使用できる．したがって，

(63'）式の条件は，支点軸の回転が小さい場合iこの象

(63）式が使用できる，ということを明示するもので

あり，それは（63）式の適用範囲を規定するものであ

る．

しかし，地表で実際に使用される振り子に対しては，
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(63'）式の条件が自動的に満足されている．ちなみに

ここで，通常一般の振り子について，参考のために邦

の値を算定し，が2＞１の関係が成立していることを示

しておく．”の値は(6)式により”＝､/了77/(Qsin'）

で表わされるので，これはＷ(Qsinゅ）に逆比例し

ている．したがって，ｓｉｎｊ＝１とおき，かつノの長さ

としては実現可能な最大長の値を用いると，その時の

〃は最小値が､ｉｎを表わすと考えて良い．

フーコーがその有名な実験で採用した振り子の長さ

ノは，ノー67(､）であったとされている.6）また，ソ連

のレニングラードの聖イサック寺院のものは，ノー９０

(､）とされている.６）これらは現実面で予想される振

り子長さとしては，最大長のものに属する．そこでい

ま，ノー100(､）と｡＝7.292×10-5(rad/sec)の値を使

用して見ると，邦､ｉｎの値は

〃min＝、/９／(､/ノ･QSin‘）

＝、/9.8/(、/100×7.292×10-s）

＝4300＞１

．．．〃2min＝1.85×107＞１

となり，現実面ではすべての振り子に対して，、/"2＋１

＝〃としても良いことがわかる．

次に第１報の第５章では，その末尾に「通常の振り

子運動に対する減衰現象というものは，で2＝ｊ２元/ﾉαの

虚の周期を持った回転運動に相当する」と述べておい

た．Ｄこのことについて，さらに具体的に説明すると，

以下のようになる．すなわち，（67）式によれば，そ

の第２項に存在するコリオリの力は，虚数ｊを含むた

め，それは虚数抵抗に相当する．そこでいま

ｚα＝ﾉu，すなわちの＝ﾉα/ノー似/､/－１

とおいて，似を実数値の抵抗係数と見なせば，（68）

式は

Ｚ'＝(〃J777=扉.‘＋Bg-'ゾ577=扉:‘)e一陣……(72）

となり，これは通常の減衰振動を表わす．何故ならば，

この（72）式は次の減衰自由振動方程式

祭十2"帯十号Z'=０……(73）
の解になっている，という理由からである．（73）式

は（67）式で，その左辺第２項の係数如を，ノαでお

き替えたものにすぎない．また，（72）式によれば，

振り子の小振動に対する周期で３は

Ｔ３＝2元/、/9/ノー似２．．…･(74）

の形で表わされる．

このような解釈は振動系の運動方程式が，その中に

コリオリの力を含む場合には，常に成立すると見て良

いしたがって，（２）式に対しても同様なことが言え

るが,ただ，その時は振り子の小振動周期は，（71）式

でもわかるように，無減衰時の値で,＝2元/､/9/ノのま

まで残る．この原因は前章で述べたように，コリオリ

の力と遠心力との相殺作用にあると考えられる．

１５．旋回クレーンつり荷重と地球自転振り

子

本論文をしめくくる前に，旋回ジプクレーンつり荷

重と地球自転振り子との，対応関係についてさらにこ

こで，補足説明を述べておく．いま，旋回ジプクレー

ンつり荷重の運動で，クレーンの旋回速度をα)･の新

記号で表わすことにし，ジブ半径γ･を７｡＝０とおけ

ば，支点軸の回転角速度は①｡＋Qsinjとなる．その

ため，（61）式は

［ﾍ/子士("｡+osinj)丁>会｡‘cos‘‘……(75）
で表わされる．ただし，クレーンの旋回速度α･の方

向と，地球自転による支点軸の回転速度Qsin‘の方

向とは，いずれも同じ向きを持つと仮定した．

さてここで，改めて

①0＞Qsinj……(76）

と考えれば，それは地球の自転現象をすべて無視して，

ｇ＝０とおいた場合に当たる．

このときの旋回クレーンつり荷重の運動は，支点軸

が⑳｡の自転速度を持つ振り子運動に，そのまま対応

することになる．したがって，地球自転の振り子に対

する実験装置としては，旋回ジブクレーンの模型で

γ･＝０とおいた形式のものが，採用されなければなら

ない

そこでいま，振り子の振動面が絶対空間では，一定

方向を保持するといった性質を，模型実験により示す

目的で，振り子の運動軌道を投影するための，水平回

転円板を作ったとする．この場合，もしも円板外の地

面にジブ付ポストを固定して，円板の承を回転させた

としても，そこでは振り子支点軸の回転が存在しない

のであるから，振り子にはコリオリの力が作用しない

ことになる．

したがって，ジブ付ポストは回転円板の上にのせて

固定し，それを円板とともに回転させる必要がある．

しかもこのとき，振り子支点軸と円板の回転軸とは，

同じ鉛直線上に一致している必要がおこる．このよう

にしてはじめて，７０＝０となり，振り子の運動には．
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リオリの力が作用し，振り子の運動方程式も（62')式，

つまり（２）式で表わされることになる．

このようにγ･＝０とした場合でも，振り子の振動模

様は可能な限り，単振り子の様子に接近していなけれ

ばならない．そのためには，第１報でも述べたように，

つり糸の長さを短くすれば良い'）しかし，そればか

りではなく，水平円板の回転数もまた振り子の振動数

にくらべて，できるだけ小さな値にする必要がある．

何故ならば，振り子の初期条件は（10）式でなければ

ならないからである．ところが，それをいま実験がし

易いように，最初に振り子へ振動を与えておき，その

あとで水平円板を回転させたとする．そうすれば，そ

の時の初期条件は第１報記載の（63')式となる．この

(63'）式は，本報告書に記した（10）式とは一致して

いないので，具合いが悪い。

すなわち，第１報の（63'）式は，その中の①をこ

こでいまの0におぎ替えて，それを示すと

［6]＝０，［｡E/伽]＝の060；［り]＝6.,［"/dz]＝０
８＝０ オー０ ８＝o r＝０

．…．．(77）

の形であった.'）本式によれば，その中で第２番目の

条件を，［蕗/伽]＝０に変更した時にの承’初期条件
8＝Ｏ

力§（10）式と一致する．よって，もし水平円板の回転

速度①。を微小値に押えたとすれば，そのとぎは［蕗

/刺＝の06｡＝０が実現されて，初期条件としても（10）
＃＝Ｏ

式に接近することになる．（77）式の初期条件に対す

る運動軌道については，第６章の末尾に述べておいた．

次にもしも，振り子の支点軸と円板の回転軸が一致

していなければ，γoキ０となり，その場合の実験装置

としては，それが旋回ジブクレーンつり荷重の実験装

置と，本質的には全く同じものになってしまう．した

がってそのとぎ，振り子の運動方程式は（１）式で表

わされる．ただし，このときのγ0は，円板の回転軸

から振り子支点までの，水平距離を意味する．

γ０を大とし，かつ水平円板の回転数も犬とした場

合には，つり荷重の運動はその様子が，単振り子とは

随分とちがったものになる.7）このため，振り子振動

面の定方向保持性を，視覚的にとらえることが困難で

ある．

このように，旋回クレーンつり荷重と地表で自由に

振らせた振り子とは，全く同質の振り子に属するもの

であり，これが本論文の題目を「旋回ジブクレーンつ

り荷重と地球自転の振り子」としたゆえんとなってい

る．この旋回ジブクレーンのつり荷重と，地球自転振

り子との対応関係については，以前に旋回クレーンつ

り荷重の運動を求めた際，筆者がすでにそれを指摘し

ておいた.8）

１６．つり糸張力の近似値

以上述べてきたことからわかることは，旋回クレー

ンのつり荷重と地球自転の振り子とは，いずれも同じ

種類の運動方程式によって，それら両者の運動が表わ

される，ということであった．したがって，これら両

者の運動には，お互いに共通点が存在する．

すなわち，振り子やつり荷重の重量は，それらの運

動には全く関係しないこの原因は，それらの運動を

決定づける最も大きな要因が初期条件にある’という

ところにある．たとえば，地表の振り子の最大ふれは，

初期変位として与えられた６０だけで，その大きさが

決定される．これに対応して，支点軸線上に最初静止

していた状態から，ジブによって振り回されたクレー

ンつり荷重の場合には,それの固有振動数へ/万77/(2元）

とジブ半径γ0およびクレーンの回転角速度の｡，これ

ら三者によって，つり荷重の最大ふれが決定される．8）

ここでγ０との0の積は，つり荷重の初期速度を表わ

す．

なお，本論文においては一貫して，振り子やつり荷

重の鉛直方向の運動，つまり鳴軸方向の運動を無視

してきた．このことはつり糸の張力Ｔが，振り子や

つり荷重の自重に大体等しいという近似仮定のもとに，

それらの水平変位§とりを求めた，ということを意

味する．しかし，振り子やつり荷重の運動が，つり糸

の張力Ｔに及ぼす影響を近似的に求めるためには，

次のようにすれば良いすなわち，第１報記載の（１）

式で（;＝一ﾉおよび伽/伽＝０とおいたのち，この（１）

式の第，式と第２式でその左辺へすぐ上で求めた６

とりを代入して，右辺のＴｅとアマを求め，次につ

り糸張力の近似値ＴOとしては，ＴＯ＝､/Ｔ62＋Tv2＋ＴG２

＝､/T62＋z1,2＋(鞭)２で算定すれば良い，）ただし，

地球自転の振り子に対しては，更にγ0＝０とおかなけ

ればならない．

このようにして求めたつり糸の張力の近似値７０で，

それの最大値をいま飯｡"‘とおき，次にまたと軸方向

の運動を無視しないものとして，そのときのＴの最

大値を鰯とおけば，この場合は

盃｡"‘＞鰯……(78）

の関係になる．このＺ1,,,,＞Ｔ",を実際に示すためには，

第１報記載の（１）式を非線形の形そのままで，電子
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計算機を使用して解いて見れば良い．しかし，これら

の計算は単なる計算技巧の問題に過ぎず，現場の設計

技術者にとっては，興味の薄い内容のものになると考

える．よって，それらの詳細計算については，今回は

省略することにして，ここでは次のことだけを追記し

ておく．

つまり，つり荷重や振り子の運動が，つり糸の張力

に及ぼす影響を求める場合には，それらの鉛直方向の

運動を無視した時のほうが，つり糸の張力を過大評価

したことになる．その結果，旋回クレーンやモビルク

レーンの設計時において，クレーンの強度や転倒モー

メントに，つり荷重の運動が及ぼす影響を求めるにあ

たっては，つり荷重の鉛直方向の運動を無視したほう

が，安全側となる．

なお，筆者は1965年に（１）式を提示した.')‘8）とこ

ろが，その２年前の1963年に，HeinzPeeken10）が発

表した旋回クレーンつり荷重の運動に関する論文を，

最近になって入手した．HeinzPeekenは筆者と同様

に，ジブ先端に座標原点を持つ回転座標系を使用して，

つり荷重の相対運動方程式を求めているが，そこでは

運動方程式を非線形のままにしておき，それを電子計

算機により解いている．したがって，得られた結果を

計算尺や手動計算機を利用して，設計者が簡単に使用

するわけにはいかない．

しかしながら，このPeekenの得た運動方程式を簡

略化して，それを線形方程式に変化していくと，最終

的には（１）式が得られる．論文に着手する以前の文

献調査に，不充分のあったことを附記して本稿を終る．

１７．結ロ

旋回ジプクレーンのつり荷重の運動で，最も重要な

役割をする力は，つり荷重の運動に附随して発生する

支点軸まわりの遠心力である．地表に設置された振り

子の場合でも，地球が自転角速度Ｑを持つ回転体で

あるために，振り子の運動に附随した支点軸まわりの

遠心力が，それの運動に影響を及ぼす．

いま，長さノのつり糸でつるされた質量”の振り

子の設置点を，北緯‘度の地表点であるとしたとき，

この設置点に座標原点をおき，嘱軸を鉛直上方に取り，

かつ水平南向きに§軸を，次に水平東向きにり軸を

取ったものとする．

このような座標系に対しては，支点軸まわりの角速

度成分がQsinjとなる．この角速度成分によって，

振り子には支点軸まわりの遠心力が，§軸方向とり軸

方向に，それぞれ"(Qsinゆ)雫および”(Qsin‘)217

の大きさで働く．第１報においては，振り子の運動方

程式にこれらの遠心力を，必ず取り入れなければなら

ないことを述べた．

ところが，地球の自転角速度Ｑは，§軸まわりに

も角速度成分Qcosjを持つ．この角速度成分Qcos‘

は，と軸方向に"(Qcosj)2<;の遠心力を生じ，かつ，

それはまたり軸方向にも，"(，COS‘)2りの遠心力を

発生する．

これらのうち,前者の"(Qcosゆ)2《は見掛け上,振

り子の重量を変化させるように働くが，振り子の鉛直

方向の運動を無視した場合には，同時にそれも無視し

て良い一方，後者の加(Qcos‘)2りの遠心力は，そ

の大きさいかんによっては，それを振り子の運動方程

式に取り入れなければならない

この第２報は，６軸まわりの角速度成分Qcos‘に

より，り軸方向に生ずる遠心力〃(Qcos‘)2りは非常

に小さく，振り子の運動を求める際には，それが無視

できることを，理論的に示したものである．得られた

結論をまとめると，次のようになる．

〔１〕地表に設置された振り子の運動に，地球自転

の現象が及ぼす影響を求めるに際しては，自転角速度

＠の成分のうち，支点軸つまり，鉛直軸まわりの角速

度成分Qsinjについては，それを４乗した｡‘sin4妙

の項の影響は無視しても良いが，それを２乗したQ2

sin2jの項は無視できない．つまり，振り子の運動に

附随して発生する鉛直軸まわりの遠心力は，振り子の

運動に影響する．

〔２〕自転角速度＠の成分のうち，支点軸に垂直

な地表南北軸まわりの角速度成分Qcosjが，振り子

の運動に及ぼす影響を求めるに際しては，それを２乗

したQ2cos2jの項が無視できる．つまり，振り子の

運動に附随した地表南北軸まわりの遠心力は，振り子

の運動に影響しないと考えて良い

〔３〕地表南北軸まわりの角速度成分Qcos‘がつ

くる遠心力も考慮して，Q2COS2‘の項を無視しない

場合には，振り子の振動周期がその振り子の設置点に

より，ごく徴小量だけそれぞれ異なった値を示す．す

なわち，赤道上においては，南北方向に振らせた振り

子の周期は２元/､/了77の値を持ち，東西方向に振らし

た場合の周期は２元/､/9/ノーＱ２の値を持つ．また，振

り子を南北の両極地点に設置した場合には，その振動

面の方向いかんにかかわらず，振動周期は常に２元／



富：旋回ジプクレーンつり荷重と地球自転の振り子（第２報） 2１

､/9/ノの一定値を持つ．

〔４〕第１報で設定した（32'）式の仮定Q2cos2‘・

ワー０の妥当性については，それを理論的に数式計算

上で証明することが可能である．

〔５〕フーコー振り子に対する在来形の運動方程式

は，それ自身単独で成立するものではなく，この方程

式に対しては、/訂7＞Qsin‘の連立条件が必要であ

る．
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