
旋回ジブクレーンつり荷重と

地球自転の振り子(第１報）

一振り子の運動方程式とその運動軌道一

吉 武満田

(受理昭和54年５月３１日）

ＴＨＥＦＯＵＣＡＵＬＴＰＥＮＤＵＬＵＭＡＮＤＡＳＵＳＰＥＮＤＥＤＢＵＲＤＥＮＷＥＩＧＨＴ

ＦＲＯＭＡＳＬＥＷＩＮＧＪＩＢＣＲＡＮＥ

（1stReport-EqationsofMotionandPathofMotionfortheFoucaultPendulum）

TakemitsuToMI

rotationuponthemotionofapendulumoscillatingundertheactionofgravity･

Inwritingtheequationsofmotionforapendulumsupportedbyastringhavingalength

ノatanypointwithanorthemlatitude｡，wetakethesystemofrectangularcoordinateaxes

s,叩,ごｗｈｉｃｈａｒｅｆｉｘｅｄｉｎｔｈｅＥａｒｔｈａｎｄｍｏｖｉｎｇｗｉｔｈｉｔ・

Ｔｈｅどaxisistangenttothemeridianatthａｔｐｏｉｎｔｄｕｅｓｏｕｔｈａｎｄｔｈｅ〃ａｘｉｓｉｓｔａｎｇｅｎｔ

ａｔｔｈｅｓａｍｅｐｏｉｎｔｔｏａparrallelcircletowardtheeastwhｉｌｅｔｈｅごaxishastheradialdirec‐

tionverticallyupwards・

KeepinginmindthedirectionoftheCoriolisaccelaration，thedifferentialequationsof

relativemotionofapendulumderivedbyFoucaultbecome

繋董:::熊:Ｉ川⑳
wheregistheaccelerationduetogravityandpistheangularvelocitｙｏｆｔｈｅＥａｒｔｈ･

Assumingthattheinitialdisplaceｍｅｎｔｏｆｔｈｅｐｅｎｄｕｌｕｍｉｓ６０ｔｏｗａｒｄｔｈｅeast，ｔｈｅfollow‐

ingexpressionshavebeenobtainedasthesolutionsofEqs．（a)：

；三::::::(謡:麓蹴鰯工剛嬬謡厩::鯛:別…(･）
Ｅｑｓｂ（b）arethefamousexpressionsforthepathofmotionoftheFoucaultPendulｕｍ・

However，substitutingEqs．（b）intoEqs．（a)，ｗｅｃａｎｆｉｎｄｔｈａｔＥｑｓ．（b）arenottheexact

solutionsofEqs．（a)．

Therfore，byusingtheequationsofmotionforaburdenweightsuspendedfromasleｗ‐

ingjib，theauthorhasgotthefollowingdifferentialequations：

祭-2伽no帯十(÷_伽in,｡)誉=０１

祭伽伽帯+(÷-…),,=0１……(.）
Eqs．（b）aretheexactsolutionsofEqs．（c）ｗｈｉｃｈａｒｅｖａｌｉｄｆｏｒａｌｌｖａｌｕｅｓｏｆＰｃｏrres‐

pondingtoO＜ｇ＜･･．
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１．緒言

地球は南北方向の軸線を持った回転体である．した

がって，地表でつるされた振り子の支点軸，つまり支

点を通る鉛直軸は赤道上を除き，必ず回転しているこ

とになる．このため，比較的に重たいおもりを，長い

針金でつるして地表で振らせた場合，この振り子の運

動には支点軸の回転が影響をおよぼし，その振動面は

支点軸の回転する方向とは，逆方向に回転して行く．

JeanLeonFoucaultは，このような現象の存在

すべきことを指摘し，1851年ParisのPantheonの

教会ドームからつるした振り子でこれを実験して，地

球が自転していることを証明した．よって，このよう

な振り子は「フーコーの振り子」と呼ばれている．

しかし，最近の欧米では，この振り子のことを「地

球自転の振り子」と呼んでおり，わが国では東京都上

野の科学博物館に設置され，また地球の自転は全世界

の人類が平等に享受している共通的物理現象であると

いう意味で，ＮｅｗＹｏｒｋの国連ビルにも設置されて

いると聞く．

この地球自転の振り子と，旋回ジブクレーンのつり

荷重とは，全く同一種類の振り子に属し，両者はすべ

て同一運動方程式により，その運動が説明されるはず

である．本報告書の目的は，この点を理論的に明示す

ることにある．あわせて本報告書は，地球自転の振り

子の運動方程式を求める際には，振り子の重量に対す

る実測値を除外すれば，地球自転による遠心力の影響

が，全く無視できるとされている従来からの定説を訂

正したものであり，振り子の重量以外にも，支点軸ま

わりの遠心力が，その運動に対して確かに影響をおよ

ぼす，ということを指摘したものである．さらにまた，

赤道上の地点に設置された振り子を除けば，地表に設

置されるすべての振り子は，決して鉛直平面内で振動

しているものではない，ということをこの報告書では

述べている．

２．内容のあらましと使用した特殊呼称名

本報告書では「在来軌道表現式」とか，「フーコー

の運動方程式」などといった特殊な呼称名を使用して

いる．したがって最初に，本報告書で使用した特殊な

呼称名について，あらかじめ説明をしておく．それと

同時にここでは，本論文の内容についても，そのあら

ましを述べておくことにする．

筆者はかって，旋回クレーンにつるされたつり荷重

が，ジブの旋回中に発現する運動を求め，旋回ジブク

レーンつり荷重の運動方程式から，フーコーの振り子

の運動軌道が得られることを述べた.'）さらにその際，

このフーコーの振り子はその運動中，振動の中心点ま

わりに小さい半径を持った特定の内円の中には，絶対

にはいり込むことがない，ということを示しておいた．

本報告は，自転している地球上に設置されたすべて

の振り子には，上記の内円が必ず存在すべきことを，

別の観点から説明したものである．そしてなお，この

報告書では，フーコーの振り子に対する運動軌道を表

わす式として，古くから採用されてきた在来形の軌道

表現式のことを，「在来軌道表現式」と呼び，この在

来軌道表現式を得るために，従来から使用されてきた

運動方程式のことを，「フーコーの運動方程式」と呼

ぶことにしている．

つまりここで在来軌道表現式という名前で呼称した

数式は，具体的に言えば，英文抄録に示した(ｂ)式の

ことであり，またフーコーの運動方程式と呼んだ微分

方程式は，同じく英文抄録に示した(ａ)式のことであ

る．したがって(ｂ)式の在来軌道表現式は，（ａ)式の

フーコーの運動方程式の解である，ということは現在

のところ，世界で認められた事実になっている．

このような呼び方にしたがえば，フーコーの運動方

程式の中には，地球自転のために生ずる遠心力の項が，

見掛けの重力加速度ｇ以外には，全く含まれていない

ことになる．何となれば，振り子の重量を除外して見

た場合，フーコーの運動方程式は地球自転による遠心

力を，すべて無視して得られたものである，というの

がその理由である．このことは（ａ)式の形を見ても，

容易に理解できる．そこでこのフーコーの運動方程式

を解くことにより，それの解として得られるとされて

きた在来軌道表現式の中では,ｇの項以外の地球自転

による遠心力の影響が，いっさい除外されていなけれ

ばならない．

ところが厳密に考察すれば，この在来軌道表現式の

中には，地球自転による支点軸まわりの遠心力が，確

かに含まれていることがわかる．このことは在来軌道

表現式が，フーコーの運動方程式の厳密解ではない，

ということを意味している．本報告では，この点を明

確にすると同時に，フーコーの運動方程式に，支点軸

まわりの地球自転による遠心力を追加すれば，在来軌



３．旋回ジブつり荷重の運動方程式

最初に以下の説明の必要上，ここでは筆者が以前に

提示しておいた旋回ジブクレーンつり荷重の運動方程

式を，簡単に紹介しておく.2）
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を得る．ただしオは時間を表わし，ｇは見掛けの重力

加速度である．

また（１）式でつり糸の張力成分は

T--T÷,T，=-T子,T層=-T÷…(2)
で表わされる．何となれば，つり荷重はノを半径とす

る球面上に拘束されているので

図１が旋回ジブクレーンを模型的に示したものであ

る．ここで，Ｐはつり荷重であり，かつ

妬＝ジブ半径，ノーつり糸の長さ，の＝ポストの旋

回速度

とし，Ｑはつり荷重の水平面への投影点とする．

いま図１のように，空間に固定した静止座標系を難，

y,ｚとし，ｚ軸を旋回ポストに一致させて鉛直上方に

取り，旋回ポストとジブの交点Ａを座標原点として，

水平面内に苑軸とｙ軸を取る．つぎに，ジブの先端Ｏ

を座標原点とし，”面内でジブの半径方向に曾軸

を，これに垂直にポストの旋回方向に〃軸を，またＺ

軸に平行にご軸をとれば，このＯ一動く座標系は，

ジブとともに運動する回転座標系となる．このとき，

ｚ軸とご軸は当然の結果として，その方向が見掛け

の重力の作用方向と一致する．

そこで，つり糸の張力Ｔのど，γ，ご成分をＴ§，

Ｔﾜ，Ｔ<；とし，かつ空気抵抗を速度に比例するものと

して，その抵抗係数を２Jαとおけば，つり荷重の質量

が加の場合，その運動方程式としては

道表現式をその厳密解として持つような，さらに一般

化された運動方程式の得られることを示している．こ

の一般化された運動方程式によれば，支点軸が回転し

ているすべての地球上の振り子に対して，それらの運

動を適切に説明することができる．

しかし，ここに提示した題目を取り上げた主たる目

的が，地表で振らせた振り子の運動に，地球の自転が

どのような影響をおよぼすか，ということをしらべる

ことにあるため，本報告書では上記の一般化された運

動方程式のことを，「地球自転振り子の運動方程式」

と呼ぶことにし，在来のフーコーの運動方程式とは，

区別した呼び方をしておくことにする．

言い替えると，本報告で地球自転の振り子と言えば，

それは支点軸が回転している地球上すべての振り子，

全般のことを意味する．これに対して,フーコーの振

り子と言えば，それは地球自転の現象を実験的に知る

ために，従来から世界各地に設置されている比較的周

期の長い特定の振り子に限定した，ということを意味

する．したがって本報告書で使用する記述に限定すれ

ば，地球自転の振り子の中にはフーコーの振り子が，

単なる特定例として包含されることになる．このため，

最後に述べたフーコーの振り子に対する地球自転の振

り子，といった呼び名の区別は，以下の説明の都合上

設けた全く便宜的なものにすぎず，本質的なものでは

ない．
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の条件が成立するためである．ただし，ここで
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でなくてはならない．

ところで一般にクレーンの取扱いにおいては，危険

防止の観点から，つり荷重の運動があまり激しくなら

ないように，荷役作業には細心の注意がはらわれる．



……(8)
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となる．筆者は以前に，本式でγ0＝０とおき，すぐあ

とで述べるような地球自転の振り子に対する運動方程

式を得た.')'2)ただし，ここで

１/g/ノー2元jVip，あるいはハZp＝1/g/ﾉ/(2元）

……(9)

とおくと，』ＶＰは振り子の固有振動数を表わすことに

なる．

以上がかって，旋回ジブクレーンつり荷重の運動を

得るために，筆者が求めた運動方程式に対するその誘

導過程である．
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４．地球自転振り子の運動方程式

図１に示す旋回ジブクレーンで，旋回ポストの方向

を，北半球上での地理学緯度①における見掛けの重力

方向と一致させ，かつγb＝Oとおくとき，この力学系

は地球表面上の一点Ｏでつるされた単一振り子を表わ

す．

いま，座標原点Ｏを前記のように北半球上の一点と

すれば，ｚ軸はご軸と一致し，このご軸は鉛直上向き

を示す．同時に〃軸は水平東向きとなり，また曾軸は

水平南向きの座標となる．このときど軸は地表におけ

る南北軸であり，ご軸は振り子の支点軸である．した

がって北緯｡度の地球表面上の一点Ｏにおいて，その

点につるされた振り子の運動方程式は，（８）式でγ０

＝Ｏとおいた次の式

卜⑩
で表わされることになる．本式が以前に，地表で振ら

せた振り子の運動方程式であるとして，筆者が提示し

ておいた微分方程式にほかならない.ﾕ）

この（10）式は（８）式で妬＝０とおいて求めたも

のであり，（８）式はまた（７）式でノzz＝０と仮定し

て得られたものであった．したがって（10）式が，抵

抗のない無減衰時の振り子の運動を表わしていること

は，別に断わるまでもないものと思う．

ここで，のは北緯｡度における支点軸，つまりぐ
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軸まわりの回転角速度であるため，地球自転の角速度

をｐとすれば

の＝ｇｓｉｎの ……(11）

となり，振り子支点軸の回転数ＪV海は

ｊＶＥ＝の/(２７r)＝‘ｇｓｉｎゆ/(2元）……(12）

で表わされる．ただし，恒星時では１日が86164(sec）

であるから，地球自転の角速度ｇの値は

ｇ=満=7292×10-‘("d/sec）……(13）
である．

さらにここで，（10）式を地球の自転角速度‘ｇで具

体的に表現するために，（11）式の値を（10）式に代入

すれば

祭-2…帯+(÷-…)‘-01
祭州．M等+(÷-脚.'･),,-01

……(14）

が得られる．これが本報告書で「地球自転振り子の運

動方程式」という特殊な呼称名を付けた微分方程式で

ある．この（14）式は（10）式と全く同じ内容を示す

ものであり，それは（10）式を単に書き替えたものに

すぎない．（14）式を振り子の運動方程式に採用した

場合には，その第１式と第２式の形が相似形になって

いるため，計算時の取扱いが非常に簡単となる．した

がって本報告書では，（14）式を出発点として地球自

転の振り子の運動を求める，といった方針を採ること

にする．つまり本報告書では，（14）式でその運動が

表わされる振り子のことを，地球自転の振り子と呼ぶ．

ただし在来のフーコーの振り子の場合，それを設置

する目的は，非常に小さな一定値を持った地球自転の

角速度を検出することにあると言える．しかもそのと

き，振り子の小振動を考えるために，その鉛直方向の

運動は無視できることがのぞましい．このため緒言の

ところでも述べたとおり，フーコーの振り子に対して

は，比較的に周期の長い重たい振り子が使用されると

されている.8)'4)'5）このことは必然的に,支転軸の回転

数と振り子の固有振動数との相対関係に，ある限定範

囲を設けたことを意味し，振り子支点軸は特定の微小

な一定値でもって回転している，ということをあらか

じめ想定していることになる．

しかし一方，いま提示した（14）式の場合には，そ

れの表わす運動が本質的には，旋回ジブにつるされた

荷重の運動と全く同等である．その結果，（14）式は

O≦２≦｡･に対して成立する．この事実を考え合せる

とき，（14）式の場合には振り子支点軸の回転速度が，

特定値である必要はなく，支点軸回転数と振り子振動

数との比は，任意の値であっても差し支えない．した

がって（14）式の場合，それの適用に対しては限定範

囲などいっさい設けていない，ということがわかる．

つまり，（14）式では支点軸の回転速度が小さくな

ければならない，といった制限などは撤廃されている

わけであり，‘92＝０の時にのみ成立するとされてきた

在来のフーコーの振り子の運動は，（14）式で説明さ

れる現象中の単なる特殊例にすぎない．このことが本

報告書で，（14）式によりその運動が表わされる振り

子のことを，フーコーの振り子と区別して，地球自転

の振り子と呼んだ主たる理由である．

なおこの場合，地球自転の振り子に対する運動方程

式として（14）式を採用した理由には，以下に述べる

二つの別途な原因が考えられるからである．

すなわち，振り子の運動に対しては，地球自転の角

速度‘ｇの曹軸まわりの成分gcos｡が影響をおよぼ

す．これは振り子に〃軸方向の求心加速度一‘92(ＣＯＳ

｡)２１７を与えるので，（14）式の第２式でその左辺第

３項に，この求心加速度を追加すると，（14）式は

祭-2…等+(÷-…)制｜
祭伽｡"筈+(÷-必),,－，｜

……(14'）

となり，本式が（14）式よりも，地球自転の振り子に

対する運動方程式としては，幾分か精度の高いものと

なる．しかも，この（14')式は，すぐあとで述べるフ

ーコーの運動方程式を，改良したものでもある．した

がって本報告書では，この（14')式が（14）式の一部

を修正し，かつフーコーの運動方程式を改良したとい

う意味で，以下この（14'）式のことを便宜上，「改修

形運動方程式」と呼ぶことにする．

ところが前の（14）式では，それの第１式と第２式

の形が相似形をなしていたのに対し，（14'）式の改修

形運動方程式では，その左辺第３項のところで相似性

がくずれている．これは（14')式の解がその分だけ，

数式的に複雑化することを意味する．しかし幻の値

が小さいために，振り子の運動におよぼすp2cos2・

の影響はきわめて小さく，p2cos2｡．"＝０と仮定して

も差し支えないものと考えられる．このようにして，

(14'）式の第２式を作るために，わざわざ追加した
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‘g2cos2｡｡”の項を無視することにすれば，（14'）式

はもとの（14）式の形にもどる．これが地球自転振り

子の運動方程式としては，（14）式を採用することに

した第一の理由である．

さらにここで，地球自転振り子の運動方程式として，

(14）式を採用した第二の理由としては，次のものが

考えられる．すなわち，（14）式の解を求めて見ると，

地球自転の振り子に対し，その運動軌道が得られるは

ずである．ところが，従来は地球自転のために発生す

る遠心力の影響は，非常に小さいので無視できるとさ

れ，（14)式で左辺第３項に含まれる‘g2の項を，こと

ごとく省略してもよいとされている.3),4),6),6),7),8),9),10）

このように，地球自転の遠心力を表わすg2sin2｡

を，（14）式ですべて無視すると，この（14）式から

葦手::漁ニト伽
の形をした運動方程式が得られる．英文抄録ではこれ

を（ａ）式として示しておいた．この（14.ａ）式が有

名なフーコーの振り子に対する運動方程式の在来形で

あり,従来は本式を解くことにより，フーコーの振り子

の運動軌道が得られるとされている.3),4),5),6),7),8),9),10）

このように(14･ａ）式を解いて得られた振り子運動

の軌道表現式が，本報告書で言う在来軌道表現式であ

る．このため，本報告書では前に述べたとおり，この

(14.ａ）式のことをフーコーの運動方程式と呼んだ．

当然のことながら，この（14･ａ）式と前の（14）式と

では，その形が幾分ちがった表現式になっている．

ところで，いま述べたフーコーの運動方程式を（１４

.ａ）式の形のままで実際に解いてみた場合，それの

厳密解は在来軌道表現式に一致しない，というきわめ

て不都合な難点が生ずる．つまり，在来軌道表現式は

(14.ａ）式の近似解であって，それの厳密解ではない．

このことが本報告書では，地球自転の振り子に対する

運動方程式として，（14）式を採用した第二の理由で

ある．ちなみに，あとで示す計算結果から得られる結

論だけを，あらかじめここで述べてみると，（14）式

の運動方程式に対しては，在来軌道表現式がその厳密

解になっている．なお上記のほかに，（14．ａ）式はそ

の中に大きな理論的矛盾点を含んでいるようである．

5．運動方程式：（14）式に対する厳密解

地球自転振り子の運動方程式としては，（14）式の

形を採用してもよいことがわかった．したがってここ

では，（14）式を厳密に満足する一般解を求めてみる．

しかしながら，この（14）式と（10）式とは同じもの

であるから，ここでは数式の表現が簡素化されている

(10）式を使用することにより，振り子の運動軌道を

求めることにする．なお，その際便宜上

１/g/ノー〃の，あるいは〃＝1/g/ﾉ/の＝Ｍ/jVE

……(15）

とおくと，〃は振り子の振動数ｊＶＦと支点軸の回転

数ＮＥとの比を表わす．よって１/g/ノを〃のでおき

かえると，（10）式は次の形となる．

重蹴:::二:卜⑯
本式を解くために，第２式にノー,/可をかけて，

第１式と加えると

祭+#祭十2iの(帯+#等）
＋("2-1)の2(曾十”)＝０……(17）

を得るが，ここでいま

曾十”＝Ｚ ……(18）

とおけば，（17）式はその表現が

祭十加筈+("‘－１)の，z=０……('9）
のように簡単な形となる．そこで本式の解を

Ｚ＝Ａｅ肌 ……(19'）

と仮定して，これを上式に代入すると

ス2＋2'のｽ＋("2-1)の2＝０……(20）

となり，これを解くと

スーーヅの±1／(』の)２－("2-1)の2＝一jの土加の

となる．その結果，（20）式の根としては

ス,＝jの("－１)，もしくはス2＝－ｊの("＋1）

……(20'）

が得られる．したがって（19）式の解は，ＡとＢを積

分定数とすれば，（19'）式により

Ｚ＝Ａｅｊｌ１６＋ＢＧｽ26＝Agz(”－１>･'８＋Ｂｇ－ｆ(拠十')･'６

……(21）

で表わされる．この（21）式はまた



Ｚ＝(ＡＣ…$＋ＢＧ~z…)g~Z．ｃ

＝(Aez'ﾉ雨｡t＋Bg-”訂r･Z)e-………(22）

の形に書くこともできる．この（22）式が地球自転の

振り子の運動方程式に対する厳密解である．つまり，

この（22）式が（16）式の厳密解である．（16）式は

(14）式もしくは（10)式と内容的には全く同じ運動方

程式になっているため，（22）式はまた，（14）式すな

わち（１０）式の厳密解である，ということは断わるま

でもない．

ところで，いま

Ｚb＝ﾙﾂ師．‘＋Bg-zﾂ扉･‘……(23）

とおくとき，（22）式は

Ｚ＝Zbg~｡'‘＝Zbe-j(gsinl)オ……(24）

となる．ここでＺｂの項は単振り子の無減衰振動を表

わし，g-j(0sin’)‘の項は振り子の運動におよぼすコリ

オリの力の作用を表わす．

上記の（22）式によれば，振り子の運動は

ｚ･,＝2元/1/g/ﾉ，で2＝2元/の＝2元/(ｐｓｉｎゆ）

……(25）

なる二つの周期的運動からなりたっており，第一の振

動周期ｚｏ１は振り子の小振動の周期であり，第二の振

動周期で２は支点軸の回転周期を表わす．また（24）

式によれば，ｚｂのベクトルが支点軸の回転方向とは

逆方向に，の＝ｐｓｉｎゅの角速度で回転することがわ

かる．

なお，（19）式のベクトル形の運動方程式によれば，

その左辺第２項のコリオリ加速度が。〃〃の速度に

比例しているので，コリオリの力は抵抗と類似した働

きをすることがわかる．しかも，この場合の抵抗係数

はj2のであって，それは虚数の値を持つ．このように

抵抗係数が虚数値を採ることが原因となって，本来の

往復周期で,＝2元/γg/ノのほかに，で･2＝2元/のの回転

周期が出現することになる．これに対して，抵抗係数

が実数値〃を採る通常の振動の場合には，抵抗は振

り子に対して減衰の現象を出現させる．このために通

常の振り子振動に対する減衰現象というものは，で2＝

j2元/ノリの虚の周期を持った回転運動に相当する，とい

う解釈が成立することになる．
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６．運動方程式に対する検討

これまでに，旋回クレーンつり荷重の運動方程式を

利用すれば，地球自転の振り子に対する運動方程式が，

(10）式すなわち（14）式の形で得られる，ということ

を述べた．しかも得られた運動方程式は，（14）式と

(14.ａ）式とを比較してわかるとおり，その形が在来

形のフーコーの方程式とは，幾分ちがった表現式にな

ってしまった．したがってここでは立場をかえて，

('0)式もしくは（14）式の妥当性について，別の角度

から検討を加えてみることにする．

一般に’自転する地球上で，地心緯度・０の北半球

上の地点に設置された単一振り子の運動方程式は，９０

を万有引力による本来の重力加速度とすれば

７

蕉驚磯購識

Ｔ‘=-T-亭,T’一T子,T《=一T号

:饗膳'㈹伽coso･等=帯

祭-2肋｡,等

一"〔R・('+煮)cosOosinOo+紬,｡.〕＝

祭+川､'‘筈十加cos｡､筈

一鋤=号

祭-2伽s‘・嘉一"〔R．('+蓋)cos，．．

＋誉coso‘sin，｡〕=_g‘+号

興
而
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器亘駕衰鴛Ｍｌ

子蛮雲鴛鰯蝋うになるい霞こ二

１/α02＋β02＝g2Rocosゆｏ

を得る．この式は北緯｡0度における任意地表点が持

つ，地球本体の南北地軸まわりの求心加速度を表わし，

これは地球自転による強さ一定の遠心力をその点で生

ずる．すなわち，α0とβ0はいわゆる見掛けの重力を

決定する要素である．そこでいま，重力加速度をｇで

表わすと

ｇ＝go一‘g2Rocos2｡0＝go－β０……(28'）

となるが，この値は見掛けの重力加速度の値とは，厳

密な意味では一致しない．ただし（26）式によれば，

その第１式と第３式には‘g2Rocos｡Oの成分が含まれ

ているが，その第２式には‘g2Rocosゆ0の項が含まれ

ていない．このため，γ軸方向つまり地表東西軸方向

の振り子の運動に対しては，一見したところでは見掛

けの重力が影響しないように思われる．しかし，それ

はつり糸の張力Ｔヮによって考慮される．

ところで，（28）式で示したこれらα０とβ0の絶対

量については，以下で示すように，それらが非常に

小さな量であることを知る．ゆえに，（27）式でα0の

項は省略しても差し支えない．つまり，α０の値が無

視できない大きさであれば，前述のように振り子の振

動中心点は図１の座標原点ｏよりも，幾分かど軸の

正方向にずれることになる．しかし，このずれは次の

α・とβ0に対する具体値を見るとき，全く無視できる

ことがわかる．

例えば，（27）式の第３式のβ0の値を計算してみる

と

‘g＝7.292×10-5(rad/sec)，Ｒｏ＝6.38×106(”）

であるから

の値を使用すれば，この（27）式の第３式は

祭-〃cCs･･筈=-9+号……(29）

噌雲一‘,よって,器=0,祭=０

重二鱒鱒一帯｜

糞軸…側
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の関係が得られ，かつ｡０－のと見なしてもよいので，

(30）式は

祭-2(伽,,)等+(÷-…)‘-01
祭伽州等+(÷-伽=。Ｉ

……(31）

となり，これは前に改修形運動方程式と呼んだ（14'）

式と一致する．この式で９２を無視したものが，（１４

.ａ）式で示したフーコーの運動方程式にほかならな

い．

上記の（31）式はその誘導過程だけから考えた場合，

フーコーの運動方程式に比べると，振り子運動に対す

る近似度が高いと見てよい．よって前記のように，そ

れを改修形運動方程式と呼んだ．しかし，その中には

理論的矛盾点を含んでいるようである．この矛盾点に

ついては次の機会にあらためて，それを具体的に述べ

るつもりである．

以上のように，在来のフーコーの運動方程式ないし

(31）式の運動方程式は，α０を無視した時に得られ，

これらの運動方程式に含まれるｇの方向は，理論式

の上では地球中心に向かう万有引力による重力加速度

の方向を取る．したがってこの場合のｇについては，

その値および方向が，ともに見掛けの重力加速度とは

一致しない．これは実用的な立場から見て，いささか

都合の悪いことになる.

けれども，実際に地表で物体の重さを測定した場合，

その値は見掛けの重力加速度によって決定される．そ

のため，（31）式もしくはフーコーの運動方程式を使

用した実用計算に当たっては，この実測された見掛け

の重力加速度ｇの値が用いられ，その時のご軸の方

向は結果的に，見掛けの重力加速度の方向が採用され

ることになる．すなわち，それは（29'）式と（30')式

により，結果的には考慮されてしまう．このことがま

た，（31）式の緯度｡に対して地理学緯度の値を採用

した理由でもある．

つまり，厳密に言えば（14')式と（31)式とではご

軸の方向が，ごくわずかではあるが食い違っている。

この食い違いを無くすためには，ご軸を最初から見掛

けの重力方向に一致させて取り，新しく動ご座標系

に対する運動方程式を作製しなおせばよい．9）

ただし，その場合は地理学緯度①と地心緯度ゆ0と

の差｡－の０が関係し，その分だけ運動方程式の形が

（26）式よりも複雑化するので具合いが悪い．よって，

振り子の運動方程式を（31）式の形で求めるためには，

ご軸の方向は地球の半径方向に一致させて取り，上記

のように（26）式の形から出発するのが妥当であると

考える．（31）式で‘g2cos2｡。〃＝０とおけば（14）式

を得る．

なお，（31）式を見ればわかるように，その中には

質量ｍが含まれていない．したがって，振り子の重量

はその運動に全く関係しない．この性質はクレーンつ

り荷重についても全く同じであり，つり荷重の振れは

その重さとは無関係である.2）このようなことは，い

まさら断わるまでも無いものと考える．しかしながら，

ここ数年来わが国で発表されている工学系学会の論文

によれば，クレーンつり荷重の重さが，それの振れに

影響するとの誤解が存在するのも事実である。よって

ここに，あえて補足説明を加えた．

7．運動方程式を得るための重要仮定
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gO-ROg2cos2｡＝ｇと書けば に

（‘g2cos2ゆ)〃＝０……(32'）

とおけば，上の（32）式から（14）式が得られる．こ

のことは地表での南北軸まわりの角速度，つまりど軸

まわりの角速度‘gcos｡のために生ずる遠心力を無視

した，ということを意味する．（32'）式の仮定につい

ては，（14'）式のすぐあとの説明でも，それを述べて

おいた．この（32')式が（14）式の運動方程式を得る

過程で，最も重要と考えられる仮定である．ただし，

この仮定の設定にあたってはRO22cos2・≧”，．

（ＣＯＳゆ)２の関係を利用したものであって，それは決し

てｇｏ＝ｇとおいたことにはなっていない．

いま述べたように，地表南北軸まわりに生ずる遠心

力を無視した場合，北極においてはsｉｎ｡＝sin900＝１

となるので，（14)式と（31）とは完全に一致する．一

方，赤道上の地表点においてはsｉｎ｡＝sinOo＝０とな

るため，（14）式では地球自転の角速度‘ｇを含む項が

数式の表面上で全く消失してしまうのに対し，（31)式

では〃がその第２式に残ってしまう．このことは赤

道上の地点において，（14）式の妥当性がそこなわれ

るとの印象を与えるかも知れない．しかし，現実的に

は‘j22＝Oと見てよいので，赤道上の地点においても

(14）式は妥当性を持つものと考える．

このように（32')式の仮定を設けた場合でも，（14）

式が支点軸まわりの‘Ｑ２の項をその中に含んでいるた

め，地球表面上のすべての地点で，（14）式は妥当性

を持つことになり，赤道上の地点から両極地点に近づ

くにつれて，（31）式と（14)式の一致度は高くなる．

このことは運動方程式の正確度が高くなることを意味

しているものと思う．

つまり，従来は‘ｇの値が非常に小さく，それを２

乗した場合には’二Ｏとおいてもよいとして，（26)式

において最初から２２の含まれている項を全部省略し，

その上で振り子の運動を求めるといった方法がとられ

てきた.3),4),5),6),7),8),9),10）しかしこの方法にくらべる

と，たとえ（32')式の仮定を設けたとしても（14）式

で示した運動方程式の中には，２２の項が一部は残置

されており，その分だけ運動方程式の正確度は改良さ

れたことになる．この結果，（32'）式の仮定は許容し

得るものと考える．この考え方にしたがって２２(ＣＯＳ

｡)2"二０とおけば，（32)式は（14）式の形になってし

まう．

以上のようにして，（14）式ないし（10）式で示した

運動方程式の妥当性が確認できる．しかも，この(14）

1０

のように第２近似式が得られる．しかるに，この第２

近似式の第３式で，その左辺の二つの項はｇに比べて

非常に小さいため省略し，Ｔ<;はｇだけで決まると考

えれば，この第３式よりＴ声"'ｇが得られる．よっ

て，（26')式の関係，つまり以前に（２）式として示し

ておいた関係は

Ｔ‘=-÷畠Ｔ,=-号〃

となり，これらを上の第２近似式に代入すると

|祭-伽"筈+《÷-…脚
際仙in・等+(÷-伽-,

として，（31）式が得られる．したがって，この改修

形運動方程式と名付けた（31）式は，結局のところ，

(26）式で振り子の鉛直方向の運動を，ことごとく無

視した場合の運動方程式に当たる，ということがわか

る．

さて，（31）式と（14）式を対比してみると，両者の

うちの第１式はそれぞれ全く同じ表現式になっており，

お互いに一致しているので，これは問題にする必要が

ない．しかし，両者の第２式ではそれらの左辺第３項

のところが，少しちがった形になっている．すなわち，

(31）式の第２式第３項で‘Ｑ２と書いてあるところを，

(14）式の第２式第３項では，‘92のかわりに’（sｉｎ

｡)２でおきかえていることがわかる．

そこでいま，（31）式の第２式で，左辺第３項の〃

のかわりに

‘92＝‘92(ＣＯＳ2め＋sin2妙）

と書いてみると，（31）式は

祭－２(…幕+(÷-…脚１
祭側…糾韮蝋｜

……(32）

となるが，本式の第２式で右辺に存在する項を，かり

唖個
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式の厳密解は（21）式つまり（22）式であった．した

がって，地球自転の振り子の運動軌道を求めるために

は，（21）式もしくは（22)式を使用しても，何ら差し

支えが無いということがわかる．

なおまた，（26）式つまり（27）式から（14)式を得

るためには，次のように考えても良いものと思う．す

なわち，（27）式の第３式でその左辺の各項はいずれ

もｇに比べて，非常に小さな値を持つので，それらの

うちの第４項を除外してその他のすべての項を無視す

れば，この第３式からＴ《＝〃ｇが得られる．ただし

ｇは（28')式で表わされる．ここでさらに，振り子の

小振動を考えるとき，その鉛直方向の変位はち,叩に

比べて２次の微小量となり，ご誉一ﾉとしても良い．こ

のために（26'）式の第３式からＴ《＝Ｔ＝”ｇが得ら

れ，この（26')式の残りの式はＴｅ/郷＝－gど/ﾉ，およ

びＴﾜ伽二一別/ノの形となる．

そこで，（27）式は

陰-’…等-伽…--号‘
際+2…苓伽等c･"-鋤一号’

の形で表わされ，本式の第１式は（14）式の第１式と

一致している．ただし，第１式でg2Rocosのsin｡の

値α０は微小量であり，かつそれは振動とは無関係で

あるから省略した．このα０を無視したことはα0く

Ｔ６/"ｚを意味する．

次にここで，２２＝‘g2cos2の＋‘g2sin2ゅとおいて，

上式の第２式に代入すれば，この第２式は

祭十2伽､‘帯十(÷一伽in圃伽

州等)cos'=(鋤)cos‘‘
となる．ところが，本式で２次の微小量に当たる‘j9(d

4r/伽）と２２叩の値は，大体同じ程度の大きさと見な

すことができる．よっていま,コリオリ加速度鮒(砿

／伽)COSゅの大きさと，求心加速度p2cos2｡｡〃の大

きさとは，大体同じ程度の値を持つものと考えて

珊筈coso-鋤cos，。
とみなし，これを方程式の両辺からおとすと

祭伽sino幕十(号一伽in2伽=０
として，（14）式の第２式が得られる．ただし，この

場合でもぐニーノとおいて，鉛直方向の振り子の運動

を無視しているわけである．そのために砥/〃＝Ｏで

あり，実質的にはg2vCOS2ゆ＝０となる．したがって

ここでもやはり，（32'）式の仮定を設定したのと，結

果的には同じことになっている．

仮定（32'）式は（31)式を使用すれば，計算数式の

上で解析的にも誘導できる．したがって，それは理論

的にも得られるものであることを追記しておく．

８．振り子運動に対する在来軌道表現式

（21）式もしくは（22）式が，地球自転振り子の運動

方程式を解いた場合，そのとき得られる一般解である．

これらの式の積分定数Ａ，Ｂを初期条件で決定すれば，

振り子の運動軌道が得られる．したがってここでは，

(22）式よりも表現式の形が，さらに簡素化されてい

る（21）式を使って，振り子の運動軌道を求めてみる．

まず（21)式をｇ土”＝cos6±ｊｓｉｎ６の公式で書き換

えると

Ｚ＝Ａ{COS("－１)の#＋ｉｓin("－１)のｵ｝

＋Ｂ{ＣＯＳ("＋1)のノーjsin("＋1)のｔ｝

＝ＡＣＯＳ("－１)の汁ＢＣＣＳ("＋1)のオ

＋ｊ{Asin("－１)のノーBsin("＋1)のｔ｝

を得る．ここで

Ａ＝Ａ１＋jＡ２，Ｂ＝Ｂ,＋jＢ２ ……(33）

とおくと，上式は

Ｚ＝(Ａ１＋jＡ２)ＣＯＳ("－１)の＃＋(Ｂ,＋jB2)・

ＣＯＳ("＋1)のｵ＋j{(Ａ１＋jＡ２)sin("－１)のオ

ー(Ｂ１＋畑2)sin("＋1)のｵ｝

．..Ｚ＝A1cos("－１)の朴B1cos("＋1)のオ

ーA2sin("－１)のｵ＋B2sin("＋1)のオ

＋j{A1sin("－１)のオーB1sin("＋1)のｔ

＋A2cos("－１)の朴B2cos("＋1)のﾉ｝

……(34）

となる．しかるに，（18）式でわかるように，Ｚ＝ど

＋"であるから，上式より

:溌撫l側
が得られる．本式の積分定数を初期条件で決定すれば，

振り子の運動軌道が得られるわけであるが，そのため

には振り子の速度が必要である．ゆえに，（35）式を

時間ｔで微分して，速度を求めて見ると
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な瀬鰯瀞宴欝皐麓琴鯛
ものが考えられる．そのためここでは，従来の在来軌

道表現式との比較が直接可能となるように，以下のよ

うな条件を設定することにした．すなわち，振り子へ

東向きに６０の初期変位を与え，静かに放したとすれ

［周=０間ﾃ0;[期=‘･[劉雲，

繍鰐欝霊(35)式と(3…
Ａ１＋Ｂ１＝０，．．．Ｂ,＝一Ａ，．．…･(38）

′β,=烏A，

喜儲そこで胆の仙式へ(38)式を代入すれ

Ａ２=署６．

Ｂ,=型景'，

憲誰Ｈ１‘
警=今(鰯…州…-s……,)｜

，,一等《……｡川副…舶伽)’

し馴差鯨圭を"北…よ伽“

‘~淵:患鯉瀬厭１
咋慨謡織鰯綿剰
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まれていることは明白であり，ただど軸方向の成分‘g・

ＣＯＳ｡による遠心力の影響が含まれていない．

つまり，これら（46）式，ないし（47）式の在来軌

道表現式の中には，支点軸まわりに生ずる遠心力が確

実に含まれている，という結論が得られる．

しかるに繰り返し述べてきたように，この在来軌道

表現式は，支点軸まわりの遠心力を考慮した（10）式

の運動方程式に対して，それの厳密解として得られた

ものであった．よって，いま述べた結論は言い替える

と，地球自転の振り子に対する運動方程式には，支点

軸まわりの遠心力を考慮するのが妥当であり，振り子

の運動には見掛けの重力加速度ｇ以外にも，地球自転

の遠心力が確かに影響をおよぼしているという結論に

なる．

９．振り子運動のもつ軌道特性

（16）式の運動方程式は（14）式もしくは（10)式と

全く同等であるが，これまでに述べたことにより，こ

の運動方程式の厳密解を求めると，その場合は（46）

式として示した地球自転の振り子に対する在来軌道表

現式が得られる，ということを知った．したがってこ

こでは，この在来軌道表現式を使用することにより，

振り子が持っている運動特性をしらべてみる．

ところが，運動方程式の解としては在来軌道表現式

と名づけた（46)式の表現形のほかに，（24)式のベク

トル形式でも，それを表わすことができた．そこで最

初に，この（24）式を使用した場合について，振り子

運動の持つ軌道特性を述べることにする．そのために

は，（24）式のＺの中に含まれる積分定数ＡとＢを，

まず決定しておかなければならない．ベクトルＺｂは

(23）式で表わされるが，その中のＡとＢは（42）

式，（43）式および（44）式の値を使用すれば，（33）

式により決定できる．そこで，（42）式と（43）式およ

び(44）式で与えられている積分定数の値を，（33）式

に代入すると

作'A卿=器i("+'),B=燭圃=器'("-'）
……(48）

となるが，これを（24)式の中のＺｂを表わす(23)式

に代入すれば

ｚｂ＝Ａｃｔﾂg/Z｡c＋Be-”g/↓･Z

＝器i("+')抑．‘+器i("-')‘-"‘'‘･‘

．…．．(49）

を得る．ここでまた，ｇ士ｉｌ＝cos6士ｊｓｉｎ６の公式で，

この（49）式を書き替えてみると

ｚＦ等{-sin(〃･&)+伽｡s(〃･‘)｝
……(50）

となる．この複素ベクトルｚｂをわかりやすくするた

めに

Ｚｂ＝どO＋"０ ……(51）

とおくと，（50）式からは

&一等．､Ⅷ。’＝畑γ0＝60ＣＯＳ(1/g/ﾉ･ｵ）

が得られ，ベクトルＺｂは次のように楕円運動を表わ

すことがわかる．すなわち，（52）式を２乗して加え

ると

了赫十幕=’…(53）
となり，これは長径の半長が６０，短径の半長が６０/〃

の楕円の方程式である．この楕円の長軸は最初に与え

られた変位６０の方向と一致し，その方向は地球の自

転とは無関係に，常に一定の方向を保持する．

ところが，振り子運動の全体を表わす（24）式によ

れば

Ｚ＝Zbg-f"‘＝Zbg-f《pSin‘)６

であるから，このうちで楕円運動を表わすｚｂのベク

トルは，－の＝一‘ｇｓｉｎのの角速度で回転していくこ

とがわかる．これは（24）式のところでも述べておい

たように，コリオリの力の作用によるものである．

この模様を定性的に図示すれば，図２のようになる

／

図２
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とされている.10）図には（53）式で表わされる楕円の

長径と短径を，それぞれの直径として持つ二つの同心

円を点線で示しておいた．この図からわかるように，

振り子は内径lo1(＝60/"）と外径Ｐ２(＝60）の同心円に

かこまれた円環内だけで運動し，内径jo1の円の中に

振り子がはいり込むことは絶対にない．これは地球が

一定値の回転角速度を持つためである．この運動圏外

となる内円が，筆者によって以前提示された地球自転

の振り子に対する内円にほかならない.'）しかし，そ

こでは今回のように直交座標動軸によらず，極座標

を使用して，この内円の存在を示しておいた．したが

って，内円の半径ＩＣ，の算定法が前回と今回とでは異

なることになる．

この内円の半径lo1は，ＩＣ,＝60/〃で表わされるので

ＩＣ,＝60の/1/g/ノー60(‘ｇｓｉｎゆ)1/ﾉ/ｇ・…．．(54）

で求められる．この（54）式の表現についても，それ

を筆者は以前に提示しておいた.'）ただし，ゆは振り

子の設置された地点の緯度であり，ノは振り子のつり

糸の長さ，６０は振り子に与えた初期変位を示し，こ

の６０は運動軌道が持つ外円の半径lo2である．また，

前述のように‘ｇとｇの値は

』g＝7.292×10-5(rad/sec）

ｇ＝9.8(加/sec2)＝980(c〃/sec2）

で表わされる．

（54）式によれば，ＩＣ，はの＝２Ｓｉｎゆできまり，こ

のjo1を半径に持つ内円はコリオリの力によって出現

する．したがって，の＝０なる限り内円は必ず存在し，

支点軸の回転がないの＝Ｏの時にのみ，ＩＣ,＝０となる

ことがわかる．つまり，赤道上に設置される振り子を

除き，地球上のすべての振り子の運動軌道には，内円

が必ず存在することになる．

ただ，あとで示すＩＣ，の具体値でもわかるように，

実際面ではの/1/g/ノー0の関係が成立するため，ｊｏ１－

Ｏという現実的な認識をしているに過ぎない．なお，

ＩＣ,＝０の時が，同一鉛直平面内で振動する単振り子の

運動に当たる．ｌｏ１は1／ノに比例するため，振り子

のつり糸の長さが短いものほど，単振り子の運動に近

くなる．

以上は（24）式のベクトル表示式を使用することに

より，振り子運動が持つ軌道特性について述べたもの

である．しかし，もっと具体的にしかも定量的に，振

り子の持つ運動特性を理解するためには，（46）式を

使用すればよい．そこで次に（46）式を使って，〃＝5，

"＝2.5の場合につき，振り子の運動軌道を描いたも

のが，図３と図４である．図の中の①，②，③，……

は一周期毎の振り子の位置を順番に示したものであり，

かつ振り子の運動軌道を表わす実線につけた矢印は，

その進行方向を示す．

のｌｗ。｡

④ ③

"＝５，lo2/６０＝1.0,1o,/60＝0.2

図３

Ｊ正

①

"＝2.5,ノ02/60＝１．０，１o,/60＝0.4

図４

②

Ｊ、

H）

④

Ｈ）

これらの図を見ると，その中には内円の存在が明り

ょうに現われている．このような内円の存在が可能に

なるのは，コリオリの力が働いていることにその原因

があり，この内円の存在とコリオリの力の作用方向と

を考慮すれば，振り子振動面の回転が簡潔に説明でき

ることになる．つまり，この内円の存在は，振り子振

動面の回転方向が，支点軸の回転方向とは逆方向でな



1５

③

するために図の中には，さらに①，②，③，……の番

号を付して，振り子振動面の回転方向を明示しておい

た．､

この時，振り子の軌道が内円に接する点と，振動中

心Ｏ点とを結ぶ半径に対して，振り子の軌道は常に対

称な形を取る．このこととコリオリの力の働く方向と

を考え合せるとき，振り子の運動軌道は，その進行方

向に対して右側にそれてゆく．これが振動面の回転と

なって現われるわけであり，振り子の進行してゆく軌

道は，数式計算にたよるまでもなく，概念的な推察の

みで予測し，かつそれの正確な作図も可能となる．こ

のようにして，内円の存在が振動面の回転を，明確に

規定する要因であることがわかる．

なお，南半球においては，コリオリの力が振り子の

進行方向に向かって，必ず左側向きに働く．このため

振り子は常に内円を右側に見るようにそれに接して運

動し，振動面の回転が北半球とは反対となる．このこ

とはれ＜０と解釈してもよいわけであり，これはまた

(14）式の左辺で，第２項のコリオリ加速度の符号の

みが逆転することから考えて，容易に理解できる．

しかしながら，実際のフーコーの振り子では，内円

の半径jo1は全く問題にならない程非常に小さい．す

なわち，フーコーがその有名な実験に使用した振り子

の周期で１は，で,＝１６(sec)であったとされている.7）

そこで，この値を使用すると1/ﾉ/ｇ＝で,/(2元)＝8/元＝

2.55(sec）となる．いま，パリーの緯度をの＝48.7。

とおけば，ｓｉｎ48.7｡＝０．７５となり，かつ振り子の外

円の半径lo2(＝60）を３．５("）と仮定して，内円の半

径ＩＣ，を（54）式によって計算してみると

ＩＣ,＝60‘ｇｓｉｎ・/1/g/ノー60(‘ｇｓｉｎ｡)1/ﾉ/ｇ

＝3.5×103×7.292×10-6×０．７５×２．５５

＝0.49(加沈）

が得られる．この程度の値は，それを視覚で識別しよ

うと思っても殆んど不可能である．このように，地表

に設置される通常の振り子の場合，’9く1/g/ノの関係

により，一般的にはＩＣ,＝０と見なしてもよいことがわ

かる．

だからと言って，この内円が存在しないと仮定した

のでは，振り子の運動を軌道表現式の数値計算なしに，

推察のみで予測しようとした際，振動面の回転はコリ

オリの力だけで説明せざるを得なくなり，一周期間内

の振り子の振動面が交叉するかも知れない，といった

推理も可能となる．実際に振り子の振動面がその振動

９ｍ

④
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２【

H）
【
】

〃＝10,102/６０＝1.0,10,/60＝0.1

図５

ければならない，ということを明確に規定してくれる．

例えば，図５に示すような〃＝１０の場合について，

このことを説明すると次のようになる．ただしこの場

合，振り子の運動方向を決定づける最も単純な法則と

しては，コリオリの力の働く向きがある．すなわち，

それをいま，北半球について述べると，コリオリの力

は振り子の進行方向に向かって，必ず右側方向に働く，

という簡単な性質である．この性質と運動軌道の持つ

内円の存在とを念頭におけば，振り子の運動軌道に対

する説明は，以下に述べるような簡潔でしかも明確な

ものになる．

まずはじめに，図５のＡ点から出発して，実線の一

つ矢印の向きに進行する振り子に対しては，右側向き

を示す実線の二つ矢印の方向にコリオリの力が働く.

したがって，振り子は内円上のａ点に向かって，その

内円に接するように運動し，半周期後には外円上のＢ

点に達する．次にこのＢ点からのもどり運動時には，

振り子の進行方向に向かって，右側向きにコリオリの

力が働き，このために振り子はｂ点で内円に接するよ

うに進行し，一周期後には外円上のｃ点に到達する．

以下同様にして，次の一周期間では，振り子はｃ点

から内円上の接点ｃを通って，外円のＤ点に至り，つ

づくあとの半周期間では，内円のｄ点を通過して外円

のＥ点に到達し，同様の運動をくり返していく．

このように，コリオリの力が振り子の進行方向に対

して常に右向きに作用するため，振り子は内円に対し

ては，常にその右側から接するように運動していく．

その結果，振り子の振動面は図のＡ点からＣ点，Ｅ点

の順に回転することになる．このことをわかりやすぐ
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の中心点で，交叉して描かれた運動軌道図を，現在発

行されている文献上で確かに見受ける場合のあること

も事実である．しかし，内円の存在を最初に説定して

おけば，このような推理はたちどころに否定される．

すなわち，内円の存在を認識していなければ，（46）

式の軌道表現式を手数をかけて数値計算したのち，そ

の結果を図に描いて示すか，もしくは図２を得た(24）

式のような数学的説明にたよる以外には，振り子の軌

道図と振動面回転を簡潔に説明することは困難である．

このことは前に述べた図５の説明により容易に理解で

きると考える．

"＝１がいわゆる同調現象のおこるジブの回転数に対

応し，これは筆者が以前に提唱しておいたクレーンの

「危険回転数」を表わす.'１)実際にこの危険回転数の

とき，クレーンの転倒事故や崩壊事故が最も多く発生

する．しかし，このような危険回転数が存在するのは，

ジブ半径妬の先端に荷重をつるして，ジブを回転さ

せた場合にのみ限定されるわけであり，殉＝Ｏとおい

た支点軸の回転では，危険回転数に相当するものは存

在しない．このことは（７）式もしくは（８）式で示

した運動方程式で，それらの第１式の右辺にある②2姉

の項が，強制力の役目をしていることから見ても容易

に理解できる．

１０．静止座標系における運動軌道

これまでは振り子運動の軌道特性を述べるために，

自転する地球とともに回転する動座標系を使用して

説明をしてきた．しかし，このような運動特性は静止

座標系で考えると，以下のようにもっと簡潔に示すこ

とができる．前に示した図１によれば，静止座標は

難,ｙで表わされる．したがって動座標系と〃座標

系の間には，ここで示す図７でもわかる如く，次の変

換式が成立している．すなわち

1６

ｖ
、
、

ｎ＝１

図６

なお，図６は〃＝１の場合を図示したものである．

この場合には，支点軸の回転角速度と振り子振動面の

回転角速度が,ちょうど相等しくなる．したがって,振

り子は初期条件として与えた点Ｐに停留し，半径60の

円周上の同一点Ｐの位置を保持しながら，支点軸と共

に回転することがわかる．しかも本図によれば，この

場合10,＝jO2＝６０となるため，振り子の運動軌道に存

在する内円と外円は一致し，一個の円に重なってしま

うこともわかる．つまり，この〃＝１のとき,遠心力と

重力の支点軸まわりに作るモーメントが打ち消し合い，

振り子は復原力を失ってしまう．そのため，振り子は

コリオリの力だけで運動することになり，普通の意味

での振動現象とはならない．このことについては簡単

な模型実験を実施すれば，容易にそれを確認すること

ができる．

また，通常の旋回ジブクレーンでは，この〃＝１の

際，無抵抗時のつり荷重の運動は無限大となる．この

図７

醗鰯翼::｝……側
よって，この（55）式に（46）式を代入すると

一…-…剛卜側ｙ=,‘cos剛=6．cos(,/÷.,）
を得る．このように（46）式の運動軌道は静止座標系
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で見た場合，非常に簡単に表現できるが，ここで(56）

式の二つの式を２乗して加えると

了赤十蒜=１……(57）
となり，これは半長径と半短径の長さがそれぞれ，６０

および６．/〃の大きさを持つ楕円を表わす．つまり，

振り子の運動を静止座標系の中で観察した場合，振り

子は一定の楕円運動をなし，この楕円の長軸は常にｙ

軸方向を保持する．この（57）式からも地球自転の振

り子には，６０＝jo2と６０/"＝P,の半径を持つ外円と内

円の存在することがわかる．

次に，（56）式からこの場合の速度を求めると，

"の＝1/g/ノであるから

帯=-6,"ｃｏｓｗＭ

号=-′･〃sinw7.‘）
となるので，オー０とおいた初期条件としては

［逼ﾃ0,閉=-6,．;[狸ﾃ6‘,閉=０
＃＝ｏ ｆ＝０

･･･…(58）

を得る．これが前から一貫して使用してきた動座標

系における

［鵜0,[調=0;[担庁６．，[詔=・
オー０ ８＝Ｏ

…･･･(58'）

の初期条件（37）式に当たるわけである．

上記の（58）式は静止座標”軸系における場合，

＃＝Ｏでｙ軸方向に６０だけ変位させておき，かつ苑軸

の方向には６０のの負の初期速度を与えて振り子を振

らせた，ということを意味する．この尤軸方向に与え

られた負の初期速度が，静止空間においては（57）式

のような楕円運動を，振り子に発現させる直接の原因

である．ただし，このことは（58）式すなわち（58'）

式の初期条件を使用した場合に限る．しかも，このと

き振り子の運動方程式は

器十号態=0,幾十号’=０……(59）
の形で表わされる．この（59）式はその内容が（10）

式と実質的には全く同じものになっており，それは

(55）式の関係から得られる§,叩を，（10）式に代入

すれば容易に求めることができる．

このようにして，〃座標系における振り子の運動

は図８に示すとおり，その運動軌道上を左まわりにま

わる楕円運動となる，ということがわかる．この楕円

９ｍ

図８

運動でれ＝５，”＝２．５，〃＝１０および〃＝１とおいた

ものは，それぞれ前述の動座標系で示した図３，図

４，図５および図６の場合の運動軌道に対応する．

図８でわかるように，振り子の運動は単振り子の運

動とは異なり，振動面が鉛直平面内には存在しない．

すなわち，これは通常の球面振り子の運動を表わす．

したがって，地表に設置されたすべての振り子は，厳

密に言えば球面振り子を形成し，その振動面はごくわ

ずかではあるが曲面をなす，ということがわかる．と

ころがこのような球面振り子に対しては，一般に面積

効果のために，その運動軌道の持つ楕円軸が振り子の

運動方向に向かって，近似的に

〃=芳苓=子(今)，命……(60）
の角速度で回転するとされている.'2）

この面は動座標系における振動面の回転角速度

とは反対向きとなり，これは動座標系での回転角速

度に加算されなければならない．ただし，通常の振り

子の場合は

”>￥,‘>’．……(帥）
となるのが普通であるから

面＝０

となり，この面積効果は常に無視しても差し支えない．

このように，面積効果は無視してもよいので，それ

が問題になることはめったに無いものと考える．しか

し，初期条件は振り子の運動に決定的な影響をおよぼ

す．例えば初期条件としていま
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［担Ｆ０[釘戸0;嚇際]｣伽＃＝０

と仮定した場合，（59）式の運動方程式によれば，振

り子の運動軌道は

妬＝０，ｙ＝60COS(1/g/ﾉ･ｵ）……(62）

となる．これは同一直線上の単弦振動を表わすので，

振り子の運動は同じ鉛直平面内でおこる．

そこで，（62）式を（55）式に代入して，畠γを求

めると

さ＝60ＣＯＳ(1/g/ルオ)sｉｎのメ｜
）…………(63）

〃＝60ＣＯＳ(1/g/ﾉ･ｵ)ＣＯＳのメノ

となり，動座標系での初期条件は

［勢FO,閉=の‘｡;[担F6.,閑=０
ｆ＝０ ｆ＝0

・・…･(63'）

で表わされる．（63）式は６０の振幅を持つ鉛直振動平

面がの＝‘ｇｓｉｎゆの角速度で支点軸の回転とは逆まわ

りに回転することを表わす．そして（63')式は振り子

に６０の初期変位をγ軸方向に与えておき，そこの点

で曾軸方向}この60の初期速度を与えたことを意味す

る．したがってこの場合，振り子の運動軌道には内円

が存在しないことになる．

ところで，振り子へ（63')式の初期条件を与えるた

めにはいささか技巧を要するが，地表で振り子を自然

に振らした場合には，（58'）式の初期条件が実現され

たと見なしてよい．よって，地表で振らせた振り子の

運動軌道には，必ず内円が存在すると考えるのが妥当

であると思う．

１ １． 結言

本報告書では，筆者が以前に求めておいた旋回ジブ

クレーンつり荷重の運動方程式を利用すれば，地球自

転の振り子に対する運動方程式が，従来の形よりもさ

らに一般化された形で得られることを述べた．そして

しかも，それの厳密解を求めてみると，振り子の運動

軌道を表わす式として，古くから採用されている在来

形の軌道表現式が得られる，ということを述べた．

いま，つり糸の長さをノ，重力加速度をｇで表わ

し，なおかつ‘ｇで地球の自転角速度を，また振り子

設置点の緯度を妙で表わすことにして，ここで得られ

た結論をまとめると，次のようになる．ただし，ゆは

北半球上の値と仮定しておく．

（１）地球自転の振り子に対しては，地球の自転現

象のため発生する支点軸まわりの遠心力を，その運動

方程式の中に考慮するのが妥当である．

（２）支点軸まわりの地球自転による遠心力を，振

り子の運動方程式に取り入れた場合，この運動方程式

の厳密解を求めると，それは振り子運動に対する在来

の軌道表現式と一致する．

（３）地球自転の振り子の運動は，本質的には楕円

運動である．この楕円の半長径の長さｌｏ２をいま初期

変位の大きさ６０とすれば，半短径の長さｊｏ１は

ｊｏ,＝60(‘ｇｓｉｎ｡)／1/g/ノー60(‘ｇｓｉｎ｡)1/ﾉ/ｇ

で表わされ，これらjo2と,Clはそれぞれ，振り子の

運動軌道が持つ外円と内円の半径である．

（４）支点軸がのの角速度で回転する振り子の運

動軌道には，運動圏外となる

，o,＝60の/'/g/ノー60の'/ﾉ/ｇ

の半径を持つ内円が必ず存在する．したがって，地表

に設置されたすべての振り子の運動軌道は，半径が

ＩＣ,＝602sｉｎ｡/,/g/ノの内円を持つことになる．しか

しながら，地球上では常に２く'/g/ノの条件が成立

しているために，，o,＝Ｏと見なしてもよい．

（５）旋回角速度の，ジブ半径γ0である旋回ジブ

クレーンつり荷重の運動方程式で，の＝‘ｇｓｉｎ｡，γ0＝

ｏとおけば，地球自転の振り子の運動方程式が得られ

る．
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