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Followingthelastpaper，thetransientresponsesofTimoshenkobeamsundertransverse

impactwerecalculated・TheoreticalanalysiswascarriedoutbyLaplacetransformtechni‐
quesfortwotypesofloadingapplieｄｔｏａｅｎｄｏｆｓｅｍｉｉｎｆｉｎｉｔｅｂｅａｍ・Andbendingmoment，
angularvelocity，shearforceanddeflectionvelocitywerecalculaｔｅｄａｔｔｈｅｒｅｇｉｏｎで/α＜どくr
mainly・

Obtaindresultsfromnumericalevaluationareasfollow．

（１）Thediscontinuitiesinshearforceandindeaectionvelocityariseatthｅｅｎｄａｒｅ

propagatedwithconstantmagnitudｅａｎｄｓｐｅｅｄＣＱ(＝1/k'G/ＩＣ)．
(2)ThemagnitudeofthesediscontinuitｉｅｓｃａｎｂｅｅｖａｌｕａｔｅｄｂｙｕｓｅｏｆＥｑ（21)，Ｅｑ（22）
inthispaper．

(3)Thevaluesofbendingmoment，angularvelocity,shearforceanddeflectionvelocity
arezeroatthebendingwavefront．

１．まえがき

横衝撃をうけるはりにおける応力波の発生および伝

ぱの様相を明らかにすることは，実用的にも重要な課

題の一つである．このようなはりの横衝撃問題を解析

するには，基礎式としてはりの横振動方程式を用いる

のを普通とするが，これらの方程式には従来から次の

二種類のものが用いられている．その一つは，たわみ

は曲げモーメントのみによるとするBernoulli-Euler

の方程式であり，他は更にはり断面の回転慣性とせん

断力の影響を考慮に入れたTimoshenkoの方程式で

ある．これらのうち前者は計算が容易であるため，振

動や衝撃問題に広く用いられているが，波動がはりに

沿って無限大の速度で伝ぱするという物理的矛盾を含

んでいる．一方Timoshenkoの方程式は前者と比べ

て，より厳密な振動方程式であるばかりでなく，また

同時に曲げ波およびせん断波の伝ぱを示す波動方程式

でもあるので応力波の伝ぱを論ずるには現在のところ

最も適切な方程式であると考えられる．しかしこの方

程式にラプラス変換またはフーリエ変換を用いて求め

た解は，はなはだ計算の困難な定積分の形で与えられ

るため，Fliigge，Zajac8)以来この解は実用的でない

とされ，この解法に代って近似解法（たとえば特性曲

線法など）が電子計算機の発達にともない盛んに用い

られるようになって来た．しかし，このような近似計

算法も厳密解と照合して始めてその近似度の評価，お

よび適正な用法が定まるものであるから，いま，ここ

で電子計算機により繁雑な計算を行い，Timoshenko

方程式の厳密解を求めておくことも意義あることと思

われる．このことに関し筆者らは前報''）において，

Timoshenkoの方程式にラプラス変換を用いてその解

を求め，主としてせん断波到達後の領域における曲げ

モーメントの計算を試みた結果，この領域では計算が

比較的容易であることを明らかにしたが，今回は曲げ

波およびせん断波の波頭付近におけるはり断面の曲げ

モーメント，角速度，せん断力，ならびにはりのたわ

み速度についてその伝ぱの状態を調査し，併せて数値
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実験的にその計算可能限界を検討したのでその結果を

以下に報告する．

２．理論解析

Timoshenkoの方程式にラプラス変換を用いて解を

求める手順は既に前報に詳しいが今回は曲げモーメン

トの他にはり断面の角速度，せん断力およびはりのた

わみ速度をも求めたので重復をかえりみずその要点だ

けを述べる．

器-('十〃器+州州=0……(5)
となり式（５）の解は，ど→｡。でｙ→Ｏなる条件を用

いると

ｊｉ＝Ｃ１ｅ－ｽ16＋C2g-ｽ2６……(6)

となる．ただし，Ｃ１，Ｃ２は境界条件で定まるｐの関

数でＷ(,，ス２はα＝(α2＋1)/２，６＝(α2-1)/２とすれ

ば

溌些冨卜
Ｍ(§,Ｐ)＝Ｃ,(a2P2-ｽ,2)9-ｽ１６＋Ｃ２(ａ２Ｐ２

－ｽ22)８－ｽ２６

の(喜,Ｐ)＝Ｃ,{P(a2P2-ｽ,2)/ｽ,}e-ｽ１６

＋Ｃ２{P(a2P2-入22)/ﾉ(2)e~ｽ２６

Ｑ(岳,ｐ)＝－Ｃ,(が/ﾉ（１）e-jI1s

-C2('2/ﾉ(2)e-jl26

ii(ど,ｐ)＝C1pg-ｽ16＋C2pg-jI26

毎(喜,p)＝c,{(αﾂーｽ,2)/ｽ,}e-』'６

＋Ｃ２{(a2P2-ﾉ(22)//(2)9-ｽ2６

(8)

２．２横衝撃荷重をうける半無限長はりの諸応答

の計算

２．２．１弾性棒が半無限長はりの－端に衝突する

場合

この場合は衝突点においてＭ(0,で)＝Ｏであるから

式（６）と式（４）においてど＝Ｏで，＝'０，Ｍ(０，

p)＝０とおくと，Ｃ,,Ｃ２はつぎのようになる．

二二垂総竺那澱,)｝…《，）
また，棒とはりとの接触条件は，小高・中原によると

棒直下のはり部分の慣性を無視すると

Ａ'Ｅ'(V-dyo/〃)/C必'＋Ｑｏ＝０……(10）

となる．ただし，Ａ'；衝撃棒の断面積，Ｅ'；棒材

料の縦弾性係数，ｖ；棒の衝突直前の弾性棒の速度，

Ｑｏ；衝撃点のはり断面に働くせん断力，Ｃ皿'；棒を

伝わる縦波の伝ぱ速度である．上式を無次元化し，
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９（き‐力

〆＝ＡＥＣ狸'/(Ａ'Ｅ'C必）とおき式（10）をラプラス変

換すると

（1/似')(Ｗカー〃0)＋ＱＯ＝０……(10)’

を得ることができる．（８）の第３式と式（９）より

Ｑｏを求め，式（10)’に代入してｊｉｏを求めると

，．=，(0,')=-;÷

恥(の2)sin(γで

Ｂ
－
Ｂ

一向岳)〃

(え,＋ﾉ(2)1／ 1+α2が
(11）×

ワ②Ｚ

(ｽ,＋ﾉ(2)1／ +ﾉα'ｐ('十1/丁干ZE写）

……(13）

1+α2が

となる．式（11）を式（９）に代入してＣ,，Ｃ２を決

定し，式（６）を用いて，(畠力）を求めると

卿)一芸察；が

×(淵器蒜舗筈羊今苓芸声('2）
が得られる．同様にＣ,，Ｃ２を式（８）に代入するこ

とにより所要のＭ(曾,ｐ)，の(ど,ｐ)，Ｑ(昔,p)，う(曾,p）

は次式のようになる．

､Eろか乙十ﾉzｚＰ lF-等I;/"''表馬寧{州)s肺
coshゆ3ど＋恥(の2)ＣＯＳγrsinh｡3盲}〃

図１Ｐ平面における積分路

(ただし，ｇ(ど,’)＝Ｍ(ど,ｐ)，あ(さ,ｐ)，Ｑ(昔,ｐ)）な

る逆変換の式をつくり，図１のｐ平面における積分路

に沿って矢印方向に線積分を行うとつぎのようになる．

表１

必=-÷I;/‘去伽s，紬h(,で-帖）
一｡２Ｓin①2曹cosh(γで．－の,曾)}〃

Ｚ画刀。五画７』

Ｍ(房Ｔ）面信Ｔ）Ｑ（畜了）丁(ｇＴ）

００００

１１＋1２１４＋1５１７＋18110＋111＋、】

Ｉ＋１１５＋1６１８＋Ｉ９ｈｌ＋112＋、２

死乙かｚ十J[Ｚ.〃（ｐ十1／１．＋α務力Ｚ

×

亜乃か溜十ﾉﾋ２.〃（〃十1／１＋αあか召

てくｆ

ｚ/α＜§＜ｒ

ｆ＜z/ａ

ﾘ1／Ⅱ一ﾄｰαあか』

恥(の2)Sin(γで一・4昔)〃
〃｡

I‘一等I;叩蒜霧

ここでnzz5かｚ十〆ｐ（ｐ十1／ｌ＋α乙也

IF-÷I:/‘v零
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以上の（13）を前報の手順に従って

六I:茎::g(畠')州
恥一等I;/霞'編季

密画７Ｊロ

一・,昔)〃

ら=一等I;/雪γ需重{州)c･州nh雌
，－恥(の2)sinγrcosh｡3昔}〃



恥=-瓢/･γ両両(‘'+、雨｜の212

×11,‘(の2)COS(γz･一｡4ど)〃

Ｄ,＝一(Ii3＋Ii4）

Ｄ２＝αＷ(α＋〆)一(ん＋Ii5）……(14）

ただし，

｡,＝'/７（'/Ｔ干扉両十αγ)'/2／1/百
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３．１数値計算法

ラプラス逆変換の結果得られた解は１１～Ii2の定積

分の形で与えられるので近似積分法によりその数値解

を求める必要がある．しかしこれらの被積分関数の中

には，積分の上限または下限，またはその双方におい

て分母がＯになるものが含まれているので適当な変数

変換により，その特異点を除去する必要がある．本計

算においては，その下限に特異点を有するものについ

恥(の2)〃

〃
｜
鋤

岳
昭
一
》
Ⅲ
》
｜
岬

勿
γ
禅

γ
一
一
”
一
獣
一
Ｗ
｜
｜
”

一
一
一
一
一
一

喝
Ａ
喝

式（13）のう(曾,ｐ）を直接逆変換することは避け，付

録に示すような手順に従って計算を行った．吟=÷I;/‘金{R‘(‘.)cos雌cosh(”
一砂,ど)＋恥(の3)Sin｡2曾sinh(γで一｡,言)}〃

２．２．２半無限長はりの一端にstepvelocityを

与えた場合

この場合，衝撃点における条件は，ど＝０で九＝Ｖを，

また〃＝０であるので式（６）と(4)'の第１式を用

いて

：:二蝋総竺那槻)}}…('5）
となる．従って

IF￥l:/Ⅷ'〒蒜璽(州)c･s”
×cosh｡3喜一恥(の2)sin症sinm3ど}α〆

3．数値計算および結果の考察

Ｖ

２仰が-,(等一等）の(さ,ｐ)＝一

▽

Q(帥)=2,岬-,(α，雲ﾃﾉ１，，‘-幼‘
ａ２ｐ２－ﾉl12e-ｽ２６）一ス２

恥=響I;/ｗ‘'+γ雨戸｜の212

の3＝(｡,－妙2)(6γ＋'１／１－６２γ2）

乃泌(の2)ＣＯＳ(滝

＋ｊ(○4＋〆γ)1／

の2＝(○３－幼)の，

一｡省)〃

ji‘=-÷I:'‘γ工畜雲{γ司阿n帖
×sinh(”一・１ち)＋6γＣＯＳの2曾cosh(γで－｡,ど)}〃

１－α2γ２

り,＝の2{2｡,1／１＋α2γ２＋ﾉu'γ(γ＋1／１＋α2γ2)｝

の,＝(ゆ81／１－α2γ２－〆γ2）

｡2＝1/ア（1／１＋α2γ２－”)'/2／1/百

の3＝1/ア（1/~面脚テーαγ)'/２

ただし，上記の計算のうち５(昔,ｐ)の計算に当っては，

(13）の第４式にみるようにその分母に'２なる因数

を有するため，図１のｐ平面上のカーＯに高次の分岐

点を生じ，そのため逆変換の計算が困難となるので，

Ｖ
Ｍ(昔,ｐ)＝－ (g-jI16-g-jI26）

Ji1-判;/"γ河両("－，両｜の212

×{此(の2)sinγrsinh｡s嘗十恥(の2)COSγrcosh｡3§}〃

……(16）

が得られる．この式（16）は何れも式（13）において

jzz'＝Ｏとおいた結果に等しい．従って式（16）の逆変

換の結果は式（14）における各定積分において〆＝０

とおいたものを用いるとよい．ただしう(ど,ｐ）の場合

にも高次の分岐点を有するので2.2.1の場合と同様に

計算を行った．（付録参照）

｡4＝1/７（1／１＋62γ２＋”)'/２
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211／ 62p2－１

×(6γ＋1／１＋62γ2)恥(の2)〃

Ｖ

う(ど'')＝－２p21／ｂ２ｐ２－１｛(α2'２－入22)８－ｽﾕｅ
－(α2が一ｽ,2)g-jI26｝

Ｖ１

妙(ど'p)＝一丁２１／62が－１（g-11f/ﾉ【’
一e-jWﾉ12）
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図３

ぞれ喜＝で（苑＝ｃ皿ｵ)，ど＝て/ａ（苑＝ＣＱｵ）なる直線で

何れも原点を出発した曲げ波およびせん断波の波頭の

伝ぱ径路を示している．この２本の直線により，喜一で

平面は３つの領域Ｉ，Ⅱ，Ⅲに分けられる．これらの

領域のうち，領域Ｉは曲げ波もせん断波も到来してい

ない領域であり，領域Ⅱは曲げ波頭は通過しているが

せん断波頭はまだ到達していない領域，また，領域Ⅲ

は曲げ波頭，せん断波頭ともに通過した領域を示して

いる．また図２におけるＡＢ，ＣＤ，ＥＦ，ＧＨなる４

つの線分は，それぞれで＝５，１０，２０，３０なる直線の

部分を示し何れもど＝Ｏで始まりど＝z･で終っている．

またＰ，Ｑ，Ｒ，Ｓはこれら線分とＬ２との交点であ

る．従ってたとえばで＝５の場合，ＡＰは領域Ⅲ，Ｐ

Ｂは領域Ⅱに属し，Ｂ点は曲げ波の波頭，Ｐ点はせん

断波の波頭を示す．また，縦軸./Ｍはど＝２０なる直

線で，、ﾉＦは領域’’五Ｋは領域Ⅱ，ＫＭは領域Ⅲに

属しており，Ｆ点は曲げ波の波頭，Ｋ点はせん断波の

波頭に相当する．

ては

γ＝"２（従って〃＝2郷｡"）……(17）

を，また上限に特異点を有するものについては

１/６－γ＝〃２または１/α－γ＝〃２（従って－αγ＝

２況伽）……(18）

なる変数変換を施し，また上限，下限双方に特異点を

有するものは，上限，下限値間の適当な値（たとえば

β)により定積分を分割してI:+1首｡などとし,そ
の各々 について式（17)，式（18）による変換を行った．

なお，全積分区間において特異点を有しない定積分に

おいても式（17）による変換を施すことによりその計

算は極めて容易になることがわかったので以下のよう

な計算にはすべて式（17）の方法によった．また，こ

れら被積分関数の中には高い周波数の振動関数に双曲

線関数を重畳したものが含まれているため，でまたは

どの大きな値に対する数値積分には充分の分割数と高

い計算精度が要求される．この理由から，本計算では

積分にｓ伽psO〃法を用い電子計算機により倍精度で

計算精度を１０－３または１０－４に設定して計算を行っ

た．ただし，計算にはα＝２，Ｖ＝1.0なる数値を用

いている．

×１０－１

５
４
３
２
１
０
１

－
一
一
一
一

３

一
一
一
一
一
一

〆
〆
〆
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一
一

一
一
一
一

〆
〆
〆
一
一

一
一

/へ《

Ａ
３．２数値積分結果の考察

今回は主として，で/α＜どくでなる領域における応

答について考察する．数値積分によって求められた諸

応答の伝ぱの様相を考察するに当り，図２を参考図と

して用いたのでまず図２の説明を行う．図２は横軸に

ど軸，縦軸にｒ軸をとることにより規定されたさ－て

平面を示している．図中，原点を通るＬ,，Ｌ２はそれ

ハ
ト
い
』
叩
△己ＬＪ三ｚＪ豆
2０３０４０で５０

(a）

×１０－ェ

０１０２０３０４０５０

虜

図２Ｅ-て平面
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（c）

衝撃点におけるあ,Ｑ'５の時間的変化

'§うとさミヴ△廷ﾌ＆＝
０ １０ ２０
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×１０－１
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図３の（ａ)，（ｂ)，（ｃ）はそれぞれど＝Ｏにおい

て前述のようにＶ＝1.0で計算された面，Ｑ’５の

時間的変化すなわち図２ので軸に沿った変化が示され

ている．〃(0,z･）については，喜＝Ｏにおいて2.2.1,

2.2.2の場合何れもでにかかわらず常にＯであるので

図には示されていない．まず面(０，で）曲線をみると，

で＝Ｏにおいてその値は０から変化を起し，まもなく

最大値に達し，以後は次第に振動しながら減少する様

子が見られる．これに対しＱ(0,で)，５(０，で）なる量は

ノリ'＝０，ノα'＝１，鰹'＝６の場合ともで＝０でそれぞれあ

る一定の値(ﾉα'＝０のときは｡＝-0.5,う＝1.0,〆＝

１のときは｡＝－０．３３３，５＝0.666,浬'＝６のときは

Ｑ＝-0.125,う＝0.25）から始まりＱ(0,で）は振動し

ながら次第に減少し，５(0,で）は急激に増大した後5＝

１に漸近していく．この図から我々 がここで取り扱っ

ているような横衝撃の場合にはＱ'５とも衝撃点で，

衝撃の開始と同時に突然ある有限の大きさの不連続量

を生ずることがわかる．ところでこれらＱおよび５

の不連続量の間には，力積と運動量変化との関係から

［Q*]＝一(1/α)[ひ*］……(19）

（ただし，［Ｑ*]，［沙*］はそれぞれＱ，〃の不連
続量を示す）

なる関係があることが知られている7)'0)．従って2.2.1

の場合には接触条件式（10）におけるCZyO/伽に［〃*］

を，またＱｏには［Q*］をそれぞれ代入して得られる
関係式

Ａ'E'(Ｖ－[ひ*])/C皿'＋[Q*]＝０……(20）

と式（19）とを連立して［Q*]，［ひ*］について解き，
無次元化した形で表わすと

［５*]＝αＷ(α＋〆）

｝…(２１）［Ｑ*]＝－Ｗ(α＋β'）

を得る．また2.2.2の場合は

［５*]＝Ｖ

剛=_(,/")岡=_両“｝…(22）
となるが式（21)，式（22）で計算された値はそれぞれ

上述の不連続量の値と正確に一致している．

また図４，図５，図６，図７はそれぞれ図２に示す

で＝５，１０，２０，３０におけるＭ(さ,で)，面(岳,で)，ロ

(畠で)，５(岳,で）の岳に対する変化を示しているが，

これらは図２におけるＡＢ,ＣＤ，ＥＥＧＨに沿った
諸応答の変化に相当する．

これらの図からまず〃およびあは，ど＝０からそ

の値は連続的に変化し，ど＝て(苑＝Ｃ辺ｵ）なる曲げ波の
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波頭では０で終っているが，その間さ＝で/αなる点

（図２におけるＰ,Ｑ,Ｒ,Ｓ点）すなわちせん断波の

波頭のところで，曲線の勾配に不連続を生じている．

これに対してＱ’５にあっては同じく曲げ波頭では０

になるが，ど＝て/αの点で，共に曲線に断層を生じて

いる．このＱ’５における断層の大きさすなわち不連

続量の大きさはそれぞれ〆＝１の場合-0.333,0.666,

〆＝Ｏの場合には-0.5,1.0でありそれぞれ式（21)，

式（22）で計算された値に等しい．このことから衝撃

と同時に衝撃点に発生したせん断力およびたわみ速度

の不連続量はその大きさを変えることなくせん断波の

速度ではりに沿って伝ぱしていることがわかる．

また図８，図９，図上０，図上上はそれぞれど＝２０に対

するＭ(20,で)，あ(20,で)，Ｑ(20,z･)，５(20,で）の時

間でに対する変化を示したもので図２のノFKMに沿

う変化に相当する．これらの計算のうち，領域Ⅲに関

する計算式にはすべて前述の式（17）または式（』8）

なる変数変換を行い１１～Ii2までの計算を行うと何れ

もど＝100,で＝1,000程度までの計算が可能であるが，

作図上の関係から面(20,で)，Ｑ(20,で)，および５＝

(20,で）の３つの量に対してはで＝100まで，また比

図７万一ど曲線
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３．３数値計算の難易度と可能限界

３．３．１領域Ⅱの場合

Timoshenkoはりの衝撃応答に関する数値計算は

従来から極めて難事であるとされてきた．しかし，我

々の行った種々の計算試行の結果，計算の最も困難な

ところは領域Ⅱであり，特にど＝ですなわち曲げ波頭

付近であること，また，一旦ど＝で上で計算が可能で

あるときは，その同じどに対して，計算点をせん断波

頭の方向に移行させるに従い計算は次第に容易になる

ことが判った．従ってど＝で上のどの範囲まで計算可

能であるかがこの領域の計算可能限界を定める目安に

なるであろう．また，３．２で述べたようにどの比較

的小さな値（約30まで）に対する計算結果によると，

ど＝で上におけるＭ面，Ｑおよび５の諸量はすべ

て０または０に極めて近い値をとるが，このことは昔

（従ってで）のより大きな値に対しても例外なく成立

するはずである．故に，ど＝z・上でその計算結果が０

に極めて近いかどうかで計算結果の正しさを判定する

ことができるであろう．我々はこのような見地から，

ど＝で線上に等間隔に配置された計算点についてＭ～

５までの４量を，まず計算精度１０~３でそれぞれ計算

を行い，その結果が０よりかけはなれた値を示すもの

較的ゆるやかな曲線をえがくＭ(20,ｚ･）については

z･＝500までの波形が示されている．図８によるとＭ

は最初領域ＩではＭ＝Ｏでど＝でなる曲げ波頭の到

達と同時に変動を始め，その後間もなく深い落ちこみ

を生じているが，その後反転して急激に増加した後最

大値に達し，以後ゆるやかに減衰していく．この落ち

こみの時刻はで＝αどすなわちせん断波頭の到来した

時刻に当り，伝ぱしてきたせん断力の不連続波による

モーメントの急激な変動を示すものと考えられるが，

曲線はここでその勾配に大きな不連続を生じている．

つぎに図９に示されたはり断面の角速度面はＭの場

合と同じく，で＝どの時刻から変化を起し振動波形を

画きながら変化していくがこの範囲ではあまり減衰は

見られない．またで＝αどのせん断波頭到達時に前述

と同様に波形曲線はその勾配に不連続を生じている．

これに対し，図10,図11におけるＱ'５のでについて

の変化をみると，ｚ･＝どから応答を始めることは前者

と同じであるが，で＝αさ（図２のＫ点）すなわちせん

断波の波頭の到達時刻に近づくにつれて深く落ちこみ，

で＝αどなる時刻に曲線に不連続を生じて垂直に上昇し

ているがその量は当然式（21)，式（22）で計算され

た量と一致している（図中，○印を施してあるが〉こ

れは似'＝１における落ちこみの最下点を示している)．

しかし，その後は両者ともはげしい変化は見られない．
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については，さらに精度を１桁あげ１０－４の精度で計

算し，まだ充分でないものに対しては１０－５の精度で

計算を実行するという数値実験を行った．なお１０－６

の精度における計算は１点につき約６分の計算時間を

要するのでそれ以上の精度に対する計算は行っていな

い．

このような数値実験の結果にもとづいて各量の計算

の難易度を比較したところ，Ｍ(昔,で）が最も容易であ

りついで面(岳,で)，Ｑ(さ,で)，５(さ,で）の順に困難にな

ること，およびそれらの計算可能などまたはでの最

大値は2.2.2の場合すなわち〆＝Ｏの場合，精度

10~4(10~5）までの計算でＭ(ど,で）では約3５（40)，

最も困難な５（さ,で）の場合では約2６（30）程度である

ことが判った；なお，2.2.1の場合はﾉu′の存在のた

め，計算は前者に比べて若干困難になる．また，前述

したように，この領域では計算点が曲げ波頭の直後か

らせん断波頭の直前まで移行するに従いその計算は次

第に容易となり，ど＝で上で計算不能である昔に対し

てもせん断波頭に近い所では十分に妥当な計算が容易

かつ可能であるように思われる．ただし，この領域の

計算値は実験と照合し難いのでその妥当性を判定する

ことは困難である．

３．３．２領域Ⅲの場合

この領域ではでが大きな値をとるため，最も計算が

困難であろうとの予測に反し，その計算は前項に比べ

ると格段に容易である．前報'１)においてはこの領域に

おけるＭの計算可能範囲は与については約80まで，で

については約400程度までであると述べたが，前述の

ように定積分中でその上限，下限に特異点を有しない

もの(例えばＱの計算における１９）についても式(17）

による変数変換を行ったところ，その計算可能範囲は

著しく拡張され，曾については約100まで，でについ

ては約1000付近まで妥当な計算値の得られることが確

認されている．従ってこの領域の計算は充分に実用計

算の範囲に収ったとみてよいと思われる．

４．結語

半無限長よりの一端に２通りの横衝撃条件を与えた

場合すなわち（i）弾性棒がはりに垂直に衝突した場合，

(ii）stepvelocityを与えた場合について，Timos‐

henkoの横振動方程式にラプラス変換を適用して，

(i）の場合は小高・中原の接触条件を考慮することに

より解析を行い，得られた解からSimpson積分によ

り数値解を求め，これによりはりを伝わる曲げ波およ

びせん断の波頭付近におけるはり断面の曲げモーメン

ト”角速度，せん断力およびはりのたわみ速度につい

てその挙動を調査した．得られた結果を要約すると次

の通りである．

（１）上記（i)，（ii）の場合とも衝突直後，衝撃点に

せん断力，はりのたわみ速度の不連続量［Q*]，［５*］

を生ずるが，この不連続量はその大きさを変えること

なくせん断波の伝ぱ速度（1/〃G/,o）ではりに沿って

伝ぱする．また，この不連続量の大きさは（i)，（ii）

の場合それぞれ式（21)，式（22）で計算できる．

（２）曲げ波の波頭におけるＭ,面，Ｑ・'の値はす

べて０である．

（３）定積分の上限および下限において特異点を持た

ない被積分関数にも式（17）による変数変換を行うと

その計算範囲は著しく拡大され，特にせん断波通過後

の領域Ⅲでは，ど＝100'て＝1,000程度まで10-3の計

算誤差で容易に計算可能である．

（４）で/α＜どくでの領域における計算の難度は曲げ

波の波頭の直後付近で最も著しく，倍精度のSimpson

法によるとその諸応答についての計算限界は，ど＝で

上においてど（またはで）＝30～40程度である．

最後に本研究にあたり，図面の作成等に御協力頂い

た機械工学科の有冨正男助手，本学大学院石原俊治，

浜田秀樹，田中友治，三窪秀晃の諸君に厚く御礼申し

上げたい．

なお，計算には本学の電子計算機FACOM230-45S

を使用したことを付記しておく．
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付録

すでに本文でも述べたように，どなる点のたわみ速

度５(ど,で）のラプラス変換された形は，2.2.1の場合

すなわち〆＝０のときと2.2.2の場合すなわちﾉα'＝Ｏ

のときはそれぞれ

ぅ(ど,ｐ)＝－了'／’＋ａ２ｐ２
ｐ２

（ａ２ｐ２－ｽ22)e-‘１１６－(a2p2-ｽ12)9-ｽ２６
×2,/b2p2-1,/1＋a2p2-ﾉu'(入,－(2)(p＋1/1＋α2が）

Ｖ

ｚ(ど,ｐ)＝－２p2,／ｂ２ｐ２－１
×｛(a2p2-ｽ22)８－ｽ'６－(a2p2-ｽ,2)e~ｽ２５｝

……（１）

となり，双方とも分母に'２なる因数をもつ．この結

果逆変換の際の線積分において図１の力平面上のカー

０なる点で高次の分岐点を生じ逆変換の計算が非常に

繁雑になる．従って本計算ではう(畠で）を求めるのに

式（１）を直接逆変換することを避け，Boley6）の手

法にならって次の方法によって求めた．

Timoshenkoの方程式はまた次式で表わされるこ

とがある．

裟脳脚R昌;Ｈ｝……(2)
ただし'は昔について，・はでについての微分を

表わす

（２）の第２式から

ｙ＝(1/α2)(’''一少'）

であるので

'ー=告I('''一伽十雌）

すなわちぅー，=券I(''一州+雌）……(3)
となる．一方ｊはまた次式のように表わすことができ

る．

ターI{(''一〃+雌十g(で）…-(4)
ここで，ブ⑤，ｇ(で）はそれぞれどまたはでのみの

関数である．式（３），式（４）に現われる（1/α2）

×(y'一妙)，妙はせん断力および角速度であり表１と

式(14）により，（17,16,恥)，（１Ｍ5,16）で与えられて

いるので，これらの式を用いて，式（３），式（４）を

計算し両者を比較すると，畠でを含む項は全く等し

くなるので，／(さ)，ｇ(て）は共に定数でなければなら

ない．いま，この定数をＤとすると式（３）により

，=告I(''一伽露十，……(5)
となる．このＤは，はり運動の初期条件から求めら

れる．

いま，Ｑ(曾,で）における３つの定積分吟～喝を式

（５）に適用してＤを含まない形で表わし，それぞれ

IiO,Ii1,Zi2とすると

ｌｉ｡=I賄肱Ii,=1ｌｂ(畠州，

11,=I鵬祷肪
となる．

この結果昔＞でのときう＝Ｏ

ｚ．/α＜曾くてのとき５＝１１０＋11,＋Ｄ，

どくで/αのとき５＝Ii,＋Ii2＋Ｄ２

となる．ただし，Ｄ,,Ｄ２は定数である．

つぎに初期条件のもとでＤ１，，２を定める．

まず［IiO＋１１１＋Ｄ,]§→0＝０であるから
で→０

，，＝－[IiO＋11,]6→ｏ
ｒ→０

又，［Ii,＋Ii2＋Ｄ２]6→0＝αＷ(α＋ﾉz'）
で→０

であるからＤ２＝αＷ(α＋ﾉα')－[Ii,＋Ii2]6→ｏ
ｒ→０

となり：Ｄ１，，２が決定される．このＤ１，，２が本文の

式（14）に示されている．

また，2.2.2におけるはりの一端にstepvelocity

が与えられた場合の可はIiO,１１，，１i2,,,,,2におけ

る〆の値を０とおくことにより得られる．


