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lnmachineandstructuraldesign,itisnecessarytopredictthenaturalfrequenciesofmachineparts

andStructuralmembersinordertoavoidresonance･Thefrequencyequationscanbeobtainedbyap-
plyingendconditionstothesolutionoftheequationofmotion・Ｉｎｔｈｉｓｃａｓｅ,ｉｔｈａｓｂｅｅｎａｓｓｕｍｅｄｔｈａｔall
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lations・

However,someoftheendconditionsshouldbeobtainedanalyticallythroughthecalculations・This

reportisconcernedwithendconditionswhichhavebeenobtainedbythetheoreticalanalysisofvibration
fbrathinunifbImbar．

１．緒言

はりや軸が横振動をするとき，両端の支持点には当

然，支点反力や固着モーメントが発生する．これら支

持抗力は強制振動のときには外力によりその大きさが

決まり，：振動方程式の強制解が得られると，振動変位

が確定したことになり，支点抗力の大きさも容易に計

算により求めることができる．

これに対して自由振動の場合には，これまでのとこ

ろ固有振動数の算定に主目的がおかれており，振動方

程式の解に初期条件を適用して振動変位を確定させ，

支点抗力の値まで求めた研究が見受けられないようで

ある．これは同調現象を避けるため，構造物や機械構

成部材の強度計算においては，固有振動数の算定がき

わめて重要であるとする立場を重視した結果ではない

かと考える．この場合，もっぱら一般的に採用される

振動方程式は，振動たわみが曲げモーメントのみでお

こるとしたもっとも簡単な運動方程式である．これは

通常BernoUlli-Eulerの方程式と呼ばれているが，こ

こでは，以後，この運動方程式を簡単のために単純曲

げ振動方程式と呼ぶことにする．

本報告書はこの単純曲げ振動方程式を採用した場合，

はりが自由振動をしているときに，両端の支持点に生

ずる支点抗力について述べたものである．すなわち，

たわみ振動をしているはりの端末モーメントや端末せ

ん断力および端末変位の，相互間に成立すべき関係式

を求めたものであり，本報告書ではそれらを振動端末

条件式として示している．

２．従来の研究

はりの振動問題は一般の境界値問題，もしくは固有

値問題と呼ばれる分野に属するものであり，自由振動

の場合，振動方程式の解として得られた正規関数の積

分定数を，まず境界条件により決定する必要がある．

ところがこの際，正規関数の積分定数のうち一個は未

定のままに残り，その代りに振動に対する固有値とし

て固有振動数が決定される．

このように，はりや軸の自由振動を一般の固有値問

題の解法に従って解いて行く場合，すべての積分定数

を決定して振動変位を確定させるためには，さらに初

期条件の設定を明確にする必要がある．初期条件は初

期変位と初期速度を，はりの長手方向の各場所につい



２

うことを求めるのに主目的をおいて振動問題を考察し

て行けば，物理的な推察などを用いることなしに，振

動時の端末条件のうち一部は理論的に算定できる性質

のものであり，振動時におけるはりの端末条件と固有

振動数との，理論的な対応関係が明確にできるはずで

ある．

本報告書においては，もっとも簡単な単純曲げ振動

方程式から出発して，固有振動数とそれに対応する端

末条件とを理論的に求める方針を取ることにする．

て指定すればよいわけであるが，これは任意性を持ち，

かつ振動変位の計算にも手数を要する“

したがって従来の研究においては，自由振動時の支

点抗力を理論的に求めたものがほとんど見当たらず，

固有振動数の算定のみに主眼がおかれている．特に前

述の単純曲げ振動方程式を採用した場合でも，低次振

動に対しては，軸やはりの固有振動数を正確に求める

ことができる．しかし，重量軽減を目的とした溶接構

造物などでは高次振動が発生しやすく，このような高

次振動に対しては，単純曲げ振動方程式は正確な固有

振動数を与えない．

このため，はりの衝撃問題を取扱う場合と同様に，

高次振動を対象とするときには，せん断と断面回転慣

性などの影響を考慮に入れたTimoshenkoの方程式'）

が採用される．このTimoshenkoの方程式で振動を

取扱う場合のはりは，Timoshenkoばり2）と呼ばれて

おり，最近ではTimoshenkoばりに対する振動研究

が多数実施されている．たとえば，Traill-Nashと

Couar3)はTimoshenkoばりに対する固有振動数を求

めて，これを単純曲げ振動方程式による値と比較して

おり，金沢4)もまた同様にTimoshenkoばりを取扱っ

ている．

またFliigge5）はTimoShenkoばりについて，曲げ

モーメント波とせん断波の二種類の弾性波が独自に伝

播することを指摘し，これにつづいてSchirmer6）も

同様にはりの弾性波の伝播を取扱っているが，

DenglerおよびGoland7)は横衝撃を受けるTimoshen．

ｋｏばりの弾性波を取扱っており，このほか同種類の

研究は多数見受けられる．

さらに，AliceW・Mathewson8)9)は電子計算機によ

りせん断と回転'慣性を考慮に入れた船体の固有振動数

を算定しており，最近発表される船体振動に対する多

数の研究ではほとんど電子計算機が使用されている．

また，basicfunctionを用いて振動方程式の解法を示

したのがInglis10)であり,つづいてＪ・ERechards11）

やＪ､Ｗ・Ramsay12）もこのbasicfunctionを用いてい

るが，いずれも船体の固有振動数の算定法について述

べたものである．

以上のように，これまでの研究においては，固有振

動数を求めるのに主たる目的がおかれているため，使

用する境界条件は物理的な推測などにより，すべてあ

らかじめ与えられたものとして理論解析が実施されて

いる．しかしながら，はりが振動をおこすとき，いか

なる端末条件が成立していなければならないか，とい

３．振動方程式とその解

長さj,曲げ剛性凪単位長さあたりの質量１０‘の

一様断面ばりが横振動をするとき，たわみを”で表

わし，図１のようにＴ軸をはりの軸方向にとり，”軸

をこれに直角に取る．
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断面回転慣性とせん断による影響を無視した単純曲

げによる振動方程式は

ＥＩ諜十,‘器=０……('）
となるが，両辺をＥＩで割ると，上式は

諜十鈴祭=０……(2)
のようになる．本式の解を

”＝１，(")･sin(⑳"Z＋α"）……(3)

とおけば

、りり(苑)＝Ｃ,COSス”＋C2Sinス鄭十C8COSM”

＋C4sinh伽．§….(4)

で表わされる．ここで

ｕＰ

図１

’=〈/舟”……(5)
であるから，スの値がわかれば，固有円振動数の”が
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求められ，このスは振動次数,つまり振動モードを与

えることになる．

さて，図示のように，左端Ａの支持反力をＲ4,支

持モーメントをＭ過とし，またこのＡ点のたわみを

64,たわみ角を８４とすれば,（４）式の積分定数Ｃｉ,Ｃｂ，

ｑ,Ｑは次のように境界条件できまる．ただし，抗力

Ｒａ,Ｍ１および変位６A,８４はＡ点に生ずる端末抗力

と端末変位の最大振幅とする．なおまた，上層圧縮の

曲げモーメントを正とし，左上り右下りのせん断力を

正と約束すると

(ｉ）Ｍｴー O＝６４より，Ｃ,＋C8＝6Ａ

．．．Ｃ8＝6』一Ｃ，……(6)

(ii)[器]霞_,='4より,肥圃十ｊｌｃ４='』

Ⅲ‘=キーc，……(7)

(iii)[Ⅲ窯]雪｡｡="4より,川(cm-c‘)=-Ｍ‘

川-C,=-鈴……(8)

(iv)［皿諜]鯵_｡=-R塾より,〃(C2-C‘)=R』

川風-c‘=器……(9)
となる．よって，（６）式～(9)式からＣ,，Ｑ,Ｃｂ,Ｑ

を求めると

Ｇ=(里幾iﾃ肋,ｃｚ=(型器幸R‘

ｃ圃=(型滞肋,c‘=』型鵠ﾃ生
となり，これらを（４）式に代人すれば

，(難)=頭!『赤『叩"ル剛c･豊'１“
＋[(En8)８４＋Ｒ４]Sim”＋ｽ[(En8)６４

＋Ｍ３４]ｃｏｓｈス”＋[(En2)８４－Ｒ４]sinhス〃｝

……(10）

が得られる．

４．振動端末条件式と振動次数方程式一

右端Ｂにおいて，たわみと左わみ角を６B,βＢと

し，支持反力ＲＥと支持モーメントＭｂを図示のよ

うに仮定すれば，（10）式により両端末における抗力

と変位の満足すべき条件式が次のように得られる．す

なわち

（ｉ）Ｍ諺．‘＝6Ｂより

ｽ[(Ｅｎ２)６４－Ｍ4］ CoS〃＋[(Ｅｎ２)８４＋Ｒ４]Sｉｎ〃
２Ｅｎ３2Ｅｎ３

十巡型噌座十Ｍ４ｃｏｓＭｚ
２Ｅ〃３

+哩幾手剛sinM=６，
……(11）

伽［筈]謬雲‘='星より

叩幾テM』]ｓＭ

＋[(型器≠RJcoSｽ‘

＋Ⅲ幾許側sinM

＋皿総二型coshル,〃
．．…･(12）

(iii）

(iv）

[Ⅲ窯]=‘=M,より

ス[(〃券-M』]cos〃

＋[(〃砦十RJsin1‘

‐ｽ[(剛砦±』型cosM

［(〃砦-R4]sinM=-M．
．…･･(13）

[Ⅲ謀]霧雲‘=R圃より

ス[(肌等-MJSM

＋旦幽;皇±型cos〃

ノ'[側誓』+剛sinM

［(剛;４－R』cosM=一R”
……(14）

さて，（11）式と（13）式を辺々加えた場合，およ

ると，ｃｏＳｈ〃とｓｉｎｈﾉＭが消去されるので，次の（15）

fM職溌!|側
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そこで，この（15）式の第１式の両辺にｽ[(E〃2)6Ａ

一Ｍ4］を乗じ，また第２式の両辺に［(En2)８A＋Ｒ４］

を乗じてこれらを加えると，ＣＯＳ〃の項が求められる．

次に全く同様にして第１式の両辺に［(En2)８４＋Ｒ４］

を乗じ，また第２式には－ｽ[(En2)6Ａ一Ｍ4］を乗じ

てそれらを加えるとｓｉｎ〃の項が求められ，それぞ

れの結果は次の（16）式となる．

．…(16）

｛ｽ2[(En2)64-Ｍ4]2＋[(En2)６４

＋Ｒ４]2}ＣＯＳ〃

＝ｽ2[(En2)6B-jMB][(En2)6Ａ－Ｍ４］

＋[(En2)βＢ－ＲＢ][(En2)６４＋Ｒ４］

｛ｽ2[(En2)64-Ｍ4]2＋[(En2)６４

＋Ｒ４]2}sｉｎ〃

＝ｽ{[(En2)6B-jIB][(En2)８４＋Ｒ４］

ー[(En2)βＢ－ＲＢ][(En2)64-Ｍ4]｝

さらに，いまと全く同じ手順を踏襲して，

鰯雛鯛:鯛

．．…(17）

｛ｽ2[(En2)64＋Ｍ４]２－[(En2)６４

－Ｒ４]2}ｃｏｓＭＺ

＝ｽ2[(En2)6B＋ＭB][(En2)64＋Ｍ１］

－[(En2)βB＋ＲＢ][(En2)６４－Ｒａ］

｛ｽ2[(En2)64＋Ｍ４]２

－[(En2)８４－Ｒ４]2}sinhスＺ

＝ｽ{－[(En2)6B＋Ｍ刀][(En2)８４－Ｒ４］

＋[(En2)βB＋ＲＢ][(En2)64＋Ｍ４]｝

が得られる．

はりの固有振動数は（16）式と（17）式てはりの固有振動数は（16）式と（17）式で表わされ

る４個の式を同時に満足するス，つまり〃の値を求

めると得られるわけであるが，このときcos2〃＋sin2

〃＝１の関係があるので，いま（16）式の二つを２乗

して加えると

｛ﾉ１２[(En2)64-Ｍ4]2＋[(En2)６４＋Ｒ４]2}２

＝{ｽ2[(En2)6Ｂ－ＭＢ][(En2)64-Ｍ4］

＋[(En2)βＢ－ＲＢ][(En2)８４＋Ｒ４]}２

＋ﾉ１２{[(En2)6Ｂ－ＭＢ][(En2)８４＋Ｒ４］

一[(En2)βＢ－ＲＢ][(En2)64-Ｍ4]}２

……(18）

となり，これは（16）式のうちいずれかの式から〃

を求めて，別の式に代入したことにあたる．したがっ

て，（18）式の中のスは既知の値であると考えてよく，

(18）式は実質上では両端末における変位，支点反力

および支持モーメントの間に成立すべき関係を示す．

スは振動のモードすなわち振動次数を与えるものであ

るから，（18）式はその振動次数に対応する端末条件

を表わし，（16）式の２個のうち，いずれか１個はこ

の（18）式で代用できることになる．

また,cosh2〃－sinh2ｽﾉー １の関係があるので，（17）

式の２つの式を２乗して引くと

｛ｽ2[(En2)64＋M2J2-[(En2)８４－Ｒ４]2}２

＝{ｽ2[(En2)6B＋ＭＥ][(En2)6Ａ＋此］

－[(En2)βB＋ＲＢ][(En2)８４－Ｒ４]}８

－ｽ2{－[(En2)6B＋ＭB][(En2)８４－Ｒ４］

＋[(En2)βB＋ＲＢ][(En2)64＋ＭＪ}２

…･･･(19）

となり，これは（17）式のうち，いずれかの式の代り

に採用できる．つまり，（19）式もある特定の振動次

数に対応する端末条件を表わすことになる．

このように，（18）式と（19）式を使用することに

すれば，（16）式のうちの１個の式と（17）式のうち

の１個の式は必要としないことになり，振動次数〃

は（16）式のうちのいずれか１個と，（17）式のうち

のいずれか１個の都合２個の式を，同時に満足するよ

うに決定すればよいということがわかる．すなわち，

固有振動数を求めるためには，（16）式と（17）式の

４個の式全部を必要とするわけではない．しかし,．:こ

こでは便宜上，（16）式と（17）式をひっくるめて振

動次数方程式と呼ぶことにする．これに対して，（18）

式と（19）式の端末条件は，（16）式と（17）式のい

ずれか１個あてを使用して求めた振動次数に対応する

ものであるから，以後（18）式と（19）式を振動端末

条件式と呼ぶことにする．
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５．端末条件と対応振動次数

はりの端末支持状態は通常，支持端，固着端，自由

端の各形式に分類されている．これらの形式を組み合

わせた各種のはりに対して，（18）式と（19）式とを

適用し，振動時における端末条件を求めると次のよう

になる．

なお，固有振動数は（16）式のうちの１個と，（17）

式のうちの１個とを，組み合わせた適切な二つの式に

よれば求められるわけである．しかし，そのことは省

略することにして，ここでは得られた端末条件と振動

次数との対応性を明確にする意味で，（10）式に境界

条件を適用し，従来の固有値問題の解法手順にした

がって，振動数方程式を求めておくことにする．よっ

て以下には，上記の各種端末支持状態のはりについて，

それぞれの振動数方程式を求め，そのあと引きつづい

て，その時の端末条件を求めてみることにした．

，(鯨)=赤斎{[(剛)'‘+小iM“

となるが，本式へさらに６B＝Ｍ鱈=』＝０およびｊＭｊ９＝

些蝋鍬:二|Ⅲ
を得る．よって上式は

|鯛茎餓に：
となり，第１式よりＲ４/(肌2)８４を求めると

が得られ，第２式からは

（E誌,』=謡霊王淵>Ｏ……(23）
を得る．ゆえに（22）式と（23）式の右辺を等しくお

くと

ｓｉｎｈスノ＋sinスＺｓｉｎｈスJ-sinスＺ

百面i~刀~二罰而M-sinMZ＋sinスＪ

となるので，本式を計算して整理すれば

４ｓｉｎｈﾉＭ・ＳｉｎﾉＭ＝０

となる．振動問題の場合には〃＞0,すなわちｓｉｎｈスＺ

＞０と考えるべきであるから，上式を満足するために

は

ｓｉｎﾉＭ＝０……(24）

となり，本式が両端支持ばりの振動数方程式である．

以上の計算手順が従来から採用されている固有値問題

の解法に従った振動数方程式の求め方'3)であるが，た

わみの式？(z）の積分定数がすべて具体的に64,Ｒ４

などの端末変位や端末反力で表わされている点が，従

来の方法とはやや異なるところである．

なお，（24）式によれば振動数方程式sｉｎ〃＝０の関

係が成立するので，（22）式と（23）式は

（E芸論』=１……(25）
の形でなければならないことがわかる．本式はまた

ＲＡ－(Ｅｎ２)８４＝０……(26）

のように表わすこともできる．そこでいま，この(26）

式の両辺に２(EIｽ2)６Ａを加えてみると

Ｒ４＋(En2)６４＝2(En2)８Ａ

を得る．ところが，両端支持ばりでは８４÷０とすべ

きであるから，上式よりこの場合には

Ｒ４＋(En2)８４キ０……(27）

の関係が成立していなければならない．（26）式と

(27）式の関係は図１でわかるように，はりが支点Ａ

のごく近傍で鉛直下方にたわむとき，支点反力は鉛直

上方に働くことを意味する．

さて，（20）式の条件を（18）式に適用すると

［(En2)８４＋Ｒ４]４

＝[(En2)βＢ－ＲＢ]8[(En2)６４＋Ｒ４]２

となるが，（27）式によれば（Ⅲｽ2)８４＋Ｒ４÷０の関係

があるので，これを両辺からおとすと，上式から

［(En2)８A＋Ｒ４]2＝[(EZﾉ１８)βＢ－ＲＢ]２…(28）

を得る．また，（20）式の条件を（19）式に適用すれ

ば

［(E〃8)6Ａ－ＲＡ]４…

＝[(En2)８打＋ＲＢ]､[(En8)64-Ｒ４]２

を得るが加本式は
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（En2)84-Ｒ４＝０……(29）

の関係が成立するか，もしくは

［(En8)6Ａ－Ｒ４]2＝[(En2)βB＋ＲＢ]２……(30）

の関係が成立するとき満足され，（29）式の関係は前

に述べた（26）式と一致する．ところが，（29）式つ

まり（26）式は両端支持ばりの振動中，常に成立して

いる関係を示し，かつそれは（30）式の左辺と同じも

のであるから，このことを考慮すれば（30）式の右辺

より

（En2)βB＋ＲＢ＝０…(31）

の関係が常に成立することになる．すなわち，（29）

式と（30）式は同一条件を表わす式となる．このこと

は（31）式の条件を前提とすれば，（19）式は（30）

式で代用してもさしつかえないことを意味する．ただ

し，（29）式と（31）式のスは（24）式の振動数方程

式で求められる．

このようにして，（18）式より（28）式が得られ，

また（19）式より（30）式が得られたので，いま（29）

式と（31）式からＲＥとＲ４を求めて，（28）式に代

入すれば，（28）式は

848＝βB２……(32）

となり，逆にまた（29）式と（31）式から９４とβＢ

を求めて（28）式に代入すれば

Ｒ42＝ＲB２．.….(33）

が得られる．（32）式と（33）式は両端支持ばりが振

動するとき，振動次数とは無関係に成立すべき関係を

示し，これら（32）式と（33）式が両端支持ばりの振

動端末条件である．そしてこのとき，Ｒ４とＲＢはそ

れぞれ（29）式と（31）式でわかるように，６４とβＢ

できまる．したがって，この場合は（29）式と（31）

式で示した

Ｒ４＝(En2)８４，およびＲＢ＝－(En2)βＢ

の関係も端末条件とみなしてもさしつかえがたい．

［２］両端固着ばり

両端が固着されたはりの場合にIま

６４＝6B＝０，８４＝βB＝０……(34）

の条件が与えられている．まず（10）式に６４＝０，８４

＝０の条件を適用すると

州)=冒X会,i『(-,,M4c｡S州R』siM‘
＋ﾉUlf4coSM苑一R4sinh伽）

を得るが，本式にさらに6B＝肋鍾=Z＝0,および６B＝

[”/血ルー‘＝０の条件を適用すれば

悶繍:妻:M亘：

叫蝋裳か，
品=:淵三:器>０……(36）
となり，第２式よりＲ４/(ｽＭ１）を求めると

為=是器圭二器_>０……(37）
となる．ゆえに，（36）式と（37）式の右辺を等しく

おいて

ｃｏｓｈスZ-cos〃ｓｉｎｈ〃＋sｉｎ〃
罰而~刀＝罰I~７７丁ーで面IスノーＣＯＳ〃

を得るが，本式を計算して整理すれば

ＣＯＳスJ･cosh〃＝１……(38）

のように振動数方程式が得られる．

なお，（36）式および（37）式の右辺から判断して，

R4/(ﾉＩＭＤキ１でなくてはならないが，このことはま

た

ノl2M42/R48キ１，すなわちﾉl8M48-R42キ０

……(39）

であることを意味する．

さて，（34）式の条件を（18）式に適用すると

（ｽ2jf42＋Ｒ42)2＝(ﾉＩ２ＭＪｆＢ－ＲＡＲＢ)８

＋ｽ2(ＭｂＲ４＋Ｍ４ＲＢ)８．．…･(40）

を得るが，これを計算して整理すれば

（ﾉl2jL2＋Ｒ48)[ｽ2jIf48＋Ｒ42-(ｽ8Ｍ画2＋RB8)]＝０

となり，両端固着ばりではス2Ｍ１２＋R48キoとすべき

であるから，上式より

ノW1fA2＋Ｒ42＝ｽ2jfB2＋ＲB２……(41）

が得られる．全く同様にして，（34）式の条件を，（19）

式に適用すれば

（ﾉl2M42-R42)8＝(ｽ2ｊｆＪｆｂ十Ｒ４ＲＢ)２

－ｽ8(ＭｂＲ４＋〃ＡＲＢ)８……(42）

を得るが，これを計算して整理すると“

（ｽ2雌s-R42)[ﾉl8MZ12-R48-(ｽ8ＭＢ8＝Ｒ画2)]＝０
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となる．（39）式によれば，ノl2MA2-R42キ０の関係が

あるので，これを両辺からおとすと，上式は

ノl2M42-R42＝ｽ2Ｍ方２－ＲB２……(43）

となる．そこで，（41）式と（43）式を辺々加えると

ＭＡ８＝ＭB２……(44）

が得られ，また（41）式から（43）式を引くと

Ｒ42＝ＲB２．．…･(45）

が得られる．したがって，両端固着ばりの振動時には，

両端の支持モーメントと支持反力の２乗はそれぞれ相

等しくなければならない．（44）式と（45）式が両端

固着ばりの振動中における端末条件であり，これらの

条件は振動次数とは無関係に常に成立することがわか

る．

なお，（44）式のＭ〕42＝Ｍｂ２の端末条件は一様長柱

の弾性座屈時にも成立する'4)．しかしながら，振動時

の振動数方程式が（38）式の１個の式で表わされるの

に対し，座屈時にはＭ４－Ｍｂ＝0,Ｍ4＋ＭＥ＝０の端

末条件に対して，それぞれ異なった座屈次数方程式が

成立する．

，(鰯)=去仙c･蜘十‘』Sim”

蝋巽揖卜㈹
；fr=-号器矯滞く０

-処=-叢器手書器くojl6A
･･…･(49）

となる．よって，（48）式の右辺と（49）式の右辺を

等しくおけば

ｃｏｓｈ〃＋ＣＯＳ期ｓｉｎｈ〃一sｉｎスＺ・

百面I~万国…~ーで5百r刀宇而百~瓦ｒ八
￥

ｃCsルcosMZ＝－１…...(50）

のように振動数方程式が得られる．

なお，（48）式と（49）式の右辺から判断して，８４／

(ﾉ164)キ１でなくてはならないが，このことはまた

洲42/642キ１，すなわちス2642-642キ０…(51）

であることを意味する．

さて，（46）式の条件を（18）式に適用すると

｛ｽ2(En2)2642＋(En2)2842}２

＝{ｽ2(一必)(En2)64-ＲＢ(En2)８４}２

＋ｽ2{(一jIB)(En2)８４＋ＲＢ(En2)64}２

．．．（ＥＩﾉ12)2(ｽ8642＋842)２

＝(ｽ2ＭＢ6A＋ＲＢ８４)2＋ｽ2(－ＭＢ８４＋RB64)８

……(52）

を得る．本式を計算して整理すれば

（Ｅｎ２)2(ｽ2642＋842)2＝(ｽ2642＋842)(ﾉl2ME8＋ＲB2）

となるが，両辺からス2642＋842(キ0）をおとすと

（Ｅｎ２)2(ｽ2642＋842)＝ﾉI2MB2＋ＲB２……(53）

となる．また，（46）式の条件を（19）式に適用する

と

｛ｽ2(Ezﾉ12)26△２－(En2)2842}２

＝{ﾉＷ１‘B(En2)64-ＲＢ(En2)84}２

－ｽ2{(－Ｍ画)(En2)８４＋ＲＢ(En3)64}８

．．．（En2)2(ﾉi26A2-842)2＝(ﾉI2jfB64-RB84)２

－ｽ2(－ＭＢ６４＋RB64)２……(54）

を得る．本式を計算して整理すれば

（En2)2(ｽ2642-842)2＝(ｽ2642-842)(ｽ３ＭＥｇ－ＲＢ２）

となり，（51）式によればス2642-842キ０の関係があ

るので，これを両辺からおとすと

（En2)2(ｽ2642-642)＝ｽ2Ｍｂ２－ＲＢ８……(55）

が得られる．そこでいま，（53）式と（55）式を辺々

加えると

jmB2＝(En2)2648……(56）

となり，固着端の支持モーメントＭＥは自由端のた

わみ６４できまることがわかる．次に（53）式から

(55）式を引くと

RB3＝(En2)８８A２……(57）

となり，固着端の支持反力ＲＥは自由端のたわみ角８４

に比例することがわかる．これら（56）式と（57）式

が片持ばりの振動時における端末条件であるが，この

場合ＭｂとＲＥはスを含むので，振動次数によって，

支持モーメントと支持反力は異なった値を取ることに

なる‘ただし，スは（50）式の振動数方程式から求め

られる．

なお，（56）式と（57）式の比を取れば
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窯=鍔,すなわち脇，=(器)‘R‘，…(58）
となるので，固着端の固着モーメントは自由端のたわ

みと傾斜角を仲介にして，固着端支持反力で表わされ

ることもわかる．

，(")=赤(_ｽM4cos州R4simi“

隙灘:窯ご
蝋識に：
耐２－百而一万二雨－７i了……(60）

耐x一百而-万千雨-７，－……(6'）

（ｽ2Ｍ』2＋Ｒ42)2＝{[(En2)βＢ－ＲＢ]Ｒ４}２

＋ｽ2{[(En2)βＢ－ＲＢ]Ｍ』}８

．．．（ｽ2Ｍ』2＋Ｒ42)２

＝(ｽ2Ｍ242＋Ｒ42)[(En2)βＢ－ＲＢ]２

を得る．両辺からス2Ｍ,2＋Ｒ42(キ0）をおとすと

ス2Ｍ42＋Ｒ42＝[(En2)βＢ－ＲＢ]２．.….(64）

となり，また（59）式の条件を（19）式に適用すれば

（ﾉl2M42-R42)8＝{[(En2)βB＋ＲＢ]Ｒ４}２

－ｽ2{[(EZﾉ１２)βB＋ＲＥ]Ｍ４}２

．．．（ﾉl2M242-R42)２

＝一(ｽ2M42-R42)[(En2)βB＋ＲＢ]２

が得られる．ところが，（63）式のスzM42-R42キ０の

関係があるので，上式は結局

一ｽ2Ｍ42＋Ｒ42＝[(En2)βB＋ＲＢ]２……(65）

となる．そこでいま，（64）式と（65）式を加えると

Ｒ42＝ＲB2＋(En2)２６B２……(66）

となり，また（64）式から（65）式を引くと

Ｍ42＝－２(EI)βBＲＢ……(67）

を得る．ここで（66）式のスの値は（62）式から求

めることができる．

（66）式と（67）式がＡ端固着,Ｂ端支持の一様ば

りが振動するときに満足すべき端末条件式であるｑす

なわち，固着端の反力の２乗は支持端における反力の

２乗とそこのたわみ角の２乗との和で表わされ,『また

固着端の固着モーメントは支持端における反力と傾斜

角できまる．しかも（67）式はスを含まないので，

振動次数のいかんにかかわらず成立する関係であり，

この場合βＢとＲＥは異符号を取ることがわかる．こ

のβＢとＲＢが異符号をもつということは，図１にお

いて支持端Ｂの近傍ではりが”軸の負の側にたわむ

とき，反力は”軸の正方向に働くことを意味する．

６．結論…

長さム曲げ剛性凪単位長さあたりの質量例の一

様断面ばりがたわみ振動をするとき，ｊ両端のＡ点，

Ｂ点におけるたわみ６４，６B，たわみ角.８４，８Ｂと支持

モーメントＭ4,Ｍb，支持反力Ｒ4,脇との間には

(18)式および（19）式で表わされる端末条件式が成立

する“

いま，固有円振動数を⑳”とし，スー4ｲ両面雨宮7面ア

で振動次数を表わすことにすれば，（18）式と（19）

式を各種の端末支持状憩にある一様ばりに適用した結

果は次のようになる．
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［１］両端支持ばりではＲ42＝ＲB2，および842＝

βＢ２の端末条件が振動次数のいかんにかかわらず成立

する．なおかつ，支点反力と支点たわみ角との間には

Ｒ４＝(En2)８４，ＲＢ＝－(En2)βＢ

の関係が存在するので，特定の振動次数スにおける

支点反力は初期条件により端末たわみ角の値を指定す

れば決定できる．ただし，ここでスの値は振動数方

程式から得られるものであり，この場合はｓｉｎスノー０

より求められる．

［２］両端固着ばりの振動中には，振動次数のいか

んにかかわらず，Ｍ42＝Ｍｂ２,およびR42＝ＲＢ２の端末

条件が成立していなければならない．

［３］Ａ端自由，Ｂ端固着の片持ばりでは（ＭB／

RB)2＝(64/８４)２の端末条件が振動数のいかんにかか

わらず成立する．さらにまた

Ｍｂ２＝(Ｅｎ２)2642,ＲB2＝(Ｅｎ２)２６４２

の関係が存在するので，固着モーメントＭＥは自由

端のたわみ６Ａできまり，支点反力ＲＢは自由端のた

わみ角６４できまる．ただし，ここでスの値はＣＯＳ〃

･cosh〃＝－１を満足する値である．

［４］Ａ端固着，Ｂ端支持のはりでは振動次数のい

かんにかかわらずＭ』2＝－２(EI)βBRBの端末条件が

成立する．なおかつ，Ｒ42＝ＲB2＋(EIｽ2)２６B2の関係

が存在するので，固着端Ａの固着モーメントＭ』お

よびそこの点の支持反力Ｒ４は，支持端Ｂにおける

たわみ角βＢと支持反力ＲＢの両者できまる．ただし，

ここでスはtan〃＝tanhスZを満足する値である．
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