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(シ ョックセル長 さに及ぼす ノズル広が り角 とマ ッハ数の影響)
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 Numerical Calculation of Underexpanded Axisymmetric Supersonic Jet 

          (Effects of Nozzle Divergence Angle and Mach Number 
                     on Shock Cell Length) 

            Hiroshi KATANODA, Yoshiaki MIYAZATO, 
             Mitsuharu MASUDA and Kazuyasu MATSUO 

   A numerical study of underexpanded axisymmetric supersonic jets is presented. The TVD finite-
difference scheme is employed for the numerical calculation of Euler's equations. The numerical 
results are compared both with results from the theoretical shock cell spacing formula suggested by 
Tam and with previous experimental results. For nozzles having no divergence angle at the nozzle 
exit, a good agreement is obtained among the theoretical, experimental and numerical results for 
pressure ratios across the nozzle until the occurrence of a Mach disk in the jet. For nozzles having 
a divergence angle at the nozzle exit, the effects of the divergence angle, the nozzle design Mach 
number and the pressure ratio across the nozzle on the shock cell length are discussed and clarified. 
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1.ま え が き

ロケットエンジンノズルのように,超 音速ノズルを

通 して高圧気体 を大気に膨張 させる場合,ノ ズル上流

のよどみ圧 を上げてい くと,ノ ズルから噴出する超音

速噴流の状態は過膨張か ら適正膨張,不 足膨張へ と変

化する.不 足膨張噴流において不足膨張の程度が小さ

い場合は,噴 流の形状は連続 したセル構造 となり,不

足膨張の程度が大きくなるとセル内にマ ッハディスク

とよばれる衝撃波が生じるω.不 足膨張噴流における

セル間隔,マ ッハディスクの位置およびその直径等は,

噴流の基本的特性であるのみならず,噴 流騒音 にも関

係 し,従 来より多 くの実験的（2）～(11),理論的(12)～(26)研究

が行われている.し かし,こ れ らの実験的研究 に用い

られたノズルの出口は中心軸に平行な形状(後 述の図

1に おける θ=0°の場合)と なってお り,出 口におけ

るノズル広が り角が噴流構造に与える影響を系統的に

調べたものはまった くな く,わ ずかに,Loveら(27)が

実験 と特性曲線法を用いて円すいノズルの広が り角や

比熱比,ノ ズル前後の圧力比が噴流構造に与 える影響
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を調べただけである.理 論的研究では,噴 流のセル構

造 と噴流騒音が密接に関連 しているとの観点から,セ

ル間隔を理論的に予測する方法がいくつか報告されて

いるが,出 口におけるノズル広が り角の影響 はまった

く考慮されていない.数 値計算では,音 速噴流を対象

にしているものがほとんどであ り,不 足膨張超音速噴

流を対象 とした研究はわずか しかない(28).また,ノ ズ

ルか らの超音速噴流 は,金 属粉末の製造(29)～(32),特殊

繊維の製造（33）や高電圧スイッチング(34)などで工業的

に多 く利用されており,こ れらのノズルは出口におい

て有限の広が り角をもっているものが多いが,広 が り

角が噴流構造に及ぼす影響についてはよくわかってい

ない.

本論文では図1(a)に 示すように,ノ ズル出口にお

ける壁面の広が り半角 θの円すいノズルからの不足

膨張軸対称超音速噴流 を対象にする.こ の場合,ノ ズ

ル内の流れは放射状流れになるので,図1(b)に 示す

ように,ノ ズル出口面でマッハ数は半径方向に分布を

もつ.こ のため,ノ ズルの代表マッハ数をいかに定義

するかという問題が生 じるが,本 論文ではノズルのス

ロー ト断面積 と出口断面積の比から一次元理論により

求まる出口マッハ数(こ れを設計マッハ数 といい,M.

で表す)を ノズルの代表マッハ数 とする.これについて



不足膨張軸対称超音速噴流の数値計算 3237

スロー トの状態量(添 字*)と ノズル出口直径Dを

基準 とした以下の無次元量(添字')を 導入する.

 

( a ) Geometry of conical nozzle ( b ) Radial Mach number 

    distribution at nozzle 

    exit plane

こ こ で,α は音 速 で あ る.こ れ らの 無 次 元 量 を用 い

て 式(1)～(4)を 保 存 形 表 示 す る と 次 式 の よ う に な

る.た だ し,無 次 元 量 を表 す 添 字'は 省 略 した.

 Fig. 1 Supersonic axisymmetric conical nozzle

た だ し,

は3章 で詳しく述べる.本 研究では図1に 示す円すい

ノズルから高圧空気が不足膨張するときの噴流構造を

調べ るため,Yeeの 対称形TVD差 分スキーム(35）（36）

を用いて非粘性数値計算を行い,特 に第1セ ルの長 さ

に注目した.そ の結果をTamの 理論式(26)および実験

結果(27)と比較した.こ れにより,円 すいノズルより生

じる不足膨張噴流のセル長 さを非粘性数値計算によっ

て予測することの可能性,お よびノズル広が り角 とノ

ズル設計マッハ数 ノズル前後の圧力比がセル長さに

与える影響を明らかにした.

2.解 析 方 法

2・1数 値解析 本数値計算における作動気体 は

空気で,比 熱比 γ=1.4の 完全気体 とする.対 象 とする

流れ場は,図1に 示す円すいノズル出口より下流側で

ある.基 礎方程式は軸対称オイラー方程式で,連 続の

式,x方 向(流 れ方向),r方 向(半径方向)の運動量 の

式,エ ネルギー式はそれぞれ次式 となる.

こ こで,tは 時 間,ρ は 密 度,uは 軸 方 向 速 度 成 分,

vは半 径 方 向 速 度 成 分,pは 圧 力 で,eは 次 式 で 与 え

られ る.

式(6)に ついて空間方向の離散化にはYeeの 対称

形TVDス キームを採用 し,時 間積分には二次精度を

保つ時間分割法を用いた.TVD法 は衝撃波のような

急激な状 態量 の変化 を含 む流れ場 も安定 に計算で

き(35)(36),衝撃波による状態変化 は2～3格 子点内で表

される.対 象 とする流れ場はノズル出口より下流であ

り,ノ ズル内は含まない.軸 対称の流れ場であるから

噴流中心軸について対称計算を行った.本 研究では,r

方向 とx方 向を等間隔の格子に分割し,ま ず格子分割

数が計算精度に及ぼす影響 を調べた.そ の結果,r方

向に150点,x方 向に500点 の格子数 をとれば,そ れ

以上格子数を増 しても,例 えばr方 向に300点,x方

向に1000点 とってもセル長さや衝撃波の形状な ど,

超音速噴流の形状は1%以 下の誤差で一致することを

確認した.し たがって,以 下の記述には,r方 向に150

点,x方 向に500点,ノ ズル出口面で半径方向に10点

の等間隔格子をとったときの計算結果 を示すことにす

る.境 界条件 として,ノ ズル出口面では放射状の吹出

し流れ(37)によって計算 した値を与えた.こ のとき放射

状の吹出し流れの質量流量と一次元理論 より得 られる

質量流量が等しくなるようにした.広 が り角が0°の場

合のノズル出口の境界条件 は一次元等エントロピー流

れより計算した.噴 流中心軸上では対称条件,ノ ズル
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出口壁面上では時間ステップが1ス テップ前の値を代

入 し,自 由境界面上では各変数の こう配が零 となるよ

うにした.

2・2理 論解析 この節 では,図1(a)の θ=0°

のノズルにおいて不足膨張の程度が弱い場合の軸対称

超音速噴流の ショックセル構造に関す るTamの 理

論（26)を簡単に述べる.

図2に 示すように,ノ ズル上流の全圧P0の 気体が

ノズルで不足膨張する場合,ノ ズル出口では噴流外部

の静圧(背圧)Pbが ノズル出口静圧Peよ りも低いため,

ノズル リップ近 くに膨張波が形成される.こ れ らの膨

張波は反対側の噴流境界で圧縮波 として反射され,第

1セ ルを形成する.こ のような噴流境界における圧縮

波 と膨張波の連続 した反射過程がほぼ周期的なショッ

クセル構造を形成する.流 れは非粘性で,混 合層は十

分に薄い渦層 とする.流れ場の圧力,密 度 速度の摂動

をそれぞれP,ρ,v,噴 流内部の実際の圧力をP+Pb

とし,二 次以上の微小項を無視すると,連 続 の式,運

動量の式,音 速の関係式は次式 となる.

上 式 のrj,uj,ajは それ ぞれ ノ ズ ル 出 口 に お け る流 れ

がPbま で 一 次 元 的 に適 正 膨 張 す る と仮 定 した とき の

密 度,流 速,音 速 で,▽ は こ う配 ベ ク トル,xは ノ ズ ル

出 口 か らの流 れ 方 向距 離 で あ る.式(7)～(9)よ りv

とρ を消 去 し,Pにつ い て整 理 す る と,

上式のrは ノズル出口中心からの流れに垂直方向の

距離である.さ て,ノ ズル出口直径 をD,ノ ズル上流

のよどみ圧Ｐ0か ら背圧Pbま で一次元定常等エントロ

ピー的に膨張させた場合の流れの断面積に対応する直

径 と噴流のマ ッハ数をそれぞれDj,Mjと すると,Mj

とDjは 次式で表される.

DとDjを 用 い る と,ノ ズ ル 出 口(x=0)に お け る境 界

条 件 は

式(10)を 式(13)の 境 界 条 件 に対 して ベ ッセ ル 関 数 に よ

る 固有 関数 展 開(38)を 用 い て 解 く と,

上 式 中 のJ0,J1は それ ぞ れ ゼ ロ 次,一 次 の ベ ッ セ ル 関

数,ΔPはPeとPbの 差Pe-Pbで あ る.式(14)の 高 周

波 成 分 を す べ て無 視 し,最 小 の 固 有 値(n=1)の み を

考 え る と,噴 流 中 の圧 力 変 動 は一 つ の 余 弦 関 数 で 表 さ

れ る.図2に 示 す よ う に第1セ ル の長 さLsは 圧 力 変

動 の1周 期 分 の 長 さで あ る と考 え る と次 式 が 得 られ

る.

式(11)と 式(12)よ りMjはP0/Pb,γ の 関 数 で あ り,

Dj/DはMd,Mj,γ の 関 数 で あ る.す な わ ち,ノ ズ ル

出 口直 径 で 無 次 元 化 さ れ た 第1セ ル の 長 さ はMd,

P0/Pb,γ に よ っ て決 定 され る.な お,こ の 解 析 で は ノ

ズ ル 出 口 にお け る境 界 条 件 と して,ノ ズ ル 出 口面 の 流

速 はx軸 に平 行 で あ る と仮 定 して い る の で,Lsに 及

ぼ す ノ ズ ル 広 が り角 の 影 響 を議 論 す る こ と はで き な

い.

3.結 果 と 考 察

図1(a)に 示 す よ うに,出 口 にお い て 広 が り半 角 θ

を もつ 円 す い ノズ ル の 出 口面 で の マ ッハ 数 分 布 は図1

(b)の よ うに な る.放 射 状 の 吹 出 し流 れ を考 え,γ=

1.4の 気 体 に対 して 出 ロ マ ッハ 数Meの 半 径 方 向 分 布

を計 算 した 結 果 を設 計 マ ッハ数Md=2.0で θ=10° と

20°,お よ びMd=3.0で θ=10° と20° の ノ ズ ル に 対

して それ ぞれ 図3(a),(b)に 示 す.縦 軸 は ノ ズ ル 出

Fig. 2 Schematic diagram of the shock cell structure
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口 面 で の半 径 方 向 距 離rを ノ ズ ル 半 径D/2で 無 次 元

化 して あ る.図3よ りMeは θが大 きい ほ ど半 径 方 向

に大 きな分 布 を もつ こ とが わ か る.本 論 文 で は作 動 気

体 が 空 気 の 実 験 結 果(27)を 引 用 す るが,同 文 献 で は ノ

ズ ル リ ッ プ マ ッハ数M1(図3の 縦 軸 が1 .0に お け る

Meの値)を 円 す い ノズ ル の代 表 マ ッハ 数 と し て い る.

図3よ りM1とMdの 差 は θが 大 き い ほ ど大 き い が,

例 え ばMd=2.0,θ=20° の と き 図3(a)よ りM1=

2.036で,そ の差 は1.8%程 度 で きわ め て小 さ い.し た

が っ て,本 論 文 で は本 数 値 計 算 結 果 を文 献(27)の 実 験

結 果 と直 接 比 較 す る こ と にす る.な お,本 数 値 計 算 で

は θ=0°,10°,20° の ノ ズ ル に対 し て,圧 力 比p0/Pbは

Md=2.0で は10～50,Md=3.0で は40～200の 範 囲

につ い て行 った.第1セ ル 長 さLsは 等 密 度 線 図 よ り

求 めた.な お,一 次 元 理 論 にお い て θ=0° の と きの 適

正膨 張 圧 力 比 は作 動 気体 が 空 気 の場 合,Md=2.0の と

Fig. 3 Radial Mach number distribution at nozzle exit plane

 Fig. 4 Density contour map obtained from numerical calculation (Md=2.0)
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き7.83,M,=3.0の と き36.7で あ る.

3・1密 度 分 布 ノ ズ ル 設 計 マ ッ ハ数Md=2.0,

ノ ズ ル 広 が り半 角 θ=0° に お い て ノ ズ ル 前 後 の 圧 力

比p0/Pb=15,30,50に 対 す る数 値 計 算 結 果 の 等 密 度

線 図 をそ れ ぞ れ 図4(a-1),(b-1),(c-1)に 示 す.同 じ

く θ=20° の 場 合 を 図4(a-2),(b-2),(c-2)に 示 す.

図4(a-1)と 図4(a-2)の 比 較 か ら,P0/Pb=15の と き,

ノ ズ ル 出 口 か らの 噴 流 境 界 は θ=20° の場 合 の ほ うが

θ=O° の場 合 よ り も外 側 に広 が っ て お り,ま た 圧 縮 波

が 密 に重 な っ て い る の が わ か る.第1セ ル の 長 さLs

は θ=20° の ほ う が 短 い.P0/Pb=30の 図4(b-1)と 図

4(b-2)の 場 合,両 方 と も マ ッハ デ ィ ス クが 発 生 して

い るが,θ=20° の ほ うが そ の 直径 が小 さい.P0/Pb=50

の 図4(c-1)と 図4(c-2)で はマ ッハ デ ィス クの 直径 や

Lsは 両 者 で は ほぼ 等 しい が,噴 流 境 界 は θ=20° の ほ

うが か な り外 側 に広 が って い る.マ ッハ デ ィ ス クが 発

生 す る と,第2セ ル と第3セ ル の 境 界 は 明 確 で な くな

る.

3・2シ ョ ッ クセ ル 長 さ に及 ぼ す ノズ ル 出 ロ 広 が り

角 の 影 響Md=2.0と3.0の 場 合 の ノ ズ ル 出 口 広

が り半 角 θが第1セ ル の長 さLsに 与 え る影 響 を調 べ

た 結 果 を図5(a)～(c)に 示 す.い ず れ の 図 にお いて

も横 軸 は ノ ズ ル 前 後 の 圧 力 比P0/Pb,縦 軸 はLsをD

で 無 次 元 化 した 値 で あ る.図5(a)は θ=0° の ノ ズル

に対 す る もの で,実 線 は 式(15)に 示 し たTamの 理 論

に よ る計 算 結 果,白 抜 きの 記 号 は本 論 文 の数 値 計 算 結

果,黒 く塗 りつぶ した 記 号 は文 献(27)の 実 験 結 果 で あ

る.ま た,図5(a)の 下 向 き の矢 印,お よ び上 向 き の矢

印 は それ ぞれ 本 数 値 計 算 お よ び文 献(27)の 実 験 結 果 に

お いて 噴 流 中 にマ ッハ デ ィ ス クが 形 成 され た 最 小 の圧

力 比P0/Pbを 示 し て い る.な お,文 献(27)で は θ=10°

と20° につ い て はマ ッハ デ ィス クが 発 生 す る最 小 の 圧

力 比 が 明 記 され て い な い た め,図5(b),(c)に は上

向 きの 矢 印 は記 して い な い.図5(b)は θ=10° の 場

合,図5(c)は θ=20° の 場 合 で,そ れ ぞ れ の 記 号 の

意 味 は上 述 の図5(a)と 同 じで あ る.な お,Tamの 理

論 で は ノ ズ ル 出 口広 が り角 は考 慮 さ れ て い な い の で,

図5(b)と 図5(c)の 実 線 は 図5(a)の 実 線 と同 じで

あ る.

さ て,図5よ り全 体 的 な 傾 向 と し て,同 じ 圧 力 比

P0/Pbと マ ッ ハ 数Mdの ノ ズ ル で は,θ が 大 き く な る

ほ どLsは 短 くな る.ま た,図5(a)よ り,θ=0° の場

合,Ls/Dの 数 値 計 算 結 果 と実 験 結 果 は下 向 き矢 印 で

示 す位 置,す な わ ち 本 数値 計 算 で マ ッハ デ ィ ス ク が 発

生 す る圧 力 比 の 直 前 まで はTamの 理 論 とよ く一 致 す

るが,圧 力 比 が それ 以 上 大 き くな る とTamの 理 論 に

Fig. 5 Effects of nozzle divergence angle at nozzle 

     exit and design Mach number Md on the first 

 shock cell length Ls

よる値 より小さい.こ れは,マ ッハデ ィスクが発生す

ると,そ の後足衝撃波が噴流境界 と交差する点が,マ

ッハディスクが形成される前の噴流境界付近に形成 さ

れるたる状の衝撃波(バ レル衝撃波)の終点よりも上流

側に くるためである.ま た,マ ッハディスクが発生す

る最小の圧力比は本数値計算のほうが実験値 よりも高

いが,そ の理由は現在の ところ不明である.図5(a)

～(c)のMd=2 .0の数値計算結果 より,θが大 きいほ
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Fig. 6 Comparison of Tam's theory, numerical and 

      experimental results

ど小さい圧力比でマッハディスクが発生 している.こ

れは θが大 きくなる と噴流境界での膨張波の反射に

より形成される圧縮波が重な りやす く,バ レル衝撃波

が形成 されやすくなるためであると考えられる.な お,

Md=3.0の 結果では,こ のような傾 向は明確で はな

い.

Tamの 理 論 式 に よ るLsの 値 をLs,Tamと し,こ れ

を基 準 と して 本 数 値 計 算 結 果 お よ び 文 献(27)の(Ls-

Ls,Tam)/Ls,Tamを 圧 力 比P0/Pbに 対 し て 図6(a),

(b)に 示 す.図6(a)はMd=2.0の 場 合,図6(b)は

Md=3.0の 場 合 で あ る.図6中 の 白抜 きの 記 号 と黒 く

塗 りつ ぶ した 記 号,お よ び 矢 印(θ=0° の 場 合 の み 示

して あ る)の 意 味 は 図5と 同 じで あ る.図6(a)のMd

=2 .0の 結 果 よ り,θ=0° の場 合,Tamの 理 論 と本 数

値 計 算 結 果 は,マ ッハ デ ィス クが 発 生 す る圧 力 比 まで

は7%の 誤 差 範 囲 内 で 一 致 し,実 験 結 果 は14%の 誤 差

範 囲 内 で 一 致 す る.図6(b)のMd=3.0に お け る θ=

0°の場 合,Tamの 理 論 と本 数 値 計 算 結 果 は,マ ッハ

デ ィ ス クが 発 生 す る圧 力比 まで は1.6%の 誤 差 範 囲 内

で 一 致 し,実 験 結 果 は6.6%の 誤 差範 囲 内 で一 致 す る.

また,本 数値計算,実 験結果 ともに θが大 きくなるほ

ど第1セ ルの長さが短 くなるのが明確 にわかる.数 値

計算結果 より,圧 力比が大 きくなると,マ ッハデ ィス

クが発生する圧力比まではTamの 理論式による値に

近づ く傾向がある.そ れ以上の圧力比では第1セ ルの

長さに与える θの影響は小さくなる.図6で は数値計

算結果は実験結果 と定量的には一致 していないが,定

性的な傾向をよくとらえている.

さて,θ が大きくなるほど第1セ ルの長 さが短 くな

る理由は次のように考 えられる.図4の 各図より,同

じ圧力比P0/Pbで は,θ>0° の とき,ノ ズル出 口直後

の噴流境界の曲率半径は θ=0°の場合 より小さい.こ

のため,θ>0° のノズルでは噴流境界で膨張波が反射

して生 じた圧縮波が重なりやす くなる.ま た,図3に

示したように,ノ ズルリップにおけるマッハ数は設計

マッハ数Mdよ り大きく,そ の差 は θが大きいほど大

きい.し たがって,θ が大きいノズルほど,ノ ズルリッ

プから発生する膨張波の噴流境界からの反射によって

形成される圧縮波は強 くなり,バ レル衝撃波が θ=0°

の場合より上流側に形成され,か つ中心方向に曲げら

れ,バ レル衝撃波の終点が噴流境界 と交差して第1セ

ルが形成される.こ のために,θ が大 きくなるほど第

1セ ルの長さが短 くなる.

3・3シ ョックセル長さに及ぼすノズル設計マッハ

数の影響 図5よ り明 らかなように,同 じ圧力比の

場合,Mdが 大きいほどLs/Dは 小さい.こ れは,同 じ

圧力比の場合,Mdが 大 きい と適正膨張圧力比 も大き

くなるので,不 足膨張の程度が小 さ くなるためであ

る.ま た,図6(a),(b)の 比較 より,本 数値計算結果

および実験結果 ともにマッハディスクが発生する圧力

比 よりも大 きい圧力比では,第1セ ル長 さはノズル設

計マ ッハ数Mdの 小 さいほうが,Tamの 理論式によ

る値 よりもより小 さくなっていることがわかる.

4.結 論

全圧P0の 空気が円すいノズルを通 して背圧Pbに 不

足膨張する流れを考え,不 足膨張超音速噴流のセル長

さに及ぼすノズル出口広が り半角 θ,ノズル設計マッ

ハ数Md ,お よび圧力比P0/Pbの 影響 をTVD差 分法

により数値解析し,そ の結果を文献(27)の 実験結果お

よびTamの 理論式と比較した.結 果 を要約すると次

のとお りである.

(1)θ=0° すなわちノズル出口の流れが平行な一

様流の場合,本 数値計算 による噴流の第1セ ル長さ

Lsと ノズル出口直径Dの 比Ls/Dは 噴流中にマッハ

ディスクが生 じる圧力比P0/Pb以 下 ではTamの 式
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(15)お よ び 文 献(27)の 実 験 結 果 と よ く一 致 す る.し か

し,噴 流 中 に マ ッ ハ デ ィ ス ク が 発 生 す る と,Ls/Dは

Tamの 式 に よ る 値 よ り小 さ くな る.

(2)設 計 マ ッ ハ 数Mdが 同 じ ノ ズ ル で 圧 力 比

P0/Pbが 同 じ 場 合,θ が 大 き い ほ どLs/Dは 小 さ く な

り,Tamの 理 論 式 に よ る 値 よ り ず れ て く る.P0/Pbが

増 加 し て 噴 流 中 に マ ッ ハ デ ィ ス ク が 形 成 さ れ る と

Ls/Dは さ ら に 小 さ く な る.

(3)広 が り半 角 θ が 同 じ ノ ズ ル で 圧 力 比P0/Pbが

同 じ場 合,Mdが 大 き い ほ どLsは 小 さ い.こ れ は 適 正

膨 張 圧 力 比 が 大 き くな る こ と に よ り不 足 膨 張 の 程 度 が

小 さ く な る た め で あ る.
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