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要約

ばね使った横波の演示実験や学生実験において，固定端や自由端での波の反射を観察させるこ

とがある。このとき，固定端は簡単に作れるが，完全な自由端を作ることはできない。そこで，

疑似的な自由端を作るために，ばねの一端に軽く長いひもを付け，ひもの他端を固定するという

方法が採用されている。その際に，ひもはどの程度長く，どの程度の線密度のものであればよい

かは試行錯誤により決定されている。ここでは，1次元の波動方程式を解くことにより，自由端

とみなせるために満たすべきひもの線密度や長さに対する条件を示す。
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１．はじめに

波動実験用のばねは，中学校から大学までの授業の中で，波動の演示実験や学生実験によく使

われている。中学校では縦波と横波の違いを具体的に見せるために使われる程度であるが，高等

学校以上になると，波の重ね合わせや定常波，固定端や自由端での反射の仕方などを観察させた

りする。さらに，波の速さを定量的に測定する実験も行える。

ここでは，横波用のばねで，パルス波を自由端で反射させたときの振る舞いを観察する際に問

題となる点を扱う。それは，如何にして自由端を作るかという問題である。ばねの固定端は簡単

に作れるが，自由端を作るのは困難である。実際には，ばねの端に長くて軽い（線密度の小さ

い）ひもを付け，ひもの他端は固定するという方法により疑似的な自由端を作り実験することが
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多い。その際に，ひもはできるだけ長く，軽い方がよいが，どの程度長く，軽ければよいかとい

う問いには明確な答えはない。

これは，実験を行えばすぐに確かめられることではあるが，実際の実験では摩擦や空気抵抗の

影響があり，結論のあいまいさも大きくなる。本稿では，波動用ばねの端にひもを付けて疑似的

な自由端を作る際に，ひもの長さやひもの線密度がどの程度であればよいかを分析するために，

1次元の波動方程式による理論計算を示す。1次元の波動方程式は解法が確立しており，この計算

自体は物理学の演習問題に過ぎないが，簡単なパルス波の反射に限っても，その結果は複雑な様

相を呈し，興味深いものと思う。本稿では，コンピュータシミュレーションを行うために必要最

低限の計算結果を示すとともに，得られた反射波の形状の分析から，ほぼ自由端とみなせるため

のひもの長さや線密度に関する条件をまとめる。

次の２章では，ばねとひもに対する初期条件と境界条件を与えることにより，問題を具体化す

るとともに，その解法の概略を示す。なお，1次元波動方程式に関する基礎事項については，こ

こでは詳しくは述べないので，文献 [1] などを参照してほしい。

３章では，ばね上の入射パルス波に対する，ばね上の反射波と，ひもの上の進行波・後退波を

具体的に与える計算を示す。この結果は４章の検討で使われるので，面倒であるがすべての解を

得るために必要十分な計算結果を記載してある。したがって，３章を読み飛ばしても本稿の論旨

を理解することができるだろう。

４章では，ひもの長さや線密度を変えた場合の反射波の形状を示すとともに，近似的に自由端

と考えられるのはどのような場合になるかを検討する。その際に，反射波の最初のピークの高さ

と入射パルス波の高さの比を判定の基準にする方法を提案する。

最後の５章は，まとめと議論にあてられる。

２．問題の設定

2.1 変数と関数の定義

図1のように，横波用の波動ばねは の部分に，ひもは の部分にあり， で両者

がつながれている。ひもの長さを とし，ひもの端は の位置で固定されているとする。ば

ねの線密度を ，ひもの線密度を とすると，張力 は共通であるので，波の速さは，それぞれ， 

となる。

　以下では，ばねを伝わる横波の速さ を単に と書き，
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　　　　　       (1)

として， を と書く。また，実際の実験に応じて， の場合だけを考える。すなわち，ばね

の波の速さよりもひもの波の速さの方が大きい場合のみを扱うことにする。

次に，時刻 におけるばねの変位を ，ひもの変位を とし，これらを次のように進

行波，後退波に分けて書く。

　　　　　      (2)

ここで，変位 と は，それぞれ， および で適用されるが，ばねの進行

波・後退波の関数 とひもの進行波・後退波の関数 は の全領域で定義される

ものである。

2.2 初期条件

以下では，図2(a) のように，ばね上の三角形のパルス波が，ばねとひもの継ぎ目（ ）に

向かってくる場合を考える。三角形は底辺が ，高さが の二等辺三角形であるとする。パルス

波の先端が に到達した瞬間を とすると，ばねの後退波の関数形 は，図2(b) のよう

に決まる。したがって， は全領域で既知である。これとともに，ばねの進行波の関数形

は， で であることになる。

また，ひもの進行波，後退波についても， でひもの変位も速度も0であるとすると，

で ， でであることもわかる。 については，次に述べるように，

が固定端である条件から，実際には で となる。

2.3 境界条件

での境界条件は，ばねとひもの変位と勾配が等しくなることであり，

　　　　     (3) 
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が成り立つ。これに，一般解 (2) を代入すると，

　　　　　     (4)

となる。ここでは， と書き換えたので， に対応する時刻は， になる。また，以

下では時間 ではなく，この で負の方向に関数形を追跡していくことにする。

もう一つの境界条件は， が固定端であるから， となることである。これより，

　　　　       (5)

が得られる。 と は に関して点対称になり， 付近の が決まれば，

付近の も決まることになる。

2.4 解法の概略

与えられた から，反射波 を求めることが目的である。

(4) 式において， の部分は全関数が0であるので，これは自動的に成立している。 の

向きに順次解を求めていくが， は全領域で既知であり， で であること

もわかっているので，最初はこの範囲で と が決まる。

すると，次の区間 では， がすでに決まっているので，ま

た と を決めることができる。

この繰り返しで， について，幅

　　　　        (6)

の区間ごとに解を順次求めていくことができる。ただし， は， と で関数形

が変わるので，これに対応して区間をさらに分ける必要がある。

今の場合， が折れ線の形をしているので， も区間ごとに線形になる。その

ため各区間でこれらの関数の微分は定数になる。これらの関数は連続であるから，これらの関数

の傾き（定数）を求めれば関数形が決まる。そこで，境界条件 (4) の前者を微分すると，

　　　　     (7)

となるが，これらの導関数はすべて区間ごとに定数である。そこで，以下では，導関数の引数を

省略して， を単に などと書くことにする。各区間で， と は既知となっているので，(7)

の連立方程式を解くと，

　　　　       (8)

となる。ここで，

　　　　　        (9)

とした。(8) において， の値は，
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　　　　　     (10)

とすればよい。ただし，

　　　　        (11)

である。

まとめると，図2(b) に示した を使い， を適切な区間に分割して (8) 式を使い， の関数

形を求めることになる。 が完全な自由端であれば であるが，実際に解を求め

た後に，どうすればこの形に近づくのかを検討することになる。

３．具体的な解

前章で示したように， や は (6) 式の という区間幅で順次求めていくことになるが，

さらに (10) 式のように と でも分割する必要がある。そこで， ， ，

という３つの場合に分けて考える必要がある。

以下では， から始めて の負の方向に，関数が直線である区間ごとに，

　　　　 ，     (12)

とし， と を求めていく。 番目の解を求めるときには， は ですでに与えら

れているため，(8) を繰り返し用いれば， が順次決まっていくことになる。

(A)  すなわち のとき

このときは，固定端での反射波（ひもの進行波）が に達する前に入射パルスが を通

過してしまう。この場合の，区間分割は図3のようになる。

まず， では，(8) で であり， であるから，

　　　　 ，     (13)

を得る。次の， では， ，  であるから，

　　　　 ，     (14)

となり ， の符号を変えたものになる。

これ以降， では， である。
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では，固定端からの反射波が到達していないので であるから，

となる。反射波の前半が関与する では， であるから， であり，後

半が関与する では， となる。以下，この繰り返しであるから，

一般に，

　　　　  (15)

であることがわかる。ただし， ，…である。また， であるから，

　　　　   (16)

となる。

特に， ，つまり のときは， ， となり，

の固定端での反射が起こるだけである。

の場合は，反射波も独立した三角形のパルス波の連続となり， であるからパルスの高

さは次第に小さくなっていく。最初の反射波の高さ（最大変位）は， であり， が

大きいほど入射波の高さに近づいてくる。また2番目以降の反射パルス波の変位は入射パルス波と

は逆になる。

(B)  すなわち のとき

この場合の区間分割は，図4のようになる。

では，(A) の場合と全く同じで，

　　　　 ， 　    (17)

を得る。次の， でも，(A) と同様で，

　　　　 ，      (18)

となる。

では， ， であるから，(8) 式より，

　　　　     (19)
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となる。

これ以降， では， である。

…として， では，

　　　　     (20)

となり， では，

　　　　    (21)

となる。また， では，

　　　　      (22)

が得られる。

(C)  すなわち のとき

この場合の区間分割を，図5に示す。

最初の では，(A),(B) の最初と同様に， であるから，

　　　　 ，      (23)

となるが，次の区間では，ひもの反射波 があるで， のようになる。
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（ は整数）である限りこれが繰り返されるので，この繰り返しの回数を

　　　　        (24)

で求めておく。ここで， は， 以上の最小の整数を表す。

すると，　 （ ）のときに，(8) 式は，

　　　　       (25)

となる。前者は， と変形でき， を使うと，

　　　　        (26)

であることがわかる。これと (25) 式の後者から，

　　　　       (27)

も決まる。これらは， で成り立つが，最後の のときは， と

いう区間でのみ成り立つことに注意する必要がある。

次の の領域では， になる。

この領域で最初の区間 では， であるから，

　　　　       (28)

となり，次の区間 でも，同じ形で，

　　　　       (29)

となる。これらは少なくとも 回繰り返される。いずれも， という形で

あるから，

　　　　      (30)

の形で一般項が求められるが，初項の条件を考えると， として，

　　　　   (31)

となる。これらより，

　　　　    (32)

も決まる。

の領域の最後の部分は， であるか否かにより場合分けが必要に

なる。 のときは， で， の前半の場合が成り立ち，

　　　　     (33)  

となる。一方， のときは，まず  で，上と同じ
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(33) 式が成り立ち， において， の後半の式

　　　　     (34)

が成り立つ。

最後に， の領域では， であり， ， が成り立つ。

まず， のときを考える。図4(a) のように，この領域も3つの区間の繰り返しに

なる。， として， のとき，

　　　　    (35)

のとき，

　　　　    (36)

のとき，

　　　　    (37)

となる。

次に， のときも同様に， として，  

のとき，

　　　　    (38)

のとき，

　　　　    (39)

のとき，

　　　　    (40)

となる。

以上で，図2の三角形のパルス波に対して，ひもの長さと線密度を任意に与えた場合の反射波

の形 ，およびひもの進行波・後退波 が具体的に与えられたことになる。その一例

を図6に示す。

なお， ，すなわち，ひもの線密度を無視した場合は，上記の (C) の結果で， ，

などとすると得られるが，その結果は，
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　   (41)

となり，これは文献 [2] の結果と一致している。

また， ，すなわち，ひもが無限に長い場合は，ひもの固定端からの反射が無く，(A) の

場合であるが，(16) では のみとなり，反射波は，

　　　　     (42)

である。これは，入射パルスの高さを 倍したものになる。

４．反射波の形状

まず前章の結果から得られる反射波の形状をいくつか図7に示す [3]。ここでは，ひもの長さは，

入射パルスの半値幅で測ることにし，

　　　　        (43)

としている。

図7(a) は ，図7(b) は の場合であるが，いずれも が小さすぎると，反射波は負の側

（入射波の変位と逆の側）に大きな変位をもつことになる。極端な場合として，ひもの長さを0

にした場合を考えると，ばねの端は固定されていることになり，反射波は入射波と逆向きの三角

パルス波になる。 のときは，この傾向が残っているものとして理解できるであろう。

のときは， になると反射波も三角形になってくるが，その高さはの入射波の高さよ

りもかなり低い。 のときは， でほぼ三角形になり，さらに を大きくしていくと

で三角形の高さが最大になり，それ以上に を大きくしても高さは変わらない。

したがって， も も大きければ，入射パルスとほぼ同じ形状の反射波となり，ばねとひもの接

合部は自由端とみなせることがわかる。しかし， が大きくても が小さければ，反射波は三角形

にはならないし，逆に が小さいときに，いくら を大きくしても最初の三角形の高さは変わらな

い。
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近似的に自由端とみなせるための条件を求めるために，反射波 の における値を考え，

　　　　       (44)

という関数を定義する。理想的な自由端であれば であるが，一般には となる。例えば

を近似的な自由端となる条件と考え，これを満たすやを求めると，定量化された条

件が得られることになる。

前章 (A),(B) の場合は， であるから，

　　　　     (45)

という簡単な式になる。

(C) の場合は，(24) の と，(27) の を用いて，

　　　　     (46)

であるから，

　　　　  (47)

となる。実際には， のときは であり，(47) で とすると となり (45) と

一致するので，(47) はすべての場合に成り立つことになる。

図8は， の 依存性をグラフにしたものである。

を決めたとき， が最大になるのは， のときで，最大値は (45) になる。すなわち，

　　　　       (48)

が最大である。 では， の値は，最大値よりわずかに小さい値でほぼ一定になる。

のときは，(41) の を使って得られる値，
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　　　　     (49)

という極限値を持つ。(48) と (49) は， で ， で のように一致するが，その

間では，(49) の方がわずかに小さい。

したがって， とするためには， ，すなわち でなくては

ならず，そのときのひもの長さは でなくてはならない。 が大きくても， が不十分だと

最善の結果が得られない。ひもが短いときには，線密度をいくら小さくしても全く効果がないこ

とになる。

例えば， としたいのであれば，ひもの線密度は でなくてはならず，ひもの長さは

より少し長くすればよいし， とするには， で， が必要になる。いずれ

の場合も， が必要だが， だけを大きくしても無意味であるから， とすればよい。

図9には， の 依存性を示しているが，この図からも同様のことが読み取れる。 を決めたと

きに， で は最大値 に達し，それ以上 を大きくしてもの値は変わらない。

特に，が小さいとき，すなわちひもの線密度が大きいときに，ひもの長さだけを大きくしても全

く無駄である。
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５．おわりに

本稿では，波動用ばねによる横波を観察する実験において，ばねにひもを結び付けて疑似的な

自由端を作る場合に，質の良い自由端となるために満たすべきひもの線密度や長さについての条

件を求めた。そのために，ばねとひもからなる系の波動方程式の解を具体的に求め，ひもの線密

度や長さを自由に与えて結果を観察するシミュレーションソフトウェアを作成した [3]。

計算結果の反射波の形状を分析して得られる重要な結論は次のようになる。

(a) 反射波の高さを入射パルス波の高さの 倍以上にしたいときは，ひもの横波の速度とば

ねの横波の速度の比を として，

としなければならない。 は，(1) 式により，ばねの線密度 とひもの線密度 の比の平方根で決

まるので，大きい を得るには線密度の小さいひもを選ばなくてはならない。

(b) ひもの線密度の条件 (a) だけでは十分ではなく，求める結果を得るには，ひもの長さ をパル

スの半値幅 の 倍以上にしなければならない。すなわち，

 

でなくてはならない。 が大きいときには， も大きくしなければ望む結果が得られないことにな

る。ただし，必要以上に を大きくしても結果は全く改善されないので， は より少し大き

い程度にとればよい。

この結果は，文献 [2] の結果とほぼ一致している。そこでは， と という２つの場合

の解を調べ，上記の２つの不等式と同様な結論を導いている。(48) 式と (49) 式の違いが条件に

反映し，文献 [2] の条件の方がひもの長さが少し長くなるが，その差は現実には無視できる程度

である。 が無限大の場合は，を大きくすればするほど結果が改善されるが，本稿で示したよう
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に， が有限の場合はだけを長くしても無意味であるし， が短いときに だけを大きくしても無意

味である。

自由端での反射を観察したいのであれば，反射波のピークの高さは入射波の90% 程度は必要

であろう。すると， でなくてはならず，同時にひもの長さは でなくてはならない。 

とするとひもの長さは，約3〜5m 必要になる。ひもの線密度に関する条件は大変

きびしく，太いばねと細い糸の組合せにしなければならない。また，ひもの長さも通常行われて

いる実験よりも長くする必要がある。

ばねの種類やひもの材質などを含めた波動実験に関するより具体的な考察は文献 [2] で行われ

ているので，そちらを参照してほしい。
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