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Switching Control of Working Heads considering Stability Radius

Yasuharu Shimoyama*. Hideki Sanol" and Masaharu Nakashima'

Abstract

In this paper, we treat switching control of working heads whose dynamics are described by ordinary differ-

ential equations. We formulate the ordinary differential equations as system equations, and construct switching

controllers for the system equations. Based on stability radius, we derive a su氏cient condition for the closed

loop system to be exponentially stable. A simulation result is included to complement the theoretical discussion.
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1　はじめに

本稿では,ワーキングヘッドの制振制御を取り上げる.

ワーキングヘッドは常微分方程式で記述されるが,重心

の変位によってダイナミックスが変化するという特性を

もつ.変位がある倍以上のときにはある常微分方程式で

記述され,変位がその値より小さいときには別の常微分

方程式で表される.このようなシステムを制御するため

に,それぞれの場合に対してコントローラを構成して,コ

ントローラを変位の値に応じて切り替える.ところがこ

の場合には,切り替えの影響まで考慮した閉ループ系全

体が安定になるという保証はない.そこで本稿では,閉

ループ系に対し,安定半径を用いて閉ループ系全体の安

定性を議論する.さらに,数値実験を通して切り替え制御

の有効性を検証する.

2　ワーキングヘッドの記述と定式化

入力をu(t)とするワーキングヘッドは,つぎの常微分

方程式で記述される.

mx{t) +bx(t)

hx(t),　　　　ifx(t) ≧ -a

(ki+k2)x(t)+k2a, ifx(t) < -a

(､1)

ただし,m,6,ki,k2およびaは正の定数で,x(t)は時刻

tにおけるワーキングヘッドの重心の変位,記号x(t)は

tに関する微分dx(t)/dtを表す.通常,作業中にはワー

キングヘッドに,入力としてu(t) -Psm(ut+(p)の形の

外力が加えられる【1].

ここで,ワーキングヘッドを速やかに静止させ,作業を

停止させる状況を考えよう.この場合,入力をu(t)-0

とするだけでなく,坤)を適当に調節しなければならな

い.このとき,ワーキングヘッドに関する何らかの情報量

を基にして制御することになる.本稿では,ワーキング

ヘッドの重心の変位x(t)は測定可能あるとして,これを
＼

積極的に用いる.したがって, (1)式に付随した観測方程

式はつぎのようになる.

y(t) - x(t)　　　　　　(2)

まず,システム(1), (2)を1階の微分方程式で記述さ

れるシステムに定式化しよう.

(i)y{t)-x(t) ≧-aのとき

mx(t)+bx(i)+hx(t) -u(t)

であるから,状態変数を
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と定義すると,つぎのように書くことができる.

｣(t)-Axtit)+BIU(t)(3)

y(t)-Clt(t)4)

ここで

Ai:-01

-ki/m-b/mBn-0

1/m
cl:-1�"

(ii)y(t)-x(t)<-aのとき

mx(t)H-bx(t)+(h+k2)x(t)+k2a-u(t)

であるから,(0と同様にしてつぎのように書き表す

ことができる.

m-A2m+B2u(t)+d2(5)

y(t)-C2m(6)

ただし

A2:-01

-(ki+k2)/m-b/m

B2:-0

1/md2:-O

c2:-flOI

つぎの補題は,切り替え制御を施したときの閉ループ系

の安定性を議論するときに重要な役割を果たす.

補遺1(参考文献【は安定な正方行列であり

E(sl-A)~lD≠0とする.ここでE,Dは適当なサイ

ズの行列であり,Iは単位行列を表す�"r(A;D,E)を

r(A;D,E):-mm{¥¥A¥¥;A+D△Eが不安定)

によって定義する.ただし,JI△侶ま△の最大特異値であ

る.このとき

r(A;｣>,｣)-(sup||｣(jwトAy'DW

が成り立つ.ここで,jは虚数単位を表す.

注意�"r(A;D,E)はA,D,Eから一意に決まる.これ

を摂動D△Eに対する安定行列Aの安定半径という.

3　切り替え制御器の構成

本稿では(0, (ii)の各々の場合に対してオブザーバを

基にしたコントローラ【3]を構成し,それらを変位の値に

応じて切り替えて用いる.このとき,切り替えの影響まで

考慮した閉ループ系全体が必ずしも安定になっていると

は限らない.そこで,安定な閉ループ系が得られるための

十分条件を,安定半径を用いて導出する.まずはじめに,

それぞれの場合(i), (ii)に対してコントローラを構成し

よう.

(i)y(t)-x(t) >-aのとき

症(t) - AxwCt) +Bxu(t)

+Kl (y(t) - Clw(t))

u(t) - -Fxw(t)

を考える.このとき,システム(3),(4)とコントロー

ラ(7), (8)からなる閉ループ系は,変数

e(t) :-m -w(t)

を導入するとつぎのように書ける.

e(t) -Ai …封
ここで

Ai-
[Al二
At -BIFl

(9)

この行列の固有値a(A{)は

<t(Ai) -a(Ai -BiFO u<t(Ai -^d

である.ここで,(Ai,β1)は可制御, (Ci,Al)は可観

測であるから,行列Al-BiFl,Ai-Ktdが安定

になるように,実行列FlおよびKlを選ぶことが

可能である.このとき行列Alは,その形から安定行

列となることがわかる.

(ii)y(t)-x(t) <-aのとき

め(t) -A2w(t) +B2u(t) +d2

+K2(y(t) - C2w(t))

u(t) - -F2w(t) + h

を考える.ただし,/2:-k2a.

このとき,システム(5),(6)とコントローラ(10),

(ll)からなる閉ループ系はつぎのようになる.

e(t)-A2≡(*)

(t)
12
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ただし

A2 :-
A2-i

O

A.2 - B2F2

ここで,行列F2およびK2をF2-FuK2-Ki

となるように選び

△1:-
[

]0

　

0m
ii3

0
　
　
2

た

とおくと,B2-Bァ,C2-C¥よりA2はつぎのよ

うになる.

A2- Al+△昌一蝣B,F,

BI FI

Al+△1-g1Cl

-.4i+hO

OhO

1

△1 ho

0
　
ム
c
q

ここに,I2は2次単位行列である.

このように,それぞれの場合(i), (")に対してコント

ローラを構成する･実際にはシステム(1),(2) (等価的

に(3)-(6)を制御する場合には,出力y{t)の値によっ

て2つのコント-ラ(7),(8)と(10),(ll)を切り替える

ことになる.そのために,閉ループ系全体が安定になるた

めの条件を導出する必要がある.

命題1.行列F2およびK2をF>2-Fi,K2-K¥と

なるように選ぶ.このとき,不等式

監一< rc　　　(13)

を満たすようにFlおよびKlが選ばれていれば,閉ルー

プ系全体は指数位安定になる.ただし,

･ :- ¥sup||(jul-Ai)

証明･行列△(i)を

A(t) :-
0, t∈〈T≧O;i(t)≧-a)

△, t∈〈7-≧0;x(t)<-o}

△:=

[

△1　0

0　△1

と定義する.閉ループ系(9)および(12)は△(i)を用い

て,つぎのように書ける.

[封-U+p△(t)｣) …封(14)

ただし

V:-h｡鈷牀:-hO

｡h

補題1より

r(A;V,｣)-(sup¥¥｣(jul-Ai)-^]]}

Lw牀RJ~1

-{sup||ow-^1)-1||}-

ueRJ

ここで

supA(t)||<rc
t≧0

15

であるとき, (14)式は指数位安定になる�"(15)式の左辺
において

sup‖A(t)臣= ||A‖ - k2
t≧O rn

したがって(13)式が満たされるとき,閉ループ系全体は

指数位安定になる.　　　　　　　　　　　　　　□

補足.行列Flの選び方にはかなりの自由度がある.

そこで,最適制御論[3】に基づいて決めることにする.

行列Flについてはつぎのように決定する.Qfを準

正走行列とし,Rfを正定行列とする�"y(t)-x(t)≧-a

のときのシステム(3),(4)において,(Al.Bl)は可制御

であるから可安定である･(QJ,Al)が可検出であるとき

には,リカッチ方程式

A{pf+PfAx-PfBiR^BfPf+C{QfCi-O

を満たす唯一の準正走解Pfが存在する.この行列Pf

を用いてFlをつぎのように定める.

Fi:-R-
f'BiPf

行列∬1についても同様に双対の関係[4】を用いて決

定する.Qkを準正走行列とし,Rkを正定行列とする.

(Ci^Oは可観測であるから可検出である.これより,

(AT,cT)は可安定となる.ここで(Al,Qf)が可安定で

あるときには(Qf,AT)が可検出となるので,Klをつぎ

のように定めることができる.

Td-1K¥:-PkCIRk

ただし,行列Pkはつぎのリカッチ方程式

AiPk+PkA(-PkC{RfdPu+BiQ*Bf-O

の唯一の準正走解である.
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4　数値実験

定数,重み行列および初期値を

m-3, b-1.5, fci-1, k2-1.5, a-0.5

Qf-Qk-
1000

0100
Rf-Rk-l

ォo) -　　　　　　w(o) -

とおく･コントローラの具体的な形は(7),(8)式および

(10),(ll)式よりつぎのようになる.

(i)y(t)-x(t) >-0.5のとき

血*　-

[

0　　　　1

-0.3333　-0.5

w(t)+0

0.3333u(t)

･lZ:Z帥(t)-[1 0]w(t))
u(t)--[ 9.0499 6.0199 ] w(t)

(ii)y(t) -x(t) < -0.5のとき

仁｡.…3

+0

0.3;

-0.8333

0.3333

2.0066

2.0133

w(t) -

｢

1

1

だ

　

L

l

+

　

　

一ニ

ー
　
れ
u

蝣

4

O

J

　

川

u

伽 9940
■

9

1

-0.5w(t)

ti(t)+0

-0.25

(y(t)10to(<))

6.0199巨(申0.75

また,閉ル-プ系について,

…u買‖△(*)||-^0.5, rc-0.5638

となり,命題1の(13)式を満たすので,システムは指数

位安定になる.

図1-図4は,区間0≦t≦30を3000等分して,4

次のルンゲ･クッタ法を用いたときの数値実験結果であ

る･なお,本数値実験ではMatlab (参考文献【5] - [7])

を用いている.

l I l ■ l

fe e d b a c ko rig in a l

o rig in a l

- - - - -
0　　　　　　　　　5　　　　　　　　10　　　　　　　15　　　　　　　　20　　　　　　　　25　　　　　　　　30

time t

図1:ワーキングヘッドの重心の変位y(t)-x(t)

■ ■ ■ ■ ■

fe e d b a c k

o rig in a l

- ■ ■ - I
0　　　　　　　　5　　　　　　　1 0　　　　　　　1 5　　　　　　　20　　　　　　　25　　　　　　　30

time t

図2:ワーキングヘッドの重心の速度dx(t)/dt

l I f l l

fe e d b a c k
o rig in a l

■ 一 一 一 一
5　　　　　　　1 0　　　　　　1 5　　　　　　　20　　　　　　　25　　　　　　　30

time t

図3:ワーキングヘッドへの入力u(t)
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5　　　　　　　　10　　　　　　　15　　　　　　　　20　　　　　　　　25　　　　　　　　30

t暮me I

図4:出力と推定出力の誤差y(t)-Cw(t)
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