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A Criterion for Pliicker Coordinates
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Pliicker座標の判定条件としてつぎの関係式はよく知られている｡

k

2 ( *-)lPio--ii-ikPiiii--jk-i--Q-
J-0

(1)

この証明には種々の方法3)5)6)があり,異なる立場からの判定条件の考察1)もある｡著者はGrass-

mann多様体の研究2)に関連して(1)の条件を精密化する必要を感じ,やや一般化した形での判定

条件を得た｡証明のアイディヤはB. L. van der Waerden7)による｡

判　定　定　理

本報においてほ添数は常に1, -, nの範囲を動くものとし, p(1‥･ikは常に添数に関して盃対称で

あるとする｡

<t-i霊)を置換(&!!)の符号とし,

Hil,-'ji-iC'｡-itfh+i-(P)-∑e(K霊)Pn-p
h-ih-tk-irtk小v-tkh+vh

(2)

と定義する｡ただし和は(4-4)のすべての置換C｡-'サ)にわたるものとする｡

命題1�"　{Pir-ik)がPliicker座標ならばすべての添数に対して(2)式は0となる.4)

証明. Laplaceの展開定理による｡

Pliicker座標の判定条件として(2)の関係式が最小限いくら必要であろうか｡この間に対して著

者はつぎの結果を得た｡

定理･ (Pβ1-βk)を添数に関して歪対称なすべては0でない, Pa,-｡h≒0とするt nCk個の実数の組

とする｡任意の漆数の組(βl-"βk) (β!<-<βk)に対してAを任意に一つずつ定めて方程式

Hil- i-i｣h-ikh-hih+vh(*J -ョ (3)

を考える｡ここにih-h)は(α...αk)のある順列C/i-/サ)は(β...βk)のある順列で. (3)が

恒等式とならないように選べる場合にはそのように選ばれているものとする｡ (命題2参照)

I -　{P<si-･βk)がPllicker座標なるための必要十分条件は(3)がすべての添数の組(β1-･βk) (β1<



Plficker座標の判定について

�"<βk)に対して成立することである｡

n.(3)から恒等式でない式を1個以上除いた条件(F)はもはやPl也cker座標の十分条件とな

り得ない｡〔注〕

特に,

k
Hi｡-'k'H-j…(P)=∑(-DA-n-p
i¥rnh-h-i
∫-0

と定義すれば定理の特別な場合としてつぎの結果を得る｡

系1･定理の条件(3)は

Hil...iHilj2.-jk(P)--Q

としてよい｡ここにOV-'サ),OV-jh)はov-Udがすべて異なる添数となるような(α1-αk),

~(β1-βJのある順列である｡

系2･定理の条件(3)は

Hh-hh'i2-ik(P)-Q

としてよい.ここに(il-サ*),OV-jk)はOV-M)がすべて異なる添数となるような(α1-αh),

(β1･-Bk)のある順列である｡

命題1より条件(3)及び条件(F)が必要であることは明らかである｡次節でこれら?十分性を考

察する｡

判　定定理の証明

つぎの性質はHの定義より明らかである｡

補題　h-i-hならば

Ⅰの証明.

(-!)*(*-A+2) Hh-h-i｣iQ'-ikih+i- (P)-XH,ir-ix-2^x-ih'-lk_iMkh+i- CP).

xr-P -αγ-li<xr+l-α　0-1,　n; γ-1,-,*)

で定まるk個の一次独立なベクトルXγ-(*0 (γ-1,-,k)を考え,これらのベクトルで張られる部

分空間のPliicker座標を(Qβ1-βk)とする｡ Qα1-αh≒0及び(3)が同次式なることより

P　　　=O　　　-1

と仮定して一般性を失なわない｡このとき

(4)

Qα1-α�"-1^r+1-αk-X言-p　αγ-liar+l-｡　0-1. -,n; γ-l.-,k).　　　(5)



一　　柳
)=b
良 男 〔研究紀要　第20巻〕　　3

添数の組(β1-βk)の中で(α1-αk)のいずれとも異なる添数の数をmとし, mに関する数学的帰

納法によって

QH- βk--^H-βh (6)

を証明する｡

m-0, 1のときは(4), (5)式より明らかである｡ m≦m｡のとき(6)式が成立すると仮定して

m-m｡-flの場合を考察するo(3)式においてもし　C/V--/Oが(α...αk)の添数を含めばその添数は

(il-i1-1)に含まれるから,補題を用いて変形した式を考察することによりこの場合はおこり得ない

と考えてよい｡即ち添数Ju-,Jxはすべて(α...αk)と異なるとしてよい｡もしス<m｡ならば

(/t+r�"�"/*)は少なくとも一つ(α...αk)と異なる添数を含み. (3)式において項　ay-αhPβ1-βkの係数

は0でなく他の項はすべてm≦m｡なるmに対応する添数を持つ｡この式を命題1より得られる式

Hir..iAー¥Ul-ikh--hlh+1-/サ(G) -0

と比較し,帰納法の仮定を用いて(6)式を得る｡

X-m｡-¥-1のとき(/i+i-A)は(α...αk)の一部となり　k-W-lXA　ならば同様にして(6)式

を得る　k-(A-1)≧)のときもつぎの場合以外は明らかである｡

Hil- h-ith-tk_A-hh'-hUl-ik-A(P) -0. (ア)

スが奇数のとき(7)式は恒等式となりこの場合はおこり得ない. (命題2参照)スが偶数のとき

(7)式は

K∑e(三至　　‥'''Å)JWA p -txiv-ik_A-0

但しKニ(k-2ス+1) !　　　_2/1+1 (8)

となり,項Pal-αA-βleの係数は0でなく他の項はすべてm≦m｡なるmに対応する添数を持つか

らこの場合も(6)式は成立する｡

Ⅱの証明. p1

蝣*ai-'ar-iiay+i-ak¥*^>"'fit',f-1,-mtfC)

を任意に与えて条件式(F)によって帰納的にPβl-"ftを定義する｡この場合添数の組(β...βk)に対

応する関係式が条件(F)に含まれない場合にはP81…βkは任意に定め得るから, (3)式が少なくと

も一つは成立しないようにnCk個の実数の組[Pt｡1…βk)を定め得る.このようにして定められた

ft"1-βk)は命題1によってPliicker座標とはなり得ない｡

Hが恒等的に0となる場合.

最後に. (2)式が恒等的に0となる場合を考察する｡ Hの定義が添数iとjに関して対称的であ
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Pliicker座標の判定について

ること及び補題によってつぎの場合を考えれば十分である｡

i) k-1<k-K,

ii) (h-h-d　と(/｡-ォほ同じ添数を含まない,

iii) (/-/サ)はすべて異なる添数,

iv) (/�"�"�"/,)の任意の順列を(h-Ui-Jx)と表わすとき適当な順列に対してOV-4), Ui-Jn)

はそれぞれk個の異なる添数からなる｡

命題2. i), ii), lii), iv)の仮定を満たす添数の組に対してHが恒等的に0となるのは奇数ス

に対して

Hil-iA_ith-ik-jL-ikh'-J^h- -,(f)

の形に表わされる場合かつこの場合に限る｡5)

証明�"(2)式において(il-iA_1)の中にUx+i-jk)と異なる添数がある場合は恒等的には0とな

らないから

Hil-h-i^Q-'h^i-n-i･-ik_icn

更にこの場合(h'-h-A)の中に(lo-lk)と異なる添数があると恒等的には0とならないから

Hiv iAーl^x-ik一曲硯γ1-γAHl-ib_A(P) (9)

の形を考案すれば十分である｡人が偶数のとき(9)式は恒等的には0でない((8)式参照)Aが奇数

のとき(足は(8)式の定数)

(9)式S-ST2X望壬:::鵠::冒)Pn-i>-スp-肋-ik_A

ニKZje(ft¥Z'-w
txn-i)Pn-ik_舟-tAsi-sxh-ik_A

ニ(-1)ス'蝣KB<i圭'･::oxn-
sxh-:'･盲ま)A-txh--ik-i^n-ik-XSvW

∴(9)式…0.

添数の組(βl-#飢)が(α1-αk)のいずれとも異なる添数をm個含むとするra-0,1の場合

は任意の吊こ対して(3)は常に恒等式となる.m≧2の場合は(α1*-α,).(β1-βk)の順列(ii-hX

(A-A)を例えば

7r+i-*'r(r-l.-,k-m)

なるように定めれば,任意の吊こ対して(3)は恒等式とならない.したがって定理においてm≧2

なる任意の添数の組(β...βk)及び任意の吊こ対しで恒等的には0でない式(3)を対応さすことが

できる｡

注　Grassmann多様体の次元を考えればこの性質は当然予想される｡
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Summary

Let H be defined as follows:

Hil-h-ith-tkih+v-サOF)…2e(fc}霊)ph-h-it｡-tk-A tk-X+1-tkh+i-,･k

where e(fe::{*) is the signature of permutation (*<>"�"�"**) of (/<>�"�"�"/*)> and summation is

over all possible permutations of (/<)�"�"�"/*)�"　Then our result is stated as the follow-

ing:

Theorem. Let {Por..ok} be nCk real numbers which are not all zero, say Pai...a^0,

which are skew-symmetric in the suffixes. For arbitrary fc-tuple of suffixes (β...

#*) (i9i<##-<iSfe)サconsider the following equation :

Hiv-ix-iZix>-ikiv-Jiih+v-Jk(P) -- Q　　　　　　　　　　　(1)

where OV*ォ4) is a permutation of (α...α,), and O¥'-Jk) is a permutation of (βl'**

β>).

(i) A necessary and sufficient condition for (Pβ1-β } to be Pliicker coordinates

is that (1) are satisfied for all (ft-fl,) (/9,<　　<&)�"

(ii) Any condition which consists from part of the system of all essential

equations in (1), is not a sufficient condition for Pllicker coordinates.


