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Anewtechniqueofthesubstitutechargemethodtosolvetheboundaryvalueproblem
ofthesecondkindisdescribed・Comparingthistechniquewiththewellknowntechnique
calledthesubstitutevortexmethod，severalnumericalexperimentsarecarriedout・The
substitutevortexmethodiscapaｂｌｅｏｆｓolvingtheproblemwiththeconditionofzeronormal

derivativemoreaccuratelythanourtechnique･Ｉｔｉｓ，however，notapplicabletootherpro‐
ｂｌｅｍｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｉｎｔｈｅｃａｓｅｏfnonzeronormalderivative・Ｏｎｔｈｅｏｔｈｅｒｈａｎｄ，our
techniquecansolveanyotherprｏｂｌｅｍｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄａｎｄｔｈｅａｃｃuracyofthistechnique
isfairlygood．

１．まえがき

代用電荷法は')-4)，その長所ゆえに多くの問題に適

用され，多大の成果をあげている．しかし，これらは

すべて境界上で電位が指定されている第一種境界値問

題であった．原理的には第二種境界値問題，すなわち

ノイマン問題にも適用できることは明らかであるのだ

が，実際に適用した例は皆無に近い．その中で唯一の

ものとして流れ場の解析に「代用うず法｣‘)なるものを

使った例があげられる．代用うず法は，一般の２次元

問題では複素ポテンシャルの実数部を使うのに反し，

虚数部をポテンシャル関数として使う方法で，代用電

荷法と原理的に同じである．この方法は，流路壁面を

有する非圧縮性ポテンシャル流の解析には適している

が，一般のノイマン問題の解法と考えるわけにはゆか

ない．ノイマン問題の一般的解法としては，代用電荷

法を自然に拡張した方法，つまり法線方向導関数を計

算し，境界条件を適用する方法が考えられる．本論文

では，２次元の典型的なノイマン問題の解析を通し，

極く自然にノイマン型へ拡張した代用電荷法と代用う

ず法との比較を行ない，更にノイマン問題への適用に
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おける一般的な問題点にもふれる．

２．ノイマン型代用電荷法と代用うず法

２．１ノイマン問題について

ノイマン問題は，第１図に示すようにＣを領境Ｒの

境界とし，Ｃ上の任意の点Ｐについて関数ｇ(p）を与

えられた時，Ｒで調和でＣ上で次式を満たす関数抄を

求めるものである．

器=g('１ （１）

ここで，発散の定理からｇ('）は全く任意でなく，

づ⑳

g(P）

境界Ｃ

第１図第２種の境界値問題
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第２図電荷配置と拘束点

境界の形状を表わす関数が，

／(苑,ｙ)＝０， （５）

で与えられるなら，法単位ベクトル肥は数式により計

算できる．すなわち，

"=γ声乃試+γ会ァ（６）
ただし，ｊ,ｊはそれぞれ苑方向，ｙ方向の基本単位

ベクトルであり，九,乃は次式の通りである．

119(伽S=0，（２）
Ｓ

を満たすものでなければならない．すでにｇ『が（２）

式を満たすように与えられた時，定数だけの差で関数

妙が決定される．

Ａｚ
×代用電荷

キ

S１Ｒ

Ａｉ－１

２．２ノイマン型代用電荷法

従来のディリクレ問題の解析に使用した代用電荷法

と区別して，本論文では，これから述べるノイマン問

題を解析する際使用する代用電荷法を便宜的に「ノ

イマン型代用電荷法」と呼ぶことにする．従って単に

「代用電荷法」とするときは，ディリクレ問題（第一

種境界値問題）を解析する際のものを言う．

ノイマン型代用電荷法を適用する時は，第２図に示

すように領域Ｒの外側の適当な位置Ａｆに適当な個数

(１V)の代用電荷Ｑｆを仮想し，また境界Ｃ上に拘束点

典を配置する．

Ｂを代用電荷Ｑｊの任意の点に対する電位係数とす

れば，任意の点の電位のは，これらの代用電荷による

電位の重ね合せであり，次式で表わされる．

Ⅳ

｡＝画PzQf． （３）
ｉ＝１

ここで，解析対象ｶﾇ２次元問題であり，しかもカー

テシァン座標系（苑-ｙ直交座標系）であるならば，境

界上の任意の点における外向き法線方向導関数（微係

数）７)は，

器十▽･･腿， （４）

となる．▽ゆは２次元の匂配(gradient)であり，・は

ベクトルの内積を，〃は境界上に立てた外向き法単位

ベクトルを表わす．

九=α溌辿,ん=竺諾型（７）
従って（６）式と（４）式に代入すれば，

霊-γ九Ｗ･黒十ワァ鈴･帯(8)
鬼

となる．６の/伽，６｡/ａｙは（３）式をそれぞれ苑,ｙ

で微分すれば得られるから，（８）式は最終的に（９）

式のように簡単な式で表わされる．すなわち，

窯-γ声"倉讐＆

１Ａ
＊

Ⅳ

＝=ｚＰｄ'Ｑｚ． （９）
ｊ＝l

ここでＰｆ'は，

P‘'=γ声"･霧+γ毒乃デ砦Ⅱ0）
Ⅳ個の拘束点Ｓた(ﾉｳ＝１，２，……１V）で境界条件

帯一g"(ﾙー,,2,……』V)，（,,）
を与えれば，（９）式から次の代数方程式を得る．

Ⅳ

ｚＰｆ'Qf＝gた，（た＝１，２，……』V)．（12）
ｊ＝１

（12）式が導出できたことは，ディリクレ問題と全

く同じ方法でノイマン問題も解析できることを示して

いる．すなわち，ノイマン問題も（12）式から代用電

荷の電荷量を元とする連立一次方程式をたて，求解し，

（３）式により領境内の電位を計算することができる．

以上，ノイマン型代用電荷法は，代用電荷法を素直

に拡張して得られ，更に注目すべきは，ノイマン問題

の境界条件のうち代用電荷が領域の外部に配置される

ので（２）式は常に満足され，従って（１）式のみを

考慮すればよい点にある．この事実が比較的楽にノイ

マン問題へ拡張できた理由となっている．

ｉ・
◎

薫 Aｒ

+γ余"婁讐･＆
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２次元の場合について記述したが，３次元の場合に

対しても同様に拡張可能である．たとえば，境界の形

状を表わす関数が，極座標系γ＝/(6)で与えられる２

次元問題，３次元回転軸対称の問題の場合の（８）式

および（９）式に相当する式を付録に示す．

２．３代用ろず法

増田・松本両氏が流路壁面を有する２次元流れ場の

解析に提案した代用うず法について簡単に説明する．

この方法は，２次元のポテンシャル解析にしばしば

使用される複素ポテンシャルを応用するものである．

すなわち，複素ポテンシャル”(z）は，

”(z)＝○十〃（13）

と表わされる．ただし，ｚ＝妬十./y＝γg"，ノー1/－１で

ある．（13）式中の関数‘と妙の各々は考えている領

域内で調和であるとともに，等の線，等戦線は互いに

直交する．実数部｡と虚数部妙は電場，流れ場にあっ

ては次のように対応している．

電場{婚算駕(電気力線）

流れ場{鰯穂ﾝwﾙ関数
従って，電場における代用源は無限長直線電荷（電

位関数は対数関数，電界関数は逆正接関数）であり，

流れ場における代用源は無限長の直線うず（速度ポテ

ンシャル関数は逆正接関数，流れ関数は対数関数)，

直線湧き出し，直線吸込み（湧き出し，吸込み両方と

もめと妙の関数はうずと逆である）となる．流れ場に

おける壁面は等妙線の一つだから，｡と妙の直交性を

考慮するならば，壁面で６の/伽＝０，すなわち，壁面

を有する系はノイマン問題である．この種の問題に代

Ｙ

響営０

０

【】

L】

第３図例題１方形領域の問題

用うず法を適用するとは，領域外に源（代用うず）を

仮想し，境界条件（壁面が等流線の一つに一致するこ

と）を満足するようにうずの強さを決め，それらのう

ずによるポテンシャルの重ね合せとして任意の点のポ

テンシャルを近似することになる．従って，代用電荷

法と手法的にほとんど同じものとみなせる．

しかしながら，全ての境界上で”/6"＝0(壁面上）

の条件が与えられている問題か，あるいは増田・松本

両氏が解析している特殊な問題にしか適用しにくい．

３．２次元のノイマン問題への適用

３．１例題１方形領域

第３図に示す方形領域の内部ノイマン問題を解

け。ただし，境界条件は３辺で６Ｗ6"＝０，一

辺で”/伽＝一sin(元/10y)，また妬軸上で少＝

０，であるとする。

この問題の解析解は変数分離法により得られる．

伽言紳窯琴)伽売,⑭
３．１．１ノイマン型代用電荷法の適用

電位は，明らかに苑軸に関して対称な位置でその絶

対値は等しく符号のみが異なる．従って，代用電荷と

してｘ軸に関して対称な位置に異符号等量の２電荷を

配置し，それを一対としたものを使用すれば，全体の

代用電荷の数を半分に減らせる．

前記2.2節に従って適用すると，この例題のように

角を有する場合，その近辺で電位の精度が著しく落ち

る．これはノイマン問題特有のものでなく，ディリク

レ問題でも起こる．代用電荷法ではこのような場合，

角の周辺の代用電荷の数を単純にふやす操作により精

度を上げることができる．当然，ノイマン型代用電荷

法の場合も同様な操作で精度を一応あげることができ

るが，これとは違った方法で精度の向上を試みた．す

なわち，角の同一拘束点で２方向の条件を与える（デ

ィリクレ問題では一つの拘束点で２つの条件を与える

と連立一次方程式が解けなくなるので不可能である）

のである．

そのようにすると，単に電荷数を多くした場合より
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もより効果的であった．それは次の理由によると思わ

れる．すなわち，角の電位の法線方向導関数の誤差は

不連続で，そのために電位の誤差が大きくなるのであ

って，角の付近の代用電荷の数をふやし，拘束点の数

を単にふやしただけでは，その不連続は幾分解消され

るけれども完全でない．ところが上記の方法を使用す

れば連続となり,電位の誤差が小さくなるのである．

境界上での電位の精度として５桁以上を得ることが

できた．第４図，第５図は，それぞれ電位分布と電位

の絶対誤差分布図である．誤差分布はディリクレ問題

とは異なった形をしているのがわかる．

■

1一

1０３

164

』
Ｏ
』
』
山

2－６

１ ２３４５６
Ｄ

第６図Ｖと器の誤差比較
明らかに差があることがわかる．しかし，苑方商の電

界成分とｙ方向の電界成分をそれぞれ求めると，

島=一帯=-(c･sh完”

第４図電位分布

０

Ｙ
５ ２－６means２×10-ｓ2－６
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１５Ｘ

３．２例題２楕円領域

)皇〔ご

仙詩

一雨喜売)sin蓋，（'5）
E,一帯=-(sinh蒜

Ⅱ鴬)"齢⑯
となり，法線方向の電界成分は上式の線形和として表

わされるので，電位の値に比べて元/１０程小さくなり，

すなわち，絶対誤差についても同様なことが言える．

第６図は絶対誤差であるから，差がでているのであっ

て相対誤差で目盛れば，誤差は同程度とみなしてよい．

この事実は，ノイマン型代用電荷法の誤差評価に指針

を与えるものである．

第５図電位の絶対誤差分布

５ １０

第７図に示す楕円領域内に紙面に垂直に電流１，

－１が流れており，境界条件として境界上のいた

３．１．２ノイマン問題の誤差評価

この例題の場合，厳密解が得られるので電位の誤差

を調べることができる．しかし，一般的に言って，厳

密解が得られないのが普通であるから，そのような場

合の誤差評価は難しい．ディリクレ問題の場合は，境

界上に最大誤差が存在する．つまり〆境界上の誤差の

みに注目すればよく，誤差評価は比較的簡単である．

しかし，ノイマン型代用電荷法では，境界上の誤差は

法線方向電界成分の誤差であり，これはラプラス方程

式を満たさないから同様な取扱いはできない．

そこで，電位の誤差と電界の誤差がどのような関係

にあるか，このノイマン型代用電荷法による結果から

調べる必要がある．

第６図は，境界上の電位の絶対誤差と法線方向の電

界成分の絶対誤差の関係を電荷の位置を決定するパラ

メータＤを変数として描いたものである．一見すると
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るところで電位の外向き法線微係数が0*で与えら

れているときの領域内の電位分布を求めよ。

＊(楕円領域内は抵抗率ＩＣ(一定）の導体，外部

が絶緑体に相当する｡）

この問題は静電場と電流場のポテンシャルの等価性

によりノイマン型代用電荷法で解くことができる．ま

た，楕円領域の外が壁であり，電流１，－１のところ

にそれぞれ同じ強さの直線湧き出し，吹込みがある完

全流体の定常ポテンシャル流れ場の問題とみなすこと

ができる．従って，例題２は，ノイマン型代用電荷法，

ならびに代用うず法の両手法が適用可能である．

第７図例題２楕円領域の問題

３．２．１ノイマン型代用電荷法の適用

領域内部の電流１，－ｒのかわりに，単位長さ当り

電荷量Ｑ+，Ｑ‐（Q+，Ｑ－は異符号等量）の無限長直

線電荷を置き，領域外に代用電荷（無限長直線電荷）

を仮想する．内部の２電荷と外部の代用電荷との重ね

合せにより領域内部の電位を近似するわけであるが，

このままでは前出の（12）式の右辺ｇがどのような関

数であるかわかりにくい．そこで次のように分けて考

える．

領域内の任意の点の電位めは，内部の電荷Ｑ+，Ｑｰ

による電位妙ｉｎと，外部に仮想した代用電荷による電

位のＩＤｕ６とで，

①＝｡in＋ゆ ｡u‘（17）

と表わされる．境界上の任意の点での電位の外向き法

線方向導関数は，（17）式から，

器=響十祭典（'8）
題意より境界上で”/a"＝０であるから，

器+響=ｑ （19）

すなわち，

６｡｡uｔ６のｉｎ （20）
下『＝一一5『．

Ｎ

ここで'｡。u‘=雪,Ｍ‘'の'n=剛.+P-Q‐とす
ると（20）式は，

菖鴇Q‘=急珊‘＝

‐(鴇仏十器Q-）（２１）
上式と（12）式を比較すると，

g=一(器Q業十器Q､）（22）
となり，Ｑ+，Ｑ－の電荷位置と各拘束点の位置が与え

られれば（22）式は計算できる．

３．２．２代用うず法の適用

電流１，－１の位置に，強さｒ，+，刀一（jr+，Ｉ司一は異

符号等量）の直線湧き出し，吸込みを置き，領域の外

部の適当な位置に適当な個数（jV）の代用うずを仮想

し，単位長さ当りのうずの強さをｒｆ(1-1,2,……Ⅳ）

とする．領域内の任意の点の複素ポテンシャル”(z）

はこれらの代用源により次式で表わされる．

”(z)=-急(j器log麹-器log謙一器ｌｏｇz‐
（23）

ただし，ｚｆ＝γfg"f，ｚ+＝γ+e"+，ｚ一＝γ-9”‐とし，

ノー1/－１である．（23）式を変形し，ｒ+|＝ｒ－ｌ

＝ｒとおくと，

”(z)=-妾ｌｏｇ芸吾十去婁Ｍ

＋ｊ{-重器'･ーー器(＆-'一)｝
＝向十〃ノ（24）

となる．伽吻はそれぞれ実数部，虚数部であり，

速度ポテンシャル，流れ関数となる．

今，壁面の各拘束点で妙ノー０(物は定数であれば

よく，ここでは便宜上０とおく）とすれば，それぞれ

次の代数方程式が得られる．

婁器ｌｏｇ蝿=-券('.-'_）（25）
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３．２．３結果

この例題にノイマン型代用電荷法を適用してみたも

のの当初よい結果が全く得られなかった．原因は内部

の電荷による影響が非常に大きいからであった．（22）

式のｇの値を第８図(ａ)に示す．図(ａ）におけるピー

クは内部の電荷によるものである．従って，代用電荷

の一般的な配置ではとてもこの分布を近似することは

難かしい、精度をあげるには，内部の電荷に近い境界

上に拘束点を多くとり代用電荷の数を増せばよいわけ

であるが，これとは別に，たった２個の電荷を追加す

尊鰹州｜
',=-器log会十重器'‘

Ｎ＝２０ ，=０．６

第８図境界条件の比較

８

風1ゲ０ --毎A念 八

'０．詑１Ｖ

割ザ▽合一瓦

８

卿1630 舟△7▽弓売--ムγもとなる．

（25）式および（27）式を計算する際注意しなくて

はならない点は，湧き出し，吸込みの流れ関数６+,βー

と，うずの速度ポテンシャル関数６が逆正接関数であ

り，主値で与えられるのでどうしても不連続面が現わ

れることである．従って，不連続部分が領域内にはい

らないようにする必要がある．

０

第９図近似的影像の効果，Ｎ＝2０

６

４

職1622
０ １１

。、＝、

朴 ||Ⅶ
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而一:』|ｌ話

了

第10図近似的影像の効果Ｎ＝4０

ることで精度向上を可能にする方法を紹介する．

すなわち，内部電荷の反転の位置にそれぞれ同符号

等量の３電荷を仮想するのである．この２個の代用電

荷を追加することにより，図(ｂ)のようになだらかな

曲線となりピークを抑えることができた．図(ａ)，図

(ｂ)を比較すると，反転の位置の代用電荷がいかに効

４

-２

２

９
０

-４

(a）

4０６０８０１００１２０

ｅ
、果的であるかわかる．

また第９図，第10図は，反転の位置に代用電荷を仮

想した場合としない場合について，境界上の電位の法

線方向微係数の誤差を示したものである．代用電荷数

』V＝20のとき約１/100,』V＝４０のとき１/２０に誤差が

減じているのが一目瞭然である．

以上の精度の低下は代用うず法にも起こる．代用う

ず法の場合も同様に反転の位置に異符号等量の直線湧

き出し，直線吸込みを配置することにより精度があが

った．第11図に電位分布を示す．

］ムＯｂＵ

２
１
０
１
２
－
－

９ 一 一 一 ‐ ８０１０Ｃ
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第11図電位分布

３．２．４ノイマン型代用電荷法と代用うず法との

比較

第12図は，ノイマン型代用電荷法と代用うず法を適

用した場合の到達精度のグラフである．精度をあらわ

Ｆ

４《

0．００．４０．８１．０

第12図代用電荷法と代用うず法の比較

す評価関数として次式を用いた．

F-,/急仙蓋'(Ⅷ（28）
ここで｡(sｆ)，ｆ(sz)は，検査点sfにおけるノイマ

ン型代用電荷法（又は代用うず法）によって求めた値

と真値（境界条件）であり，Ｍは検査点の個数であ

る．横軸は電荷と境界の間の距離である。図から，代

用うず法の方がノイマン型代用電荷法に比べて１桁ぐ

らい精度がよい．

誤差の検査までの計算時間は大差ないが，任意の一

点の電位の計算は，ノイマン型代用電荷法の方が代用

うず法に比べて1/3以下の時間ですむ．これはノイマ

ン型代用電荷法が電位の計算に対数関数を用いるのに

対し，代用うず法は逆正接関数（逆正接関数は，主値

で与えられるので不連続部分が必ず存在するが，それ

を領域内にもってこないようにする必要がある．その

ために座標変換を行なっているが，その計算も逆正接

関数の計算の一部に含まれる）を用いるからである．

対数関数の計算に約0.26[Msec]，逆正接関数の計算

に約0.98[Msec］を要する．

以下に両手法の特徴を列記する．

(ａ）ノイマン型代用電荷法について

①ディリクレ問題の場合とほとんど同じプログラ

ム形式である．

②問題に与えられた境界の形状が単純か，又は，

関数で与えられるなら法線方向導関数を計算し同

手法が適用できる．

③電位の精度の評価は境界上の電位の法線方向導

関数の誤差を調べればよい．

④境界上の法線方向導関数が計算できない場合，

それを数値的に表現せざるを得ず誤差の混入があ

りうる．

（ｂ）代用うず法について

①複素ポテンシャルを使用し，電位の法線方向導

関数の計算を必要としないので便利である．

②複素ポテンシャルを使用しているために理論的

背景が誰にでもすぐ理解しにくく，解析対象が２

次元問題に限られる．

③逆正接関数を使用する際は，この不連続部分が

領域内にはいらないように工夫する必要がある．

④境界条件として，境界上のあらゆるところで電

位の法線方向導関数がゼロとなる場合，即ち流路

壁面を有する特殊な問題しか適用しにくい．



＝急(〃('帯Ⅷ)}，処６γ

‐,(,ｗ(‘)},+{/ｗ器)Q‘
／'(6)

Ｎ

＝コョＰｚ'Ｑｄ （付－５）
ｉ＝１

本文中の（８）式および（９）式はそれぞれ（付一

４）式，（付－５）式となる．また上式は３次元軸対

称問題の式でもある．
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”
流

1／｛/･(6)}2＋{ﾉｱ(6)}２

{/(6)}2＋{ﾉｧ(6)}２

”
研

４ ．結論

第二種の境界値問題を扱う方法として複素グリーン

関数の虚数部を重ね合せる，いわゆる代用うず法があ

る．この方法と通常の代用電荷法を素直に適用する方

法との比較を行った．

代用うず法は法線方向の微係数を必要としないエレ

ガントな方法であるが，法線方向の微係数が０という

条件の問題しか適用できない．代用うず法が適してい

る問題の解析では，若干代用うず法が精度がよい．

結論として一般の第二種の境界値問題に対しては通

常の代用電荷法のほうが適用範囲が広くすぐれている．

１

/(6)

〆(6) ６の
６６

（付－４）
Ｎ

①＝図Ｐ‘Ｑｊと
ｉ＝１

/(6)

／(6)1／｛/(")}2＋{/7(6)}２

（付－３）

器であるか｡

したがってポテンシャルを妙とし，

すれば，

6｡
一一－

６〃 γ{'(‘)}'十{/ｗ急鴇Q，ｆ(6)

tanど＝一

sec昔=と

〆(6)

{f(')),+側))図皇需Q‘

{/､(6)}2＋{ﾉ"(6)}２

~/(6)1／

/．(6)

./γ(6)

また,器=▽
ら，
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(付－１）
””6γ”ａｓ
研『＝7ｦァ。7ｦ万十一iｦ了・7ｦ7『．

付 録

境界を表わす式を極座標系γ＝/､(6)で与えると，法

線方向微係数は，

ここではｓ境界で測る長さを示すパラメータ．

上式は,器と帯のなす角を誉とすれば，

黒=帯sec糾器tan‘（付-2）
sec畠tanさを／（６）で表わすと，


