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Abstract. Binary multirelations have received attention in recent years as a semantic domain of nondeterministic
programming languages. Also, it is known that binary multirelations provide a model of Parikh’s game logic. The
iteration operator plays a central rôle in these programming languages and the logic, and it is natural that the iteration
is ineterpreted as the reflexive transitive closure of a binary multirelation. We investigate constructions of the reflexive
transitive closure among basic properties of up-closed binary multirelations.
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1 はじめに
上向きに閉じた二項多重関係は非決定的なプログラムの述語変換意味論の新たな枠組みとして研究されてい
る概念である [4, 10, 11]．上向きに閉じた二項多重関係によってプログラムを解釈することの利点は，天使的
（エンジェリックな）非決定性と悪魔的（デモニックな）非決定性の両方を同じ枠組みの中で自然な形でとらえ
ることができる点である．

Parikh[9]はゲーム理論を数理論理的に取り扱うことを目的として，ゲーム論理と呼ばれる体系を構築した．
Parikhのゲーム論理の意味も，上向きに閉じた二項多重関係によって与えられる．ここでは，天使的非決定性
と悪魔的非決定性の両方が自然な形で与えられるという特徴を利用して，2人ゲームのプレイヤーとオポーネ
ントの挙動をとらえている．尚，ゲーム論理については，Paulyと Parikhによる論文 [8]によって概観を得る
ことができる．

Goranko[3]と Venema[12]は，ゲーム論理に現れる演算を代数的な視点から研究し，反復を含まないゲーム
論理の健全かつ完全な代数モデルを与えた．しかし，反復を含むゲーム論理の健全かつ完全な代数モデルは未
だに明らかになっていない．

McIverら [6, 7]は，確率的システムの検証におけるモデルの抽象化を目的に，確率クリーニ代数を提案した．
これは，Kozen[5]のクリーニ代数を弱めた代数になっている．我々は，上向きに閉じた二項多重関係の中でも
ある条件を加えたものを考えると，それらが確率クリーニ代数をなすことを示した [2]．
これまで，二項多重関係の応用研究では，非決定性ばかりに興味が向いていて，反復についての言及はその
重要性にも係わらず，殆どなされてきていないということに，上記の研究 [2]を遂行していく中で気付いた．反
復は，二項多重関係においては，反射的推移的閉包によってとらえることができる．我々は，上向きに閉じた
二項多重関係の基本的な性質の中でも特に反射的推移的閉包について論じることにする．
以下，2節では二項多重関係の定義と基本的な性質について説明する．3節で二項多重関係の反射的推移的

閉包の定義を述べ，その構成法について考察しその結果を述べる．反射的推移的閉包の構成法はその定義から
ただちに得られるものもあるが，本稿ではそれ以外の構成法について述べる．特に 3.1節では有限性を考慮し
ない場合の，3.2節では有限性を考慮した場合の二項多重関係について議論し，その場合の反射的推移的閉包
の構成法を示す．4節で本稿の結果をまとめる．なお、本稿は [13, 14]を改訂したものである．
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2 二項多重関係
この節では，Rewitzkyらの一連の論文 [4, 10, 11]を参考にしつつ，二項多重関係の定義と基本的な性質につ

いて本研究に直接関係する事柄のみを紹介する．尚，ここで示す具体例は全て我々が独自に与えたものである．
Aを集合，℘(A)を Aのべき集合とするとき，A× ℘(A)の部分集合を A上の二項多重関係とよぶ．さらに，集

合 A上の二項多重関係 Rは
(x, X) ∈ R ∧ X ⊆ Y =⇒ (x, Y) ∈ R

をみたすとき，上向きに閉じているという．上向きに閉じた二項多重関係の全体のなす集合を UMRel(A)と書
くことにする．
集合 A上の,空な二項多重関係 ∅を 0で,二項多重関係 A×℘(A)を∇で表すことにすると，0と∇はともに上向

きに閉じている．さらに，UMRel(A)は集合演算
∪
と
∩
に関して閉じている．従って，組 (UMRel(A),∪,∩, 0,∇)

は完備分配束をなす．
R, Pを二項多重関係とするとき，これらの合成 R; Pを

(x, X) ∈ R; P ⇐⇒ ∃Y ⊆ A. [ (x, Y) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y. (y, X) ∈ P ]

によって定義する．UMRel(A)は合成に関して閉じている．
また，合成 ;は包含関係 ⊆を保存する．つまり，R ⊆ R′かつ P ⊆ P′ならば，R; P ⊆ R′; P′が成り立つ．さら

に，二項多重関係 Rと 0の合成について，0;R = 0は成り立つが，R; 0 = 0は一般には成り立たない．

例 2.1. [2] A = {x}とする．(x, ∅) ∈ ∇であるので ∇; 0 = ∇となり，∇; 0 � 0がいえる．

1を所属関係とする，すなわち，
1 = {(x, X) | x ∈ X}

とすると，1 ∈ UMRel(A)である．組 (UMRel(A), ; , 1)はモノイドをなす．

注意 2.2. [2] 上向きに閉じていることを仮定しないと，合成 ;について結合律が成り立たない場合がある．例
えば，集合 A = {x, y, z}上の 2つの二項多重関係

R = {(w, A) | w ∈ A} , Q = {(w, A \ {w}) | w ∈ A}

を考えると，R は上向きに閉じているが，Q は上向きに閉じていない．ここで，R;Q = 0 であることから
(R;Q);R = 0であるが，Q;R = Rかつ R;R = Rであるから R; (Q;R) = Rである．

合成 ;と集合演算
∪
，
∩
の間には次の性質が成り立つ．

命題 2.3. P ∈ UMRel(A)と，UMRel(A)の元の族 {Rλ | λ ∈ Λ}に対して次が成り立つ．

∪
λ∈Λ
P;Rλ ⊆ P;

( ∪
λ∈Λ
Rλ
)
,

( ∪
λ∈Λ
Rλ
)

; P =
∪
λ∈Λ
Rλ; P ,

P;
( ∩
λ∈Λ
Rλ
)
⊆ ∩
λ∈Λ
P;Rλ ,

( ∩
λ∈Λ
Rλ
)

; P =
∩
λ∈Λ
Rλ; P .

P;
( ∪
λ∈Λ
Rλ
)
⊆ ∪
λ∈Λ
P;Rλ は一般には成り立たない．

例 2.4. UMRel({x, y})の元
R = { (x, {y}), (x, {x, y}), (y, {x, y}) }

について考えると，(y, {y}) ∈ R; (1 ∪ R)であるが, (y, {y}) � R; 1 ∪ R;Rである.

∩
λ∈Λ
P;Rλ ⊆ P;

( ∩
λ∈Λ
Rλ
)
も一般には成り立たない．



	 二項多重関係の反射的推移的閉包の構成	 3

例 2.5. UMRel({x, y})の元
P = { (x,W) | W � ∅ }
R = { (x, {y}), (x, {x, y}), (y, {x, y}) }
R′ = { (x, {x, y}), (y, {y}), (y, {x, y}) }

について考えると，(x, {y}) ∈ P;R ∩ P;R′ であるが, (x, {y}) � P; (R ∩ R′)である.

3 反射的推移的閉包
集合 A上の二項関係 r ⊆ A × Aの反射的推移的閉包 r∗とは，rを含む反射的 (1 ⊆ x)かつ推移的 (x · x ⊆ x)な

関係のうち最小の関係，すなわち， ∧
{x | 1 ∪ r ∪ x · x ⊆ x}

で与えられる．二項関係全体の上での下限
∧
は
∩
である．二項多重関係における反射的推移的閉包も同様に

与えられる．

定義 3.1. R ∈ UMRel(A)の反射的推移的閉包 R∗とは，Rを含む反射的 (1 ⊆ ξ)かつ推移的 (ξ · ξ ⊆ ξ)な関係のう
ち，最小の関係である．

定義より，ただちに次がいえる．

命題 3.2. R ∈ UMRel(A)の反射的推移的閉包は，
∧
{ξ ∈ UMRel(A) | 1 ∪ R ∪ ξ; ξ ⊆ ξ} .

ただし，
∧
は UMRel(A)上の下限

∩
．

3.1 有限性を考慮しない場合

一般に，A上の二項関係 r ⊆ A × Aの反射的推移的閉包は次の構成方法で与えられることが知られている．
∪
n≥0
rn

但し，rn は r0 = 1, rn+1 = r · rn によって定義される．
ところが，上向きに閉じた二項多重関係においては，これと同様の構成をしても反射的推移的閉包が得られ
るとは限らない．

例 3.3. [2] UMRel({x, y, z})の元

R = {(x,W) | z ∈ W} ∪ {(y,W) | {x, z} ⊆ W} ∪ {(z,W) | {x, z} ⊆ W} .

について考えると, R;R ⊆ Rであることより,
∪
n≥0
Rn = R ∪ 1.従って,


∪
n≥0
Rn
 ;


∪
n≥0
Rn
 = (R ∪ 1); (R ∪ 1) = R; (R ∪ 1) ∪ (R ∪ 1) .

また，(y, {z}) ∈ R; (R ∪ 1)であるが, (y, {z}) � R ∪ 1となることから,

∪
n≥0
Rn
 ;


∪
n≥0
Rn
 � R ∪ 1 =


∪
n≥0
Rn
 .

すなわち
∪
n≥0
Rn は推移律をみたさない.
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A上の二項多重関係 Rに対して,次のような写像 φR : UMRel(A)→ UMRel(A)を考える.

φR(ξ) = R; ξ ∪ 1.

この写像 φR は単調である. また，φnR(ξ)を

φ0
R(ξ) = ξ, φn+1

R (ξ) = φR
(
φnR(ξ)

)

によって定義する．
順序集合 (UMRel(A),⊆)は，最小元 0を持ち，任意の有向部分集合 D ⊆ UMRel(A)に対して上限

∪
Dが存在

するので，完全順序集合（complete partially ordered set）である．
完全順序集合の不動点定理によれば，φR が連続ならば,

∪
n≥0
φnR(0)が φRの最小不動点である．完全順序集合 L

上の写像 f : L→ Lが連続であるとは，Lの有向部分集合 Dにたいして
∨
f (D)が存在して， f (

∨
D) =

∨
f (D)

が成り立つことである．ただし，
∨
Bは B ⊆ Lの上限を表す．

しかしながら，φR は連続であるとは限らない.

例 3.4. 自然数全体からなる集合を N とし，ω を任意の自然数 n に対して n < ω となるような元とする．
UMRel(N ∪ {ω})の元

R = {(ω,W) | N ⊆ W}
Pi = {(x,W) | x ≤ i ∧ N ⊆ W} (i ∈ N)

について考えると，P1 ⊆ P2 ⊆ · · · となるので，P1, P2, · · · は有向部分集合である．
∪
i∈N
R; Pi = ∅ であることか

ら，
∪
i∈N
φR(Pi) = 1．一方，φR

(∪
i∈N
Pi
)
= R;
(∪
i∈N
Pi
)
∪ 1である．(ω,N)は R;

(∪
i∈N
Pi
)
の元であるが，1の元ではない．

よって，この φR は連続ではない．

さらに，次の例から
∪
n≥0
φnR(0)が Rの反射的推移的閉包にならない場合があることがわかる．

例 3.5. UMRel(N ∪ {ω})の元，
R = {(x, X) | {y ∈ N | y < x} ⊆ X}

について考えると，(x, ∅) ∈ φnR(0) ⇐⇒ x < nであるので，

(x, ∅) ∈
∪
n≥0
φnR(0) ⇐⇒ x ∈ N

が成り立つ．よって，(ω, ∅) � ∪
n≥0
φnR(0)である. 一方，(ω,N) ∈ Rであり，任意の自然数 nに対して (n, ∅) ∈ ∪

n≥0
φnR(0)

なので，(ω, ∅) ∈ R;
(∪
n≥0
φnR(0)

)
が成り立つ．合成 ;の単調性より，

(ω, ∅) ∈

∪
n≥0
φnR(0)

 ;


∪
n≥0
φnR(0)



が成り立つので，
∪
n≥0
φnR(0)は推移的ではない．

次に，
∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}について考え，これが R ∈ UMRel(A)の反射的推移的閉包であることを示す．P ∈ {ξ |

φR(ξ) ⊆ ξ}ならば，φRの定義より明らかに 1 ⊆ Pであり，さらに，R = R; 1 ⊆ R; P ⊆ R; P ∪ 1 ⊆ Pが成り立つの
で，
∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}は Rを含む反射的関係である．∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}が推移的であるためには次の 2つが成り立てば十分である．

R;
(∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}

)
⊆
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} (1)

R; P ⊆ P =⇒
(∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}

)
; P ⊆ P (2)
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Knaster-Tarskiの不動点定理 [1]によると，完備束 (L,≤)上の単調写像 f の最小不動点は，
∧
{x ∈ L | f (x) ≤ x}

で与えられる．ただし，
∧
Bは B ⊆ Lの下限を表す．従って，∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}は，UMRel(A)上の単調写像 φR

の最小不動点であるので，ただちに次がいえる．

定理 3.6. R ∈ UMRel(A)に対して，(1)の包含関係が成り立つ．

条件 (2)を示すには，少し準備が必要である．R，Q ∈ UMRel(A)に対して, Rの Qに関する右剰余を

R�Q :=
∪
{ξ | ξ;Q ⊆ R}

と定める．

命題 3.7. Q,R ∈ UMRel(A)に対して，次が成り立つ．

(R�Q);Q ⊆ R

証明. 命題 2.3より，(R�Q);Q = (
∪{ξ | ξ;Q ⊆ R}) ;Q =

∪{ξ;Q | ξ;Q ⊆ R} ⊆ R . �

命題 3.8. P,Q,R ∈ UMRel(A)に対して，次が成り立つ．

P;Q ⊆ R ⇐⇒ P ⊆ R�Q

証明. P;Q ⊆ R ならば，P ∈ {ξ | ξ;Q ⊆ R} より P ⊆ R�Q．逆に P ⊆ R�Q とすると，命題 3.7 より，
P;Q ⊆ (R�Q);Q ⊆ R . �

定理 3.9. R, P ∈ UMRel(A)に対して次が成り立つ．

R; P ⊆ P =⇒
(∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}

)
; P ⊆ P

証明. R; P ⊆ Pならば，命題 2.3より，

R; (P�P); P = R;
(∪
{ξ | ξ; P ⊆ P}

)
; P = R;

(∪
{ξ; P | ξ; P ⊆ P}

)
⊆ R; P

なので，P ∪ R; (P�P); P ⊆ Pがいえる．さらに命題 2.3, 3.8より

P ∪ R; (P�P); P ⊆ P ⇐⇒ (1 ∪ R; (P�P)); P ⊆ P
⇐⇒ 1 ∪ R; (P�P) ⊆ P�P
=⇒ ∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⊆ P�P
⇐⇒ (

∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}) ; P ⊆ P .

�

以上で
∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}が R ∈ UMRel(A)を含み，反射的かつ推移的であることを示した．次に最小性を示す．

命題 3.10. R, χ ∈ UMRel(A)とする．χが Rを含み反射的かつ推移的であるならば，
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⊆ χ .

証明. χが Rを含み推移的であることから，合成の単調性により R; χ ⊆ χ; χ ⊆ χをみたす．さらに，χが反射
的であることから，φR(χ) ⊆ χをみたす．したがって，∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⊆ χが成り立つ． �

以上の議論により，UMRel(A)の元 Rの反射的推移的閉包が
∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}によって与えられることが分

かった．
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3.2 有限性を考慮した場合

R ∈ UMRel(A)に対して，(x, X) ∈ Rならば (x, Y) ∈ Rかつ Y ⊆ X となるような有限集合 Y が存在するとき R
は有限分岐であるという．有限分岐であるような UMRel(A)の元全体の集合を UMRel f (A)で表す．UMRel f (A)
についてはすでに詳細に調べられており，以下のようなことが分かっている [2].

- UMRel f (A)は，
∪
や ;について閉じている．

- 0，∇および 1は UMRel f (A)の元である．
- (UMRel f (A), ; , 1)はモノイドである．
-命題 2.3の

∪
に関する 2つの式が成り立つ．

上記が成り立つ一方で，UMRel f (A)は
∩
については閉じていない．

例 3.11. i ∈ Nとし，Ri = {(1, X) | i ∈ X}とすると，Ri ∈ UMRel f (N)であるが，
∩
i∈N
Ri = {(1,N)}

なので，
∩
i∈N
Ri は有限分岐ではない．

R ∈ UMRel f (A)に対して，φR を前節と同様に定義すると，これは UMRel f (A)から UMRel f (A)への単調写像
である．
UMRel f (A)における反射的推移的閉包の構成は，すでに分かっている．

定理 3.12. [2] R ∈ UMRel f (A)に対して，
∪
n≥0
φnR(0)は Rの反射的推移的閉包である．

集合 Aの有限部分集合の全体を ℘ f (A)と書くことにし，A × ℘ f (A)の部分集合を有限二項多重関係と呼ぶこ
とにする．さらに，上向きに閉じた有限二項多重関係の全体を UMRelF(A)と書くことにする．UMRelF(A)は∪
，
∩
および ;について閉じており，次の性質を満たすことが分かる．

- (UMRelF(A),∪,∩, 0,∇)は完備分配束をなす.
- (UMRelF(A), ; , 1)はモノイドをなす．
-命題 2.3の全ての式が成り立つ．

UMRel f (A)から UMRelF(A)への写像Gを次のように定める．

G(R) = {(x, X) | (x, X) ∈ R ∧ Xは有限 } .

命題 3.13. 上で定めた写像Gは全単射であり，
∪
, ; ,∇, 0, 1を保存する．

証明. P ∈ UMRelF(A)に対して，

R = {(x, X) | ∃Y ∈ ℘ f (A). (x, Y) ∈ P ∧ Y ⊆ X}

とすると，R ∈ UMRel f (A)である．ここで，
(x, X) ∈ G(R)

であることと
∃Y ∈ ℘ f (A). (x, Y) ∈ P ∧ Y ⊆ X ∧ X ∈ ℘ f (A)

とが同値であることに注意すると，Pが上向きに閉じていることからG(R) ⊆ Pであり，この逆は上の論理式で
Y として特に Xをとれば良い．よって，Gは全射である．
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次に，G(R) = G(R′)と仮定すると，Gの定義より，Xが有限集合の場合

(x, X) ∈ R ⇐⇒ (x, X) ∈ R′

となる．よって，(x, Y) ∈ Rとすると (x, Z) ∈ Rかつ Z ⊆ Y となるような有限集合 Zが存在する．Zが有限集合
なので (x, Z) ∈ R′となり，R′が上向きに閉じていることから (x, Y) ∈ R′を得る．この逆も同様に示すことがで
きるので，Gが単射であることが分かる．
Gが

∪
,∇, 0, 1を保存することと，

G(R);G(P) ⊆ G(R; P)

は，Gおよびそれぞれの演算の定義より容易に示すことができる．G(R; P) ⊆ G(R);G(P)は，Gおよび ;の定義
に加えて Rが有限分岐であることを用いることにより示すことができる． �

R ∈ UMRelF(A)に対して，φRを前節と同様に定義すると，UMRelF(A)から UMRelF(A)への単調写像であり，
命題 3.13より次の性質を得る．

命題 3.14. R ∈ UMRelF(A)とするとき，
∪
n≥0
φnR(0)は Rの反射的推移的閉包である.

UMRelF(A)は UMRel f (A)と異なり
∩
について閉じているので，

∪
n≥0
φnR(0)と

∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}の比較が可能で

ある．そのために必要な補題を準備する．

補題 3.15. R ∈ UMRelF(A)とするとき，任意の n ≥ 0について，φnR(0) ⊆ φn+1
R (0).

証明. nに関する数学的帰納法により示す. n = 0のとき φ0
R(0) = 0より明らかである．φnR(0) ⊆ φn+1

R (0)と仮定す
ると，

φn+1
R (0) = R;φnR(0) ∪ 1 ⊆ R;φn+1

R (0) ∪ 1 = φn+2
R (0)

となるので，任意の n ≥ 0について成り立つことが分かる． �

UMRelF(A)において次の等式が成り立つ．

定理 3.16. R ∈ UMRelF(A)について，
∪
n≥0
φnR(0) =

∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}

証明.
∪
n≥0
φnR(0) ⊆ ∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}を示すためには，任意の Q ∈ {ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}について,

∪
n≥0
φnR(0) ⊆ Qを示せば

よい．nについての帰納法によって φnR(0) ⊆ Qを示す．n = 0のとき φ0
R(0) = 0より明らかである．φnR(0) ⊆ Q

と仮定すると，
φn+1
R (0) = R;φnR(0) ∪ 1 ⊆ R;Q ∪ 1 ⊆ Q .

∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⊆ ∪
n≥0
φnR(0)を示すには，

∪
n≥0
φnR(0) ∈ {ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}を示せばよい．1 ⊆ φR(0)より，1 ⊆ ∪

n≥0
φnR(0)

であるので，R;
(∪
n≥0
φnR(0)

)
⊆ ∪
n≥0
φnR(0)を示せば十分である．(x,W) ∈ R;

(∪
n≥0
φnR(0)

)
と仮定すると,

(x, Y) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y. ∃k ∈ N. (y,W) ∈ φkR(0)

となるような有限集合 Y が存在する．Y = ∅のとき, (x,W) ∈ Rかつ R ⊆ ∪
n≥0
φnR(0)より，(x,W) ∈ φnR(0)．Y � ∅

のとき,各 y ∈ Y について，(y,W) ∈ φkyR (0)となる ky が存在する．ここで

k0 = max{ky | y ∈ Y}
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表 1: 各二項多重関係の反射的推移的閉包の構成（Rel(A)は二項関係全体）

Rel(A) UMRel(A) UMRel f (A) UMRelF(A)∧{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} − − ⃝ −∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⃝ ⃝ × ⃝∪
n≥0
φnR(0) ⃝ × ⃝ ⃝
∪
n≥0
Rn ⃝ × × ×

とおけば,補題 3.15より，
∀y ∈ Y. (y,W) ∈ φk0

R (0)

が成り立つ．従って (x,W) ∈ R;φk0
R (0)である．さらに，

R;φk0
R (0) ⊆ R;φk0

R (0) ∪ 1 = φk0+1
R (0) ⊆

∪
n≥0
φnR(0) .

従って，(x,W) ∈ ∪
n≥0
φnR(0)を得る． �

UMRel f (A)の元の族 {Rλ | λ ∈ Λ}に対して，

∧
λ∈Λ
Rλ = G−1


∩
λ∈Λ
G(Rλ)



と定義すると，明らかにG
( ∧
λ∈Λ
Rλ
)
=
∩
λ∈Λ
G(Rλ)であるので，命題 3.13より

∧
λ∈Λ
Rλは UMRel f (A)上の順序 ⊆に関

する {Rλ | λ ∈ Λ}の下限であり，組 (UMRel f (A),∪,∧, 0,∇)は完備分配束をなす．さらに，命題 3.13と定理 3.16
より，UMRel f (A)において次の等式が成り立つことが分かる．

系 3.17. R ∈ UMRel f (A)について，
∪
n≥0
φnR(0) =

∧{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} .

4 まとめ
集合 A上の上向きに閉じた二項多重関係全体 UMRel(A)と，その中で有限分岐であるものだけを集めて得ら

れる UMRel f (A)，および上向きに閉じた有限二項多重関係の全体 UMRelF(A)のそれぞれにおける反射的推移
的閉包の構成について調査し，次のような結果を得た．

• UMRel(A)において元 Rの反射的推移的閉包は
∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}によって構成することができる．しかし，∪

n≥0
φnR(0)は必ずしも Rの反射的推移的閉包になるとは限らない．

• UMRel f (A)において元 Rの反射的推移的閉包は
∪
n≥0
φnR(0)によって構成することができる [2]．UMRel f (A)

は，
∩
に関して閉じていないことから，

∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}を考えることはできないが，元の族の ⊆に関す
る下限が存在し，これを用いた構成

∧{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}によっても Rの反射的推移的閉包を与えることがで
きる．

• UMRelF(A)において元 Rの反射的推移的閉包は
∩{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}および ∪

n≥0
φnR(0)によって構成することが

できる．

表 1は以上の結果をまとめたものである．
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加えて，UMRel f (A)と UMRelF(A)の間に合成とこれに関する単位元，包含関係 ⊆に関する最小元，最大元，
上限および下限を保存する全単射を具体的に与えた．UMRel f (A)と UMRelF(A)における反射的推移的閉包の
構成に関する新しい結果は，この全単射を用いることによって得られたものである．
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