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第1章 序論

クリーニ代数 [5]とは単項演算 ∗をもつべき等半環で次をみたすものである．

1 + aa∗ ≤ a∗ (1.1)

1 + a∗a ≤ a∗ (1.2)

ab ≤ b → a∗b ≤ b (1.3)

ba ≤ b → ba∗ ≤ b (1.4)

ただし，≤はべき等半環上の自然な順序である．クリーニ代数が次の公理をみた

すとき ∗-連続であるという．

ab∗c =
∑
n≥0

abnc (1.5)

ただし，
∑
は自然な順序≤についての上限（最小上界）である．べき等半環にお

いて (1.5)をみたせば (1.1)-(1.4)をみたす．よって，∗-連続なクリーニ代数は ∗-連

続なべき等半環とも呼ばれる．Conwayの S-代数は，任意の部分集合Aに対して

上限
∑

Aが存在し，二項演算 ·が
∑
の両側から分配するようなべき等半環であ

る．よって S-代数は完備べき等半環とも呼ばれる．[1]において，Conwayは，∗-

連続なクリーニ代数の S-代数への埋め込みを与えた．この構成はイデアル完備化

によって与えられる．[4]において，Kozenは，この構成がS-代数の圏から ∗-連続

なクリーニ代数の圏への包含関手の左随伴を与えることを示した．

緩クリーニ代数 [9]は (1.1)と (1.3)をみたす単項演算 ∗をもつべき等左半環であ

る．本論文では，緩クリーニ代数上での ∗-連続性とイデアル完備化について考察

し，∗-連続なべき等左半環が，
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1. +公理をみたす場合は [4]と同様の結果を得られるが，

2. +公理をみたさない場合は [4]と同様の結果は得られない，

ということを示す．２番目の事実は，文献 [3]の主張に一部誤りがあったことを示

している．

本論文の構成は以下の通りである．第２章では準備として，圏，順序集合と順

序数，超限帰納法，単口木言語に関して，本論文で必要な基本事項について述べ

る．この章の最後で取り扱う単口木言語とは，木言語に制限を加えたものである．

第３章ではべき等左半環，∗-連続なべき等左半環，D-連続なべき等左半環の定義

とその性質を述べ，あるランク付けされた集合上の単口木言語全体が，D-連続な

べき等左半環であることを示す．この章で取り扱う ∗-連続性は，[4]の場合と異な

り，(1.1)と (1.3)は導くが (1.2) と (1.4)は導かない．第４章では ∗-連続なべき等

左半環の ∗-イデアルを定義し，その性質について考察する．また，単口木言語の

なす ∗-連続なべき等左半環上で ∗-イデアルの具体例を与える．第５章では，まず，

D-連続なべき等左半環から ∗-連続なべき等左半環への包含関手を構成する．次に，

+公理をみたす場合，イデアル完備化が先に与えた包含関手の左随伴を与えるこ

とを示す．この章の最後では，+公理をみたさない場合，イデアル完備化によって

は包含関手の左随伴は作れないことを，反例を与えることにより示す．第６章で

は本論文のまとめと今後の課題について述べる．
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第2章 準備

この章では，次の章以降の議論に必要な，圏，順序集合と順序数，超限帰納法，

単口木言語についての基本的概念を紹介し，その性質を述べる．

2.1 圏論

ここでは圏に関する基本的概念と性質について述べる．圏論一般の詳細につい

ては [6]を参照されたい．

2.1.1 圏，関手，自然変換

定義 2.1. 圏Cは，次の三つの条件をみたすような，対象と呼ばれる要素からなる集

合ob(C)，対象xから対象yへの射と呼ばれる要素からなる集合C(x, y)，f ∈ C(x, y)

と g ∈ C(y, z) について合成と呼ばれる演算 g ◦ f ∈ C(x, z) を与えることで指定さ

れる．

(C1) (x, y) ̸= (x′, y′) ⇒ C(x, y) ∩ C(x′, y′) = ∅

(C2) h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

(C3) f ◦ idx = idy ◦ f = f

ただし f ∈ C(x, y), g ∈ C(y, z), h ∈ C(z, x), idx ∈ C(x, x), idy ∈ C(y, y) とする．
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f ∈ C(x, y)を f : x → yや x
f→ yと表すこともある．各射 f ∈ C(x, y)に対して，

domf = x，codf = yと定め，それぞれを f の域，余域と呼ぶ．

定義 2.2. 圏 Cの部分圏Dとは，Cのいくつかの対象といくつかの射の集まりで，

各射 f について対象 domf および codf，各対象 dについて恒等射 idd，合成可能

な射の各対 f : x → y，g : y → z についてその合成 g ◦ f を含むものである．

定義 2.3. 圏 Cから圏Dへの関手F は，次の二つの条件をみたすような ob(C)から

ob(D)への写像F obと C(x, y)からD(F ob(x), F ob(y))への写像F arrowを与えること

で指定される．

(F1) F arrow(g ◦ f) = F arrow(g) ◦ F arrow(f)

(F2) F arrow(idx) = idF ob(x)

以後，F ob，F arrowともに F と略記することがある．

定義 2.4. 関手 F : C → Dは，各 x, y ∈ ob(C) について，

• F : C(x, y) → D(F (x), F (y))が単射であるとき忠実であるといい，

• F : C(x, y) → D(F (x), F (y))が全射であるとき充満であるという．

圏Cとその部分圏D，d ∈ ob(D), f ∈ D(x, y)についてF ob(d) = d，F arrow(f) = f

と定めると F は関手になる．これを包含関手という．包含関手は忠実である．包

含関手 F : D → Cが充満であるとき，Dを Cの充満部分圏という．

定義 2.5. 二つの関手 F,G : C → Dが与えられたとき，自然変換 τ : F →· G は，

Cの各対象 xにDの射 τ(x) : F (x) → G(x)を割り当てる関数で，Cのすべての射

f : x → yについて次の図式が可換になるようなものである．

x

f

��

F (x)

F (f)
��

τ(x) // G(x)

G(f)
��

y F (y)
τ(y)

// G(y)
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2.1.2 随伴

定義 2.6. C,Dを圏とするとき，CからDへの随伴とは，次の条件をみたすような

三つ組 ⟨F0, G, η⟩である．ここで，F0は ob(C)から ob(D)への写像，GはD から C

への関手，ηは各 c ∈ ob(C)にDの射 ηc : c → G(F0(c))を割り当てる関数である．

(A1) c ∈ ob(C), d ∈ ob(D), f : c → G(d)に対して f = G(f̂) ◦ ηcをみたす F0(c)か

ら dへの射 f̂ がただ一つ存在する．

c
ηc //

f
��

G(F0(c))

G( bf)yyttttttttt
F0(c)

∃!
bf

��
G(d) d

命題 2.7. 随伴の定義にでてきた写像F0は，F ob : ob(C) → ob(D)をF ob(c) = F0(c)，

F arrow : C(c, c′) → D(F ob(c), F ob(c′))を F arrow(f) = η̂c′ ◦ f と定めることにより，

CからDへの関手 F に拡張できる．

証明. c, c′, c′′ ∈ ob(C)，f : c → c′，g : c′ → c′′について，

1. F (g ◦ f) = F (g) ◦ F (f)

2. F (idc) = idF (c)

を示せばよい．まず 1を示す．F の定義より，

F (g ◦ f) = ̂ηc′′ ◦ g ◦ f, F (g) ◦ F (f) = η̂c′′ ◦ g ◦ η̂c′ ◦ f

が成り立つ．また，随伴の定義より，ηc′′ ◦ g ◦ f = G( ̂ηc′′ ◦ g ◦ f) ◦ ηc をみたすF (c)

から F (c′′)への射 ̂ηc′′ ◦ g ◦ f がただ一つ存在する．一方，

G(η̂c′′ ◦ g ◦ η̂c′ ◦ f) ◦ ηc = G(η̂c′′ ◦ g) ◦ G(η̂c′ ◦ f) ◦ ηc

= G(η̂c′′ ◦ g) ◦ ηc′ ◦ f

= ηc′′ ◦ g ◦ f
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が成り立つ．よって ̂ηc′′ ◦ g ◦ f = η̂c′′ ◦ g◦η̂c′ ◦ f となるので，F (g◦f) = F (g)◦F (f)

が成り立つ．次に 2を示す．F の定義より

F (idc) = η̂c ◦ idc

が成り立つ．随伴の定義より ηc ◦ idc = G(η̂c ◦ idc) ◦ ηc をみたす F (c)から F (c)へ

の射 η̂c ◦ idc がただ一つ存在する．また，

G(idF (c)) ◦ ηc = idG(F (c)) ◦ ηc

= ηc ◦ idc

が成り立つ．よって η̂c ◦ idc = idF (c)となるので，F (idc) = idF (c)が成り立つ．

命題 2.8. 随伴の定義に出てきた写像 ηは IdC : C → CからG ◦ F : C → Cへの自

然変換である．

証明. c, c′ ∈ ob(C)，f : c → c′とすると，η̂c′ ◦ f : F (c) → F (c′) の一意性と，F の

定義から次の可換性が得られる．

c

f

��

IdC(c) = c

IdC(f)=f
��

ηc // G(F (c))

G(F (f))=G(\ηc′◦f)
��

c′ IdC(c
′) = c′ ηc′

// G(F (c′))

随伴 ⟨F0, G, η⟩が与えられたとき，命題 2.7 の方法により F0を拡張して得られ

る関手 F をGの左随伴といい，関手Gを F の右随伴という．

2.2 順序集合と順序数

この節では順序集合および順序数の基本的概念を紹介する．
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2.2.1 順序集合

定義 2.9. 集合AとA上の順序関係≤の組 (A,≤)を順序集合という．

順序集合 (A,≤)をAと略記することもある．

定義 2.10. Aを順序集合とする．Aの部分集合Dが次をみたすとき，Dを有向集

合という．

∀a , ∀b ∈ D.(∃c ∈ D.a ≤ c , b ≤ c)

定義 2.11. Aを順序集合とする．a ∈ Aが任意の x ∈ Xについて x ≤ a をみたす

とき aをXの上界といい，aがXの上界の中で最小のとき，aをXの上限または

最小上界という．また，a ∈ Aが任意の x ∈ Xについて a ≤ x をみたすとき aを

Xの下界といい，aがXの下界の中で最大のとき，aをXの下限または最大下界

という．

定義 2.12. A, A′を順序集合とする．関数 f : A → A′と任意の a, b ∈ Aについて，

a ≤ b =⇒ f(a) ≤ f(b)

をみたすとき f を単調関数という．

定義 2.13. a ∈ AがA上の写像 f に対して f(a) = aをみたすとき，aを f の不動

点という．

2.2.2 順序数の定義

集合族Aが，

X ∈ Y，Y ∈ A =⇒ X ∈ A

をみたすとき，推移的という．
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定義 2.14. 集合Aは次をみたすとき順序数という．

• Aは推移的である．

• Aの任意の元は推移的である．

順序数全体の集まりをOrdと表す．またOrd上の順序≤は，

α ≤ β ⇐⇒ α ∈ β または α = β

と定義される．

命題 2.15. 順序数の任意の元は順序数である．

証明. αを順序数としその任意の元を βとすると，β は推移的である．さらに βの

任意の元を γとすると，αは推移的なので γはαの元である．よって，γは推移的

である．以上より βは順序数である．

命題 2.16. αを順序数とするとき，α ∪ {α} は順序数である．

証明. β ∈ α∪{α}とする．β ∈ αのときは，命題 2.15よりβは順序数である．よっ

て，βは推移的である．γ ∈ βとするとαは推移的なのでγ ∈ αである．α ⊂ α∪{α}

より，α ∪ {α}は順序数である．β ∈ {α} のときは，β = αであり，βは推移的で

ある．γ ∈ βとすると，β = α ⊂ α ∪ {α} なので，α ∪ {α}は推移的である．以上

より，α ∪ {α}は順序数である．

命題 2.17. Ordは集合ではない．

証明. Ordの任意の元は順序数の定義により推移的である．Ordが集合であると仮

定すると，命題 2.15よりOrd自身も推移的な集合である．以上より，Ordが集合

ならばOrd自身も順序数となり，Ord ∈ Ordが成り立つ．これは，自分自身を元と

するような集合が存在しないという事実に反する．
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命題 2.18. Ordから集合 Sへの単射は存在しない．

証明. OrdからSへの単射が存在するならば，SからOrd への全射が存在する．こ

の全射による Sの像は集合である．これは命題 2.17に反する．

順序数は後続順序数と極限順序数に分けられる．

定義 2.19. ある順序数αについて α + 1と表すことのできる順序数を後続順序数，

そうでないものを極限順序数という．ただし，α + 1 := α ∪ {α}と定義する．

2.2.3 超限帰納法

超限帰納法とは，自然数についての数学的帰納法を拡張したものである．自然

数 nについての数学的帰納法とは，次の 1，2をみたすとき自然数 nに対する命題

P (n)が任意の自然数 nについて成り立つ，という原理である．

1. P (0)が成り立つ．

2. P (n)が成り立つならば P (n + 1)が成り立つ．

順序数αについての超限帰納法とは，次の 1，2をみたすとき順序数αに対する命

題 P (α)が任意の順序数 αについて成り立つ，という原理である．

1. P (0)が成り立つ．

2. (a) 後続順序数 αについて，P (α)が成り立つならば P (α + 1) が成り立つ．

(b) 極限順序数 λについて，任意のα < λについてP (α)が成り立つならば

P (λ)が成り立つ．
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2.3 単口木言語

この節では単口木と呼ばれる特別な木のなす言語と，それらの基本的性質につ

いて述べる．

2.3.1 単口木言語の定義

Σを関数記号の集合，rをΣからすべての自然数からなる集合N への写像とす

るとき，Σと rの組 (Σ, r)をランク付けられた集合という．(Σ, r)を略して単にΣ

と書くことがある．Σnでランク nの記号すべてからなる集合 {a ∈ Σ | r(a) = n}

を表す．

定義 2.20. Σ上の単口木すべてからなる集合 TΣ を次のように帰納的に定義する．

• ¤ ∈ TΣ (¤ /∈ Σ)

• Σ0 ⊆ TΣ

• a ∈ Σn，t1, · · · , tn ∈ TΣならば a(t1, · · · , tn) ∈ TΣ

TΣの部分集合をΣ上の単口木言語という．

命題 2.21. (℘(TΣ),∪, ∅)はべき等可換モノイドをなす．

2.3.2 単口木言語の連接

定義 2.22. t ∈ TΣ，L ⊆ TΣについて t · L を次のように定義する．

• t = ¤ならば t · L = L

• t ∈ Σ0ならば t · L = {t}

• t = a(t1, · · · , tn)ならば t · L = {a(u1, · · · , un) | ui ∈ ti · L}
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補題 2.23. t ∈ TΣ，L,L′ ⊆ TΣ，L ⊆ ℘(TΣ)について次が成り立つ．

1. t · {¤} = {t}

2. L ⊆ L′ならば t · L ⊆ t · L′

3. Lが⊆に関して有向ならば t · (
⋃

L) =
⋃

{t · L′ | L′ ∈ L}

証明. 1を tの構成に関する帰納法により示す．t = ¤のとき t·{¤} = ¤·{¤} = {t}

より成り立つ．t ∈ Σ0のとき t · {¤} = {t}より成り立つ．t = a(t1, · · · , tn)のとき

i ∈ {1, · · ·n}について ti · {¤} = {ti}を仮定すると，次が成り立つ．

t · {¤} = {a(ui, · · · , un) | ui ∈ ti · {¤}}

= {a(u1, · · · , un) | ui ∈ {ti}} （帰納法の仮定より）

= {a(t1, · · · , tn)}

= {t}

よって1が成り立つ．2を tの構成に関する帰納法により示す．t = ¤のとき t·L = L

かつ t · L′ = L′より成り立つ．t ∈ Σ0のとき t · L = {t} = t · L′より成り立つ．

t = a(t1, · · · , tn)のとき i ∈ {1, · · · , n}について L ⊆ L′ならば ti · L ⊆ ti · L′とな

ることを仮定すると，次が成り立つ．

t · L = {a(u1, · · · , un) | ui ∈ ti · L}

⊆ {a(u1, · · · , un) | ui ∈ ti · L′} （帰納法の仮定より）

= t · L′

よって 2が成り立つ．次に 3を示す．L′ ∈ Lについて L′ ⊆
⋃

Lなので，2より，

L′ ∈ Lについて t · L′ ⊆ t · (
⋃

L) であるから
⋃

{t · L′ | L′ ∈ L} ⊆ t · (
⋃

L) が

成り立つ．t · (
⋃

L) ⊆
⋃

{t · L′ | L′ ∈ L} を tの構成に関する帰納法により示す．
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t = ¤のとき，
¤ · (

⋃
L) =

⋃
L

=
⋃

{L′ | L′ ∈ L}

=
⋃

{¤ · L′ | L′ ∈ L}

より成り立つ．t ∈ Σ0のとき，

t · (
⋃

L) = {t}

=
⋃

{t · L′ | L′ ∈ L}

より成り立つ．t = a(t1, · · · , tn)のとき，i ∈ {1, · · · , n}について

ti · (
⋃

L) =
⋃

{ti · L′ | L′ ∈ L}

を仮定すると，次が成り立つ．

a(u1, · · · , un) ∈ t · (
⋃

L)

⇐⇒ ∀i ∈ {1, · · · , n}.ui ∈ ti · (
⋃

L)

=⇒ ∀i ∈ {1, · · · , n}.∃Li ∈ L.ui ∈ ti · Li （帰納法の仮定より）

=⇒ ∃L ∈ L.∀i ∈ {1, · · · , n}.ui ∈ ti · L （Lは有向なので）

⇐⇒ ∃L ∈ L.a(u1, · · · , un) ∈ t · L

⇐⇒ a(u1, · · · , un) ∈
⋃

{t · L′ | L′ ∈ L}

よって 3が成り立つ．

L,L′ ⊆ TΣについて L · L′を，

L · L′ =
⋃

{t · L′ | t ∈ L}

と定義すると ·は ℘(TΣ)上の二項演算に拡張される．この定義より次が成り立つ．

命題 2.24. L ⊆ ℘(TΣ)は ·と ∅について次をみたす．

{¤} · L = L

∅ · L = ∅
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また，補題 2.23の 1，2より次が成り立つ．

命題 2.25. L, L′, L′′ ⊆ ℘(TΣ)は ·について次をみたす．

L · {¤} = L

L′ ⊆ L′′ =⇒ L · L′ ⊆ L · L′′

補題 2.26. L, L′, L′′ ⊆ TΣ，L ⊆ ℘(TΣ)について次が成り立つ．

1. (
⋃

L) · L =
⋃

{L′ · L | L′ ∈ L}

2. (L · L′) · L′′ = L · (L′ · L′′)

証明. 1は，

t ∈ (
⋃

L) · L ⇐⇒ ∃t′ ∈
⋃

L.t ∈ t′ · L

⇐⇒ ∃L′ ∈ L.∃t′ ∈ L′.t ∈ t′ · L

⇐⇒ ∃L′ ∈ L.t ∈ L′ · L

⇐⇒ t ∈
⋃

{L′ · L | L′ ∈ L}

より成り立つ．次に 2を示す．tの構成に関する帰納法により，t ∈ TΣ，L′, L′′ ⊆ TΣ

について，

(t · L′) · L′′ = t · (L′ · L′′)

なので，次が成り立つ．

(L · L′) · L′′ = (
⋃

{t · L′ | t ∈ L}) · L′′

=
⋃

{(t · L′) · L′′ | t ∈ L} （1より）

=
⋃

{t · (L′ · L′′) | t ∈ L}

= L · (L′ · L′′)

よって 2が成り立つ．

命題 2.24，命題 2.25および補題 2.26より次が得られる．

命題 2.27. (℘(TΣ), ·, {¤}) はモノイドをなす．
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L · ∅ = ∅が一般には成り立たないことが，次の例から分かる．

例 2.28. c ∈ Σ0とすると ·の定義より {c} · ∅ = {c} ̸= ∅．

L · (L1 ∪ L2) = (L · L1) ∪ (L · L2)が一般には成り立たないことが，次の例から

分かる．

例 2.29. a ∈ Σ2と t ̸= t′であるような t，t′ ∈ TΣについて，次が成り立つ．

{a(¤,¤)} · {t} ∪ {a(¤, ¤)} · {t′} = {a(t, t), a(t′, t′)}

$ {a(t, t), a(t, t′), a(t′, t), a(t′, t′)}

= {a(¤, ¤)} · ({t} ∪ {t′})

命題 2.30. ℘(TΣ)は L,L′, L′′ ⊆ TΣについて次をみたす．

1. L · ∅ = ∅ ⇐⇒ Σ0 = ∅

2. (L · L′) ∪ (L · L′′) = L · (L′ ∪ L′′) ⇐⇒ ∀n ≥ 2. Σn = ∅

証明. まず 1を示す．t ∈ TΣの構成に関する帰納法により，

t · ∅ = ∅ ⇐⇒ Σ0 = ∅

なので，Σ0 = ∅ならば L · ∅ =
⋃

{t · ∅ | t ∈ L} = ∅が成り立つ．次に逆を示す．

Σ0 ̸= ∅を仮定すると t · ∅ ̸= ∅ であるからL · ∅ =
⋃

{t · ∅ | t ∈ L} ̸= ∅ が成り立つ．

よって 1が成り立つ．次に 2を示す．

∀n ≥ 2. Σn = ∅ =⇒ (L · L′) ∪ (L · L′′) = L · (L′ ∪ L′′)

を示すには，任意の n ≥ 2に対してΣn = ∅を仮定し，t ∈ TΣの構成に関する帰納

法により，

(t · L′) ∪ (t · L′′) = t · (L′ ∪ L′′)



第 2章 準備 18

を示せば十分である．t = ¤のとき¤ · (L′ ∪ L′′) = L′ ∪ L′′ = (¤ · L′) ∪ (¤ · L′′)

より成り立つ．t ∈ Σ0のとき t · (L′ ∪ L′′) = {t} = (t · L′) ∪ (t · L′′)より成り立つ．

t = a(t′)，t′ · (L′ ∪ L′′) = (t′ · L′) ∪ (t′ · L′′)のとき，次が成り立つ．

t · (L′ ∪ L′′) = {a(u) | u ∈ t′ · (L′ ∪ L′′)}

= {a(u) | u ∈ (t′ · L′) ∪ (t′ · L′′)}

= (t · L′) ∪ (t · L′′)

よって，(t · L′) ∪ (t · L′′) = t · (L′ ∪ L′′) が成り立つ．次に逆を示す．Σn ̸= ∅とな

る n ≥ 0の存在を仮定すると，a ∈ Σnについて a(¤, · · · ,¤) ∈ TΣ である．t ̸= t′

であるような t，t′ ∈ TΣについて，

a(¤, · · · ,¤) · {t} ∪ a(¤, · · · ,¤) · {t′} $ a(¤, · · · ,¤) · ({t} ∪ {t′})

となるので 2が成り立つ．
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第3章 べき等左半環

この章ではべき等左半環とこれに関連する構造の定義を紹介し，それらの例を

与える．また，べき等左半環上に ∗-連続性とD-連続性の二つの連続性を定義する．

ここで，∗-連続性の条件は [4]における ∗-連続性の条件を弱めたものである．

3.1 べき等左半環の定義

定義 3.1. べき等左半環とは，集合 S，二項演算+，·，Sの元 0，1からなる五つ

組 (S, +, ·, 0, 1)で次をみたすものである．

• (S, +, 0)がべき等可換モノイドをなす．

• (S, ·, 1)がモノイドをなす．

• 任意の a, b, c ∈ Sについて次をみたす．

(a + b) · c = a · c + b · c

0 · a = 0

a · b + a · c ≤ a · (b + c)

ここで，自然な順序≤は，

a ≤ b ⇐⇒ a + b = b

と定義される．a · bは abと ·を省略して書くことがある．
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注意 3.2. a, b, c ∈ Sについて ab + ac = a(b + c), a0 = 0をみたすべき等左半環 S

をべき等半環という．

定義 3.3. 組 (S, +, ·,∗ , 0, 1)が次をみたすとき緩クリーニ代数 [9]という．

• (S, +, ·, 0, 1)がべき等左半環をなす．

• 演算 ∗が各 a, b ∈ Sについて次をみたす．

1 + aa∗ ≤ a∗

ab ≤ b =⇒ a∗b ≤ b

定義 3.4. 緩クリーニ代数 (S, +, ·,∗ , 0, 1)が a, b, c ∈ Sについて

a0 = 0

ab + ac = a(b + c)

b(a + 1) ≤ b =⇒ ba∗ ≤ b

をみたすとき，それぞれ 0公理，+公理，D公理をみたすという．

D公理をみたす緩クリーニ代数を単口木クリーニ代数 [10]という．D公理と 0

公理をみたす緩クリーニ代数を確率クリーニ代数 [7, 8]という．D公理，0公理お

よび+公理をみたす緩クリーニ代数はクリーニ代数 [5]である．

3.2 ∗-連続，D-連続なべき等左半環と例

Sをべき等左半環とするとき，各 a ∈ Sに対して，写像 φa : S → Sを，

φa(x) = ax + 1

と定義し，自然数 nについて，べきを次のように帰納的に定義する．
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• φ0
a(x) = x

• φn+1
a (x) = φa(φ

n
a(x))

また，A ⊆ Sの≤に関する上限が存在するとき，これを
∑

Aと書く．

命題 3.5. {φn
a(0) | n ≥ 0}は有向集合である．

証明. n ≥ 0について φn
a(0) ≤ φn+1

a (0) を示せば十分なので，これを n ≥ 0につい

ての帰納法により示す．n = 0のとき，φ0
a(0) = 0 ≤ a0 + 1 = φ1

a(0)より成り立つ．

φn
a(0) ≤ φn+1

a (0)を仮定すると，

φn
a(0) ≤ φn+1

a (0) =⇒ aφn
a(0) ≤ aφn+1

a (0)

=⇒ aφn
a(0) + 1 ≤ aφn+1

a (0) + 1

⇐⇒ φ(φn
a(0)) ≤ φ(φn+1

a (0))

⇐⇒ φn+1
a (0) ≤ φn+2

a (0)

となるので φn+1
a (0) ≤ φn+2

a (0)が成り立つ．

定義 3.6. ∗-連続なべき等左半環とは，集合 S，二項演算+，·，単項演算 ∗， Sの

元 0，1からなる六つ組 (S, +, ·,∗ , 0, 1)で次をみたすものである．

• (S, +, ·, 0, 1)がべき等左半環をなす．

• 任意の a, b, c ∈ Sについて，Sは {aφn
b (0)c | n ≥ 0}の上限を持つ．

• 任意の a, b, c ∈ Sについて ab∗c =
∑
n≥0

aφn
b (0)c．

対象を ∗-連続なべき等左半環，射をその間の準同型とする圏を ILS∗と書く．

補題 3.7. Sを ∗-連続なべき等左半環とし，a, b ∈ Sとするとき，任意の自然数 n

について次が成り立つ．

1. ab ≤ b =⇒ φn
a(0)b ≤ b
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2. b(a + 1) ≤ b =⇒ bφn
a(0) ≤ b

証明. 1，2とも nについての帰納法により示す．まず 1を示す．n = 0のとき，

φ0
a(0)b = 0b = 0 ≤ bより成り立つ．φn

a(0)b ≤ bを仮定すると，次が成り立つ．

φn+1
a (0)b = (aφn

a(0) + 1)b

= aφn
a(0)b + b

≤ ab + b

≤ b + b

= b

よって 1が成り立つ．次に 2を示す．n = 0のとき，bφ0
a(0) = b0 ≤ bより成り立

つ．n = 1のとき，bφ1
a(0) = b(a0 + 1) ≤ b(a + 1) ≤ bより成り立つ．bφn+1

a (0) ≤ b

を仮定すると，1 ≤ aφn
a(0) + 1 = φn+1

a (0) より，次が成り立つ．

bφn+2
a (0) = b(aφn+1

a (0) + 1)

≤ b(aφn+1
a (0) + φn+1

a (0))

= b(a + 1)φn+1
a (0)

≤ bφn+1
a (0)

≤ b

よって 2が成り立つ．

次の命題から ∗-連続なべき等左半環は単口木クリーニ代数であるということが

分かる．

命題 3.8. Sを ∗-連続なべき等左半環とする．a, b ∈ Sについて次が成り立つ．

1. 1 + aa∗ ≤ a∗

2. ab ≤ b =⇒ a∗b ≤ b

3. b(a + 1) ≤ b =⇒ ba∗ ≤ b
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証明. まず 1を示す．

1 ≤ a0 + 1 ≤
∑
n≥0

φn
a(0) = a∗

より 1 ≤ a∗が成り立つ．また，

aa∗ = a
∑
n≥0

φn
a(0) =

∑
n≥0

aφn
a(0) ≤

∑
n≥1

φn
a(0) ≤

∑
n≥0

φn
a(0) = a∗

より aa∗ ≤ a∗が成り立つ．以上より 1が成り立つ．次に 2，3を示す．補題 3.7よ

り ab ≤ bのとき，

a∗b =
∑
n≥0

φn
a(0)b ≤ b

が成り立ち，b(a + 1) ≤ bのとき，

ba∗ =
∑
n≥0

bφn
a(0) ≤ b

が成り立つ．よって 2，3が成り立つ．

定義 3.9. 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環とは，任意の元 a について a0 = 0

をみたす ∗-連続なべき等左半環である．+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環と

は，任意の元 a, b, c について ab + ac = a(b + c)をみたす ∗-連続なべき等左半環で

ある．

• 対象を 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環，射をその間の準同型とする圏

を ILS∗
0と書く．

• 対象を+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環，射をその間の準同型とする

圏を ILS∗
+と書く．

• 対象を 0公理と+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環，射をその間の準同型

とする圏を ILS∗
0,+と書く．

命題 3.8より，次が成り立つ．



第 3章 べき等左半環 24

系 3.10. Sを ∗-連続なべき等左半環とするとき，

• Sが 0公理をみたすならばSはD公理と 0公理をみたす緩クリーニ代数（確

率クリーニ代数）であり，

• Sが+公理をみたすならば SはD公理と+公理をみたす緩クリーニ代数で

あり，

• Sが 0公理と+公理をみたすならば SはD公理，0公理および+公理をみ

たす緩クリーニ代数（クリーニ代数）である．

注意 3.11. Sを 0公理と+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環とするとき，a ∈ S

と自然数 nについて φn+1
a (0) =

∑
0≤k≤n

ak なので，
∑
n≥0

φn
a(0) =

∑
n≥0

an が成り立つ．

よって，Sは ∗-連続なクリーニ代数である．

定義 3.12. 任意の部分集合Aと元 aについて次をみたすべき等左半環 Sを，完備

べき等左半環という．

• SはA ⊆ Sの上限を持つ．

• (
∑

A)a =
∑

{xa | x ∈ A}．

例 3.13. ℘(TΣ)は命題 2.21，2.27，2.24の 2，補題 2.26の 1より完備べき等左半

環である．

定義 3.14. 完備べき等左半環 Sが Sの任意の有向部分集合 Aと Sの元 a につい

て次をみたすとき，D-連続なべき等左半環という．

a
∑

A =
∑

{ax | x ∈ A}

例 3.15. ℘(TΣ)は例 3.13と補題 2.23の 3よりD- 連続なべき等左半環である．

命題 3.16. D-連続なべき等左半環は ∗-連続なべき等左半環でもある．
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証明. SをD-連続なべき等左半環とするとき，a ∈ Sに対して，a∗ =
∑
n≥0

φn
a(0)と

定める．命題 3.5より {φn
a(0) | n ≥ 0}が有向集合なので ab∗c =

∑
n≥0

aφn
b (0)cが成

り立つ．したがって，Sは ∗-連続なべき等左半環でもある．

例 3.17. 命題 3.16より，℘(TΣ)は ∗-連続なべき等左半環でもある．

対象をD-連続なべき等左半環，射をその間の準同型とする圏を ILSDと書く．

定義 3.18. 0公理をみたすD-連続なべき等左半環とは，任意の元aについてa0 = a

をみたすD-連続なべき等左半環である．+公理をみたすD-連続なべき等左半環

とは，任意の元 a, b, c について ab + ac = a(b + c)をみたすD-連続なべき等左半環

である．

• 対象を 0公理をみたすD-連続なべき等左半環，射をその間の準同型とする

圏を ILSD
0 と書く．

• 対象を+公理をみたすD-連続なべき等左半環，射をその間の準同型とする

圏を ILSD
+ と書く．

• 対象を 0公理と+公理をみたすD-連続なべき等左半環，射をその間の準同

型とする圏を ILSD
0,+と書く．

例 3.19. 例 2.28と例 2.29より，℘(TΣ)はD-連続なべき等左半環であるが，0公

理と+公理をみたすとは限らない．命題 2.30より，Σ0 = ∅のとき，℘(TΣ)は 0公

理をみたすD-連続なべき等左半環である．任意の n ≥ 2に対してΣn = ∅のとき，

℘(TΣ)は+公理をみたすD-連続なべき等左半環である．Σ = Σ1のとき，℘(TΣ)は

0公理および+公理をみたすD-連続なべき等左半環である．

命題 3.16より次が成り立つ．

系 3.20. SをD-連続なべき等左半環とするとき，
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• Sが 0公理をみたすならばSは 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環であり，

• Sが+公理をみたすならばSは+公理をみたす∗-連続なべき等左半環であり，

• Sが 0公理と+公理をみたすならば Sは 0公理と+公理をみたす ∗-連続な

べき等左半環である．

例 3.21. 系 3.20より，℘(TΣ)は，

• Σ0 = ∅のとき 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環であり，

• 任意の n ≥ 2に対してΣn = ∅のとき+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環

であり，

• Σ = Σ1のとき，0公理と+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環である．
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第4章 ∗-イデアル

この章では，∗-連続なべき等左半環の ∗-イデアルを定義し，その例を与える．こ

こで，∗-イデアルの条件は [4]における ∗-イデアルの条件を弱めたものである．

4.1 ∗-イデアルの定義

定義 4.1. Sを ∗-連続なべき等左半環とする．Sの部分集合 Aが，次をみたすと

き，Sの ∗-イデアルという．

• Aは空集合でない．

• Aは+について閉じている．

• Aは≤について下向きに閉じている．

• 任意の n ≥ 0について aφn
b (0)c ∈ Aならば ab∗c ∈ A．

I(S)で ∗-連続なべき等左半環Sの ∗-イデアル全体のなす集合を表すことにする．

空集合でない集合Aについて，IがAを含む最小の ∗-イデアルであるとき，Aは

Iを生成するという．Aによって生成される ∗-イデアルを ⟨A⟩と書く．A が一点集

合 {a}のときは ⟨{a}⟩を ⟨a⟩ と略して書き，単項イデアルという．⟨−⟩は空でない

Sの部分集合上で定義される写像である．また，⟨−⟩は単調かつべき等である．す

なわち，A ⊆ B ならば ⟨A⟩ ⊆ ⟨B⟩および ⟨⟨A⟩⟩ = ⟨A⟩が成り立つ．
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補題 4.2. Sを ∗-連続なべき等左半環とするとき，I(S)の空でない部分集合Aに

対して，

⟨
⋃

A⟩ = ⟨
⋃

{⟨A⟩ | A ∈ A}⟩

が成り立つ．

証明. ⟨
⋃

A⟩ ⊆ ⟨
⋃

{⟨A⟩ | A ∈ A}⟩ は ⟨−⟩の単調性より成り立つ．また，A ∈ A

について ⟨−⟩の単調性より ⟨A⟩ ⊆ ⟨
⋃

A⟩ であるから，⟨−⟩の単調性とべき等性よ

り ⟨
⋃

{⟨A⟩ | A ∈ A}⟩ ⊆ ⟨
⋃

A⟩ が成り立つ．

Sを ∗-連続なべき等左半環とする．A,B ⊆ S について，

A ⊕ B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}

A ⊙ B = {a · b | a ∈ A, b ∈ B}

A ↓ = {y | ∃x ∈ A. y ≤ x}

A∗ = {ab∗c | ∀n ≥ 0. aφn
b (0)c ∈ A}

と定義すると，単項イデアルについて，

⟨a⟩ = {a} ↓

が成り立ち，さらに，

(A ⊕ B) ⊙ C ⊆ (A ⊙ C) ⊕ (B ⊙ C)

A ⊙ (B ↓) ⊆ (A ⊙ B) ↓

(A ↓) ⊙ B ⊆ (A ⊙ B) ↓

A ⊙ (B∗) ⊆ (A ⊙ B)∗

(A∗) ⊙ B ⊆ (A ⊙ B)∗

が成り立つ．
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注意 4.3. Sを+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環とするとき，A,B,C ⊆ Sに

ついて次が成り立つ．

C ⊙ (A ⊕ B) ⊆ (C ⊙ A) ⊕ (C ⊙ B)

空でないA ⊆ Sに対して，集合演算 τ を次のように定義する．

τ(A) = (A ⊕ A) ∪ A ↓ ∪A∗

命題 4.4. Sを∗-連続なべき等左半環とするとき，A,B ⊆ Sについて次が成り立つ．

1. A ⊆ τ(A)

2. A ⊆ B =⇒ τ(A) ⊆ τ(B)

3. A : ∗-イデアル⇐⇒ A ̸= ∅, τ(A) ⊆ A

証明. まず 1を示す．a ∈ Aに対して，a + a ∈ A ⊕ AなのでA ⊆ A ⊕ A ⊆ τ(A)

が成り立つ．次に 2を示す．A ⊆ BならばA ⊕ A ⊆ B ⊕ B,A ↓⊆ B ↓ , A∗ ⊆ B∗

なので，τ(A) ⊆ τ(B)が成り立つ．次に 3を示す．Aを ∗-イデアルと仮定すると，

A ̸= ∅である．さらに，

A ⊕ A = {a + a′ | a, a′ ∈ A}

= {a + a′ ∈ A | a, a′ ∈ A}

⊆ A

A ↓ = {y | ∃x ∈ A. y ≤ x}

= {y ∈ A | ∃x ∈ A. y ≤ x}

⊆ A

A∗ = {ab∗c | ∀n ≥ 0. aφn
b (0)c ∈ A}

= {ab∗c ∈ A | ∀n ≥ 0. aφn
b (0)c ∈ A}

⊆ A
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なので，

τ(A) = (A ⊕ A) ∪ A ↓ ∪A∗ ⊆ A

が成り立つ．次に逆を示す．仮定より，

A ⊕ A ⊆ A, A ↓⊆ A, A∗ ⊆ A

であるから，

• A ̸= ∅

• ∀a,∀a′ ∈ A, a + a′ ∈ A ⊕ A ⊆ A

• a ≤ a′, a′ ∈ A =⇒ a ∈ A ↓⊆ A

• ∀n ≥ 0. aφn
b (0)c ∈ A =⇒ ab∗c ∈ A∗ ⊆ A

が成り立つ．よってAは ∗-イデアルである．以上より 3が成り立つ．

命題 4.4より，∗-イデアル IがあるA ⊆ Sによって生成されるならば，IはAを

含む τ の最小不動点である．τ を用いて，任意の空でないA ⊆ Sに対して超限列

を次のように定義する．

τ 0(A) = A

τα+1(A) = τ(τα(A)) （α :後続順序数）

τλ(A) =
⋃
α<λ

τα(A) （λ :極限順序数）

τ ∗(A) =
⋃
α

τα(A)

補題 4.5. 任意の順序数 α，β，A ⊆ Sについて，

α ≤ β =⇒ τα(A) ⊆ τβ(A)

が成り立つ．
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証明. αについての超限帰納法により示す．α = 0のとき τ 0(A) = A ⊆ τβ(A)より

成り立つ．後続順序数 α + 1, β + 1については，

τα+1(A) = τ(τα(A)) ⊆ τ(τβ(A)) = τβ+1(A)

より成り立つ．極限順序数 λ，任意の順序数 βについては，

τλ(A) =
⋃
α<λ

τα(A) ⊆ τβ(A)

より成り立つ．

補題 4.6. A ⊆ Sについて，

τκ(A) = τκ+1(A)

をみたす順序数 κが存在する．

証明. 任意の順序数 κについて τκ(A) ̸= τκ+1(A) と仮定すると補題 4.5より，任意

の順序数 κについて τκ(A) � τκ+1(A) であり，Ord ∼= {τκ(A) | κ ∈ Ord} が成り立

つ．命題 2.18より，{τκ(A) | κ ∈ Ord} から ℘(S)への単射は存在しない．これは

{τκ(A) | κ ∈ Ord} ⊆ ℘(S) に反する．

補題 4.7. A ⊆ Sについて，

τ ∗(A) = ⟨A⟩

が成り立つ．

証明. 補題 4.6より，τκ(A) = τκ+1(A)をみたす最小の順序数κが存在する．κ < β

に対して τβ(A) = τκ(A)より，τ ∗(A) = τκ(A) が成り立つ．よって，

τ(τ ∗(A)) = τ(τκ(A)) = τκ+1(A) = τκ(A) = τ ∗(A)

が成り立つ．⟨A⟩はAを含む τの最小の不動点なので ⟨A⟩ ⊆ τ ∗(A)が成り立つ．次

に，逆を示すために，任意の順序数 αについて τα(A) ⊆ ⟨A⟩ が成り立つことを，
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順序数 αについての超限帰納法により示す．α = 0のとき τ 0(A) = A ⊆ ⟨A⟩より

成り立つ．後続順序数 αについては，

τα+1(A) = τ(τα(A)) ⊆ τ(⟨A⟩) = ⟨A⟩

より成り立つ．極限順序数 λについては，

τλ(A) =
⋃
α<λ

τα(A) ⊆ ⟨A⟩

より成り立つ．よって任意の順序数αについて τα(A) ⊆ ⟨A⟩ なので，τ ∗(A) ⊆ ⟨A⟩

が成り立つ．以上より，τ ∗(A) = ⟨A⟩ が成り立つ．

補題 4.8. Sを ∗-連続なべき等左半環，A,B ⊆ Sとするとき次が成り立つ．

1. τ(A) ⊙ B ⊆ τ(A ⊙ B)

2. Sが+公理をみたすならばA ⊙ τ(B) ⊆ τ(A ⊙ B)

証明. 1は

τ(A) ⊙ B = ((A ⊕ A) ∪ A↓ ∪A∗) ⊙ B

= ((A ⊕ A) ⊙ B) ∪ (A↓ ⊙B) ∪ (A∗ ⊙ B)

⊆ ((A ⊙ B) ⊕ (A ⊙ B)) ∪ (A ⊙ B)↓ ∪ (A ⊙ B)∗

= τ(A ⊙ B)

より成り立つ．2は，

A ⊙ τ(B) = A ⊙ ((B ⊕ B) ∪ B↓ ∪B∗)

= (A ⊙ (B ⊕ B)) ∪ (A ⊙ B↓) ∪ (A ⊙ B∗)

⊆ ((A ⊙ B) ⊕ (A ⊙ B))) ∪ (A ⊙ B↓) ∪ (A ⊙ B∗) （注意 4.3より）

⊆ ((A ⊙ B) ⊕ (A ⊙ B)) ∪ (A ⊙ B)↓ ∪(A ⊙ B)∗

= τ(A ⊙ B)

より成り立つ．
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補題 4.9. Sを ∗-連続なべき等左半環，A,B ⊆ Sとするとき次が成り立つ．

1. ⟨A ⊙ B⟩ = ⟨⟨A⟩ ⊙ B⟩

2. Sが+公理をみたすならば ⟨A ⊙ B⟩ = ⟨A ⊙ ⟨B⟩⟩

証明. ⟨A ⊙ B⟩ ⊆ ⟨⟨A⟩ ⊙ B⟩は τ の単調性から成り立つ．次に，逆を示すために，

任意の順序数 αについて，τα(A) ⊙ B ⊆ ⟨A ⊙ B⟩ が成り立つことを αについての

超限帰納法により示す．α = 0のときは，

τ 0(A) ⊙ B = A ⊙ B ⊆ ⟨A ⊙ B⟩

より成り立つ．後続順序数 αについては，

τα+1(A) ⊙ B = τ(τα(A)) ⊙ B

⊆ τ(τα(A) ⊙ B) （補題 4.8の 1より）

⊆ τ(⟨A ⊙ B⟩) （帰納法の仮定と τ の単調性より）

= ⟨A ⊙ B⟩

より成り立つ．極限順序数 λについては，

τλ(A) ⊙ B = (
⋃
α<λ

τα(A)) ⊙ B

=
⋃
α<λ

(τα(A) ⊙ B)

⊆ ⟨A ⊙ B⟩ （帰納法の仮定より）

より成り立つ．よって任意の順序数 αについて τα(A) ⊙ B ⊆ ⟨A ⊙ B⟩なので，

τ ∗(A) ⊙ B ⊆ ⟨A ⊙ B⟩が成り立つ．さらに，⟨−⟩の単調性より，

⟨⟨A⟩ ⊙ B⟩ = ⟨τ ∗(A) ⊙ B⟩

⊆ ⟨A ⊙ B⟩

なので，1が成り立つ．次に 2を示す．⟨A⊙B⟩ ⊆ ⟨A⊙ ⟨B⟩⟩は τ の単調性から成

り立つ．次に，逆を示すために，任意の順序数αについて，A⊙ τα(B) ⊆ ⟨A⊙B⟩
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が成り立つことを αについての超限帰納法により示す．α = 0のときは，

A ⊙ τ 0(B) = A ⊙ B ⊆ ⟨A ⊙ B⟩

より成り立つ．後続順序数 αについては，

A ⊙ τα+1(B) = A ⊙ τ(τα(B))

⊆ τ(A ⊙ τα(B)) （補題 4.8の 2より）

⊆ τ(⟨A ⊙ B⟩) （帰納法の仮定と τ の単調性より）

= ⟨A ⊙ B⟩

より成り立つ．極限順序数 λについては，

A ⊙ τλ(B) = A ⊙ (
⋃
α<λ

τα(B))

=
⋃
α<λ

(A ⊙ τα(B))

⊆ ⟨A ⊙ B⟩ （帰納法の仮定より）

より成り立つ．あとは 1と同様にして示すことができる．

4.2 ∗-イデアルの例

Σ1 = {b, c}，Σ2 = {a}，Σ = Σ1 ∪Σ2 とする．このとき℘(TΣ)は例 3.21より（0

公理をみたす）∗-連続なべき等左半環である．

Mn = {a(¤,¤)} · (φn
{b(˜)}(∅) ∪ {c(¤)})

M ′
n = Mn ∪ {a(bk(¤), bl(¤)) | k, l ≥ 0}

とおく．ただし，b0(¤) = ¤，bn+1(¤) = b(bn(¤)) とする．この節では単口木言語

の集合 {M ′
n | n ≥ 0}↓が ∗-イデアルであることを示す．

{M ′
n | n ≥ 0}↓が空集合でないことと，⊆ について下向きに閉じていることは

明らかである．
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補題 4.10. m ≤ n =⇒ M ′
m ⊆ M ′

n

証明.

m ≤ n =⇒ φm
{b(˜)}(∅) ∪ {c(¤)} ⊆ φn

{b(˜)}(∅) ∪ {c(¤)} （命題 3.5より）

=⇒ Mm ⊆ Mn （命題 2.25より）

=⇒ M ′
m ⊆ M ′

n

命題 4.11. {M ′
n | n ≥ 0}↓は ∪について閉じている．

証明. A,B ∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓とすると，A ⊆ M ′

m, B ⊆ M ′
nをみたすm, n ≥ 0が存

在する．p = max(m,n)とおくと，補題 4.10より，A∪B ⊆ M ′
pが成り立つ．よっ

て，A ∪ B ∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓である．

命題 4.12. ∀m ≥ 0. L1 ·φm
L2

(∅)· L3 ∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓=⇒ L1 ·L∗

2 ·L3 ∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓

証明. L1, L2, L3のいずれかが空集合のとき，または L2 = {¤} のときは明らか．

それ以外のとき，

M ′
0 = {a(c(¤), c(¤))} ∪ {a(bk(¤), bl(¤)) | k, l ≥ 0}

M ′
n+1 = {a(c(¤), c(¤))} ∪ {a(bk(¤), bl(¤)) | k, l ≥ 0}

∪{a(bk(¤), c(¤)) | 0 ≤ k ≤ n} ∪ {a(c(¤), bl(¤)) | 0 ≤ l ≤ n}

であるから，L1 · φm
L2

(∅) · L3 ∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓ をみたすL1, L2, L3について，次が

成り立つ．

• t ∈ L2ならば aも cも tに出現しない．すなわち，L2が一点集合でないなら

ば t = bk(¤)をみたす k ≥ 0が存在し，L2が一点集合ならば t = bk(¤)をみ

たす k > 0が存在する．
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• t ∈ L1ならば cは tに出現せず，aは tの根としてしか出現しない．すなわ

ち，t = a(bk(¤), bl(¤))をみたす k, l ≥ 0が存在する．

• t ∈ L3には aも cも出現しない．すなわち，t = bk(¤)をみたす k ≥ 0が存在

する．

よって，L1, L2, L3がすべて空集合ではなく，L2 ̸= {¤}のとき任意のm ≥ 0につ

いて L1 · φm
L2

(∅) · L3 ∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓ をみたすならば L1 · L∗

2 · L3 ⊆ M ′
0が成り立

つ．したがって，L1 · L∗
2 · L3 ∈ {M ′

n | n ≥ 0}↓となる．

以上より {M ′
n | n ≥ 0}↓は ∗-イデアルである．
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第5章 ∗-連続なべき等左半環とD-連

続なべき等左半環

この章では，∗-連続なべき等左半環とD-連続なべき等左半環の間の関手の構成

方法を与え，その性質を述べる．まず，D-連続なべき等左半環から ∗-連続なべき

等左半環への包含関手を構成する．次に本論文の主題である ∗-連続なべき等左半

環のイデアル完備化について，+公理をみたす場合と+公理をみたさない場合に

分けて考察する．+公理をみたす場合は [4]と同様の結果を得ることを示し，+公

理をみたさない場合は [4]と同様の結果を得ることはできないということを，反例

与えることにより示す．

5.1 ILSDから ILS∗への関手

D-連続なべき等左半環が ∗-連続なべき等左半環であることはすでに命題 3.16で

示した．このとき a∗ =
∑
n≥0

φn
a(0)と定めた．

命題 5.1. S, S ′をD-連続なべき等左半環，f : S → S ′をその準同型とするとき任

意の n ≥ 0について φn
f(a)(0) = f(φn

a(0))が成り立つ．

証明. nについての帰納法により示す．n = 0のとき，

φ0
f(a)(0) = 0 = f(0) = f(φ0

a(0))
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より成り立つ．φn
f(a)(0) = f(φn

a(0))を仮定すると，

φn+1
f(a)(0) = φf(a)(φ

n
f(a)(0))

= φf(a)(f(φn
a(0))) （帰納法の仮定より）

= f(a)f(φn
a(0)) + 1

= f(aφn
a(0)) + f(1)

= f(aφn
a(0) + 1)

= f(φn+1
a (0))

なので成り立つ．

命題 5.1より，

f ∗(a) =
∑
n≥0

φn
f(a)(0) =

∑
n≥0

f(φn
a(0)) = f(a∗)

であるから f は ∗を保存する．よって，ILSD は ILS∗の部分圏である．ILSD から

ILS∗ への包含関手をG : ILSD → ILS∗と表す．ILS∗
0，ILS∗

+および ILS∗
0,+は ILS∗の充

満部分圏である．ILS∗
0，ILS∗

+および ILS∗
0,+から ILS∗への包含関手をそれぞれ E∗

0，

E∗
+およびE∗

0,+と表す．また，ILSD
0，ILSD

+および ILSD
0,+は ILSDの充満部分圏であ

る．ILSD
0，ILSD

+ および ILSD
0,+から ILSDへの包含関手をそれぞれED

0 ，ED
+ および

ED
0,+と表す．S, S ′ ∈ ob(ILS∗

v)とQ,Q′ ∈ ob(ILSD
v )について次が成り立つ．

E∗
v(S) = S

ED
v (Q) = Q

ILS∗
v(S, S ′) = ILS∗(E∗

v(S), E∗
v(S

′))

ILSD
v (Q,Q′) = ILSD(ED

v (Q), ED
v (Q′))

ただし vは 0または+または 0, +である．

• ILSD
0 は ILS∗

0の部分圏であり，ILSD
0 から ILS∗

0への包含関手をG0と表す．
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• ILSD
+ は ILS∗

+の部分圏であり，ILSD
+ から ILS∗

+への包含関手をG+と表す．

• ILSD
0,+ は ILS∗

0,+ の部分圏であり，ILSD
0,+ から ILS∗

0,+ への包含関手を G0,+ と

表す．

このとき，

Gv = G ◦ ED
v

が成り立つ．ただし vは 0または+または 0, +である．

5.2 +公理をみたす場合

5.2.1 ILS∗
+と ILSD

+

Sを+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環とするとき，順序集合 (I(S),⊆)を考

える．このとき I, J ∈ I(S)，A ⊆ I(S)に対して，

∑
A := ⟨

⋃
A⟩

I + J :=
∑

{I, J}

I · J := ⟨I ⊙ J⟩

と定義する．

命題 5.2. Sを+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環とする．このとき，I ∈ I(S)

とA ⊆ I(S)について次が成り立つ．

1. ⟨0⟩ · I = ⟨0⟩

2. ⟨1⟩ · I = I = I · ⟨1⟩

3. (
∑

A) · I =
∑

{J · I | J ∈ A}
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4. Aが⊆に関する有向集合ならば I · (
∑

A) =
∑

{I · J | J ∈ A}

5. I · (J + J ′) = I · J + I · J ′

証明. 1は⊙の定義から成り立つ．次に 2を示す．

⟨1⟩ · I = ⟨⟨1⟩ ⊙ I⟩

= ⟨{1} ⊙ I⟩ (補題 4.9より)

= ⟨I⟩

= I

I · ⟨1⟩ = Iも同様に示すことができる．次に 3を示す．

(
∑

A) · I = ⟨(
∑

A) ⊙ I⟩

= ⟨⟨
⋃

A⟩ ⊙ I⟩

= ⟨(
⋃

A) ⊙ I⟩ （補題 4.9より）

= ⟨
⋃

{J ⊙ I | J ∈ A}⟩

= ⟨
⋃

{⟨J ⊙ I⟩ | J ∈ A}⟩ （補題 4.2より）

= ⟨
⋃

{J · I | J ∈ A}⟩

=
∑

{J · I | J ∈ A}

4も 3と同様に示すことができる．次に 5を示す．まず，·の単調性と ∗-イデアル

の定義より I · (J + J ′) ⊇ I · J + I · J ′ が成り立つ．次に逆を示す．

I · (J + J ′) = ⟨I ⊙ ⟨J ∪ J ′⟩⟩

= ⟨I ⊙ (J ∪ J ′)⟩ （補題 4.9より）

= ⟨(I ⊙ J) ∪ (I ⊙ J ′)⟩

⊆ ⟨⟨I ⊙ J⟩ ∪ ⟨I ⊙ J ′⟩⟩

= I · J + I · J ′

以上より 5が成り立つ．



第 5章 ∗-連続なべき等左半環とD-連続なべき等左半環 41

命題 5.2より，I(S)は+公理をみたすD-連続なべき等左半環である．

S を +公理をみたすべき等左半環とする．⟨x⟩ = {x} ↓ より S から I(S)への

写像

x 7→ ⟨x⟩

が次の性質をみたすことが分かる．

命題 5.3. 写像 ⟨−⟩ : S → I(S) は単射であり，かつ+，·，∗，0，1を保存する．

証明. • 写像 ⟨−⟩ : S → I(S) が単射であることを示す．a, b ∈ S に対して

{a}↓= {b}↓とする．a ∈ {a}↓より a ≤ bである．さらに，b ∈ {b}↓より

b ≤ aであるから，a = bが成り立つ．よって ⟨−⟩は単射である．

• +を保存することを示す．まず，⟨x + y⟩ ⊆ ⟨x⟩+ ⟨y⟩ を示す．z ∈ ⟨x + y⟩と

すると ⟨x + y⟩ = {x + y}↓より，z ≤ x + yであり，

{x}↓= ⟨x⟩ ⊆ ⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩ ⊆ ⟨⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩⟩

{y}↓= ⟨y⟩ ⊆ ⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩ ⊆ ⟨⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩⟩

が成り立つ．⟨⟨x⟩∪⟨y⟩⟩は∗-イデアルであり，x+y ∈ ⟨⟨x⟩∪⟨y⟩⟩かつ z ≤ x+y

なので，z ∈ ⟨⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩⟩が成り立つ．次に逆を示す．{x}↓, {y}↓⊆ {x + y}↓

なので ⟨x⟩, ⟨y⟩ ⊆ ⟨x + y⟩である．よって ⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩ ⊆ ⟨x + y⟩である．⟨−⟩の

単調性から ⟨⟨x⟩ ∪ ⟨y⟩⟩ ⊆ ⟨x + y⟩が成り立つ．

• ·を保存することを示す．まず ⟨x · y⟩ ⊆ ⟨x⟩ · ⟨y⟩ を示す．z ∈ ⟨x · y⟩とすると

⟨x · y⟩ = {x · y}↓より z ≤ x · yである．x ∈ {x}↓，y ∈ {y}↓，

{x}↓ ⊙{y}↓⊆ ⟨{x}↓ ⊙{y}↓⟩ = ⟨⟨x⟩ ⊙ ⟨y⟩⟩ = ⟨x⟩ · ⟨y⟩

より x · y ∈ ⟨x⟩ · ⟨y⟩である．したがって z ∈ ⟨x⟩ · ⟨y⟩である．次に逆を示す．

z ∈ {x}↓ ⊙{y}↓とすると a ∈ {x}↓と b ∈ {y}↓ が存在して z = a · bが成り立



第 5章 ∗-連続なべき等左半環とD-連続なべき等左半環 42

つ．さらに，a ≤ x，b ≤ yなので，z = a · b ≤ x · yであり，x · y ∈ {x · y}↓

と ⟨x · y⟩ = {x · y}↓より z ∈ ⟨x · y⟩が成り立つ．

• ∗を保存することを示す．まず，⟨a⟩∗ ⊆ ⟨a∗⟩を示すために，任意の自然数 n

についてφn
⟨a⟩(⟨0⟩) ⊆ ⟨a∗⟩ が成り立つことを nについての帰納法により示す．

n = 0のとき φn
⟨a⟩(⟨0⟩) = ⟨0⟩ ⊆ ⟨a∗⟩ より成り立つ．φn

⟨a⟩(⟨0⟩) ⊆ ⟨a∗⟩ を仮定

すると，次が成り立つ．

φn+1
⟨a⟩ (⟨0⟩) = φ⟨a⟩(φ

n
⟨a⟩(⟨0⟩))

= ⟨a⟩ · φn
⟨a⟩(⟨0⟩) + ⟨1⟩

⊆ ⟨a⟩ · ⟨a∗⟩ + ⟨1⟩ （帰納法の仮定より）

= ⟨{a} ⊙ {a∗}⟩ + ⟨1⟩

= ⟨aa∗⟩ + ⟨1⟩

= ⟨{aa∗, 1}⟩

⊆ ⟨aa∗ + 1⟩

⊆ ⟨a∗⟩

よって任意の自然数 nについて φn
⟨a⟩(⟨0⟩) ⊆ ⟨a∗⟩ が成り立つ．したがって，

⟨a⟩∗ ⊆ ⟨a∗⟩となることが分かる．次に ⟨a∗⟩ ⊆ ⟨a⟩∗を示すために，まず任意

の自然数nについてφn
a(0) ∈ φn

⟨a⟩(⟨0⟩) が成り立つことをnについての帰納法

により示す．n = 0のとき 0 ∈ ⟨0⟩より成り立つ．φn
a(0) ∈ φn

⟨a⟩(⟨0⟩) を仮定す

ると，次が成り立つ．

φn+1
⟨a⟩ (⟨0⟩) = φ⟨a⟩(φ

n
⟨a⟩(⟨0⟩))

= ⟨a⟩ · φn
⟨a⟩(⟨0⟩) + ⟨1⟩

⊇ ⟨a⟩ · ⟨φn
a(0)⟩ + ⟨1⟩ （帰納法の仮定より）

= ⟨{a} ⊙ {φn
a(0)}⟩ + ⟨1⟩

= ⟨aφn
a(0)⟩ + ⟨1⟩

= ⟨{aφn
a(0), 1}⟩
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aφn
a(0) + 1 ∈ ⟨{aφn

a(0), 1}⟩かつ aφn
a(0) + 1 = φa(φ

n
a(0)) = φn+1

a (0) より

φn+1
a (0) ∈ φn+1

⟨a⟩ (⟨0⟩)である．よって任意の自然数nについてφn
a(0) ∈ φn

⟨a⟩(⟨0⟩)

が成り立つ．⟨a⟩∗ = ⟨
⋃
n≥0

φn
⟨a⟩(⟨0⟩)⟩ なので a∗ ∈ ⟨a⟩∗つまり {a∗} ⊆ ⟨a⟩∗とな

る．⟨a∗⟩は {a∗}を含む最小のイデアルなので ⟨a∗⟩ ⊆ ⟨a⟩∗が成り立つ．

• 0と 1を保存することは明らかである．

命題 5.3より，写像 ⟨−⟩ : S → I(S)は ILS∗
+ における Sから I(S)への射である．

Sを+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環，Qを+公理をみたすD-連続なべき

等左半環とする．SからG(Q)への準同型 gとA ⊆ Sについて，

g[A] = {g(x) | x ∈ A}

と定義すると，A,B ⊆ Sについて次が成り立つ．

g[A ⊙ B] = g[A] ⊙ g[B]

g[A ⊕ B] = g[A] ⊕ g[B]

g[A↓] ⊆ g[A]↓

g[A∗] ⊆ g[A]∗

補題 5.4. 空でないA ⊆ Sと順序数 αについて次が成り立つ．

g[τ(A)] ⊆ τ(g[A]) (5.1)

g[τα(A)] ⊆ τα(g[A]) (5.2)

g[⟨A⟩] ⊆ ⟨g[A]⟩ (5.3)

⟨g[⟨A⟩]⟩ = ⟨g[A]⟩ (5.4)



第 5章 ∗-連続なべき等左半環とD-連続なべき等左半環 44

証明. まず，

g[τ(A)] = g[(A ⊕ A) ∪ A↓ ∪A∗]

= g[A ⊕ A] ∪ g[A↓] ∪ g[A∗]

⊆ (g[A] ⊕ g[A]) ∪ g[A]↓ ∪ g[A]∗

= τ(g[A])

より (5.1)が成り立つ．次に (5.2)を，順序数α についての超限帰納法により示す．

α = 0のときは g[τ 0(A)] = g[A] = τ 0(g[A])より成り立つ．後続順序数 αに対して

は，g[τα(A)] ⊆ τα(g[A])を仮定すると，

g[τα+1(A)] = g[τ(τα(A))]

⊆ τ(g[τα(A)]) （(5.1)より）

⊆ τ(τα(g[A])) （帰納法の仮定より）

= τα+1(g[A])

より成り立つ．極限順序数 λに対しては，

g[τλ(A)] = g[
⋃
α<λ

τα(A)]

=
⋃
α<λ

g[τα(A)

⊆
⋃
α<λ

τα(g[(A)]) （帰納法の仮定より）

= τλ(g[A])

より成り立つ．よって任意の順序数 αに対して (5.2)が成り立つ．次に (5.2)と

τ ∗(A) = ⟨A⟩より，

g[⟨A⟩] = g[τ ∗(A)]

⊆ τ ∗(g[A])

= ⟨g[A]⟩
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なので，(5.3)が成り立つ．最後に (5.3)と ⟨−⟩の単調性とべき等性より，

⟨g[⟨A⟩]⟩ ⊆ ⟨⟨g[A]⟩⟩

= ⟨g[A]⟩

が成り立ち，⟨−⟩の単調性と gの単調性より，⟨g[⟨A⟩]⟩ ⊇ ⟨g[A]⟩ なので，(5.4)が成

り立つ．

(5.4)より，I ∈ I(S)がA ⊆ Sによって生成されるならば，g[I]と g[A]は同じ ∗-

イデアルを生成する．Qの任意の部分集合の上限はQに存在するので，I ∈ I(S)

について，g[I]の上限はQに存在し，それを
∑

g[I]と表す．

補題 5.5. I ∈ I(S)とするとき，Iの任意の生成集合Aについて
∑

g[I] =
∑

g[A]

が成り立つ．

証明. 補題 5.4より，I の任意の生成集合 Aについて，⟨g[I]⟩ = ⟨g[⟨A⟩]⟩ = ⟨g[A]⟩

が成り立つ．また，⟨g[I]⟩ = ⟨g[A]⟩ ⊆ ⟨
∑

g[A]⟩ = (
∑

g[A])↓ なので，
∑

g[A]

は g[I]の上界である．
∑

g[I]は g[I]の最小上界なので，
∑

g[I] ≤
∑

g[A] が

成り立つ．さらに，g[A] ⊆ g[I]なので
∑

g[A] ≤
∑

g[I] が成り立つ．よって，∑
g[A] =

∑
g[I]が成り立つ．

Sを+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環，Qを+公理をみたすD-連続なべ

き等左半環とする．準同型 g : S → G(Q)について，写像 ĝ : I(S) → Qを，

ĝ(I) =
∑

g[I]

と定義する．



第 5章 ∗-連続なべき等左半環とD-連続なべき等左半環 46

命題 5.6. ĝは
∑

, ·, 0, 1を保存する．

証明. B ⊆ ℘(Q)について，
∑

(
⋃

B) =
∑

{
∑

B | B ∈ B} であるから，

ĝ(
∑

A) =
∑

g[
∑

A]

=
∑

g[⟨
⋃

A⟩]

=
∑

g[
⋃

A] （補題 5.5より）

=
∑

(
⋃

{g[I] | I ∈ A})

=
∑

{
∑

g[I] | I ∈ A}

=
∑

{ĝ[I] | I ∈ A}

がA ⊆ I(S)について成り立つ．I, J ∈ I(S)について，

ĝ(I · J) =
∑

g[I · J ]

=
∑

g[⟨I ⊙ J⟩]

=
∑

g[I ⊙ J ] （補題 5.5より）

=
∑

g[I] ⊙ g[J ]

= (
∑

g[I]) · (
∑

g[J ]) （g[J ]は有向なので）

= ĝ(I) · ĝ(J)

が成り立つ．また，

ĝ(⟨0⟩) =
∑

g[⟨0⟩] =
∑

g[{0}] = 0

ĝ(⟨1⟩) =
∑

g[⟨1⟩] =
∑

g[{1}] = 1

が成り立つ．

定理 5.7. Sを+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環，Qを+公理をみたすD-連

続なべき等左半環とする．準同型 g : S → G(Q)について，ĝは，g = ĝ ◦ ⟨−⟩ であ

るような I(S)からQへの ILSD
+ における唯一の射である．
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証明. 補題 5.5より，a ∈ Sについて，

ĝ(⟨a⟩) =
∑

g[⟨a⟩] =
∑

g[{a}] = g(a)

が成り立つ．f を I(S)からQへの g = f ◦ ⟨−⟩ をみたすような ILSD
+における射と

仮定すると，I ∈ I(S)について，

ĝ(I) =
∑

g[I]

=
∑

{g(a) | a ∈ I}

=
∑

{f(⟨a⟩) | a ∈ I} （仮定より）

= f(
∑

{⟨a⟩ | a ∈ I})

= f(I)

が成り立つ．よって ĝ = f が成り立つ．

+公理をみたす ∗-連続なべき等左半環 Sと準同型 h : S → S ′について，

F+(S) = I(S) かつ F+(h) = ⟨̂−⟩ ◦ h

と定義すると，F+は ILS∗
+から ILSD

+ への関手である．定理 5.7より次が直ちに成

り立つ．

系 5.8. 関手 F+ : ILS∗
+ → ILSD

+ は包含関手G+ : ILSD
+ → ILS∗

+の左随伴である．

5.2.2 ILS∗
0,+と ILSD

0,+

命題 5.9. Sを 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環とするとき，I ∈ I(S)につい

て I · ⟨0⟩ = ⟨0⟩ が成り立つ．

証明. ⟨0⟩ = {0}と，a · 0 = 0より，I · ⟨0⟩ = ⟨I ⊙ {0}⟩ = ⟨0⟩である．
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F0,+ = F+ ◦E∗
0,+と定義すると命題 5.9よりF0,+は ILS∗

0,+から ILSD
0,+への関手に

なる．

ILS∗
0,+は ILS∗

+の充満部分圏である．ILS∗
0,+から ILS∗

+への包含関手をE∗と表す．

また，ILSD
0,+は ILSD

+の充満部分圏である．ILSD
0,+から ILSD

+への包含関手をEDと

表す．S, S ′ ∈ ob(ILS∗
0,+)とQ,Q′ ∈ ob(ILSD

0,+)について次が成り立つ．

E∗(S) = S

ED(Q) = Q

ILS∗
0,+(S, S ′) = ILS∗

+(E∗(S), E∗(S ′))

ILSD
0,+(Q,Q′) = ILSD

+(ED(Q), ED(Q′))

このとき，

G0,+ = G+ ◦ ED

が成り立つ．

定理 5.10. 関手 F0,+ : ILS∗
0,+ → ILSD

0,+は包含関手G0,+ : ILSD
0,+ → ILS∗

0,+の左随伴

である．

証明. S ∈ ob(ILS∗
0,+)，Q ∈ ob(ILSD

0,+)，g ∈ ILSD
0,+(F0,+(S), Q)とすると，次が成り

立つ．

G0,+(Q) = (G+ ◦ ED)(Q) = G+(ED(Q)) = G+(Q)

F0,+(S) = (F+ ◦ E∗
0,+)(S) = F+(E∗

0,+(S)) = F+(S)

よって，系 5.8から，ĝは g = ĝ ◦ ⟨−⟩であるような，F0,+(S)からQへの ILSD
0,+に

おける唯一の射である．
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5.3 +公理をみたさない場合

+公理をみたさない場合でも，ILSDから ILS∗への包含関手Gと，ILSD
0 から ILS∗

0

への包含関手G0が得られることは，この章のはじめに示した．この節では，+公

理をみたさない場合，∗-連続なべき等左半環とD-連続なべき等左半環の間の随伴

がイデアル完備化からは得られないことを示す．まず+公理をみたさない ∗-連続

なべき等左半環の具体例を与え，その ∗-イデアル全体がD-連続なべき等左半環に

なっていないことを示す．

以下，Σ1 = {b, c}，Σ2 = {a}，Σ = Σ1 ∪ Σ2 の場合を考える．このとき ℘(TΣ)

は 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環である．

補題 5.11. {a(¤,¤)} · ({b(¤)}∗ ∪ {c(¤)}) /∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓

証明.

{a(¤, ¤)} · ({b(¤)}∗ ∪ {c(¤)})

= {a(c(¤), c(¤))} ∪ {a(bk(¤), c(¤)) | k ≥ 0}

∪ {a(c(¤), bl(¤)) | l ≥ 0} ∪ {a(bk(¤), bl(¤)) | k, l ≥ 0}

なので {a(¤,¤)} · ({b(¤)}∗ ∪ {c(¤)}) /∈ {M ′
n | n ≥ 0}↓ である．

I = ⟨{a(¤,¤)}⟩ (= {∅, {a(¤, ¤)}})

Jn = ⟨φn
{b(˜)}(∅) ∪ {c(¤)}⟩

A = {Jn | n ≥ 0}

とおくと，任意の n ≥ 0について Jn ⊆ Jn+1 なので，Aは⊆に関する有向集合で

あるが，次の二つの補題は I · (
∑

A) ̸=
∑

{I · J | J ∈ A} を示している．

補題 5.12. {a(¤,¤)} · ({b(¤)}∗ ∪ {c(¤)}) ∈ I · (
∑

A)
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証明.
∑

Aは定義より
⋃

Aを含む最小のイデアルである．よって
∑

Aは⊆に

ついて下向きに閉じているので，{c(¤)} ∈ Aであり，かつ任意の n ≥ 0に対して

φn
{b(˜)} ∈

∑
Aが成り立つ．したがって，∗-イデアルの定義より，{b(¤)}∗ ∈

∑
A

である．また，
∑

Aは∪のもとで閉じているので{b(¤)}∗∪{c(¤)} ∈
∑

Aである．

したがって，I⊙(
∑

A) ⊆ I ·(
∑

A)より{a(¤, ¤)}·({b(¤)}∗∪{c(¤)}) ∈ I ·(
∑

A)

が成り立つ．

補題 5.13. {a(¤,¤)} · ({b(¤)}∗ ∪ {c(¤)}) /∈
∑

{I · J | J ∈ A}

証明. 補題 5.11より {a(¤,¤)} · ({b(¤)}∗ ∪ {c(¤)}) /∈ {M ′
n | n ≥ 0} ↓ なので⋃

{I · J | J ∈ A} ⊆ {M ′
n | n ≥ 0}↓を示せばよい．φn

{b(˜)}(∅) ∪ {c(¤)}は Jn で最

大の言語なので，

I ⊙ Jn = {∅, {a(¤,¤)}} ⊙ {L | L ∈ Jn}

= {∅} ∪ {{a(¤,¤)} · L | L ∈ Jn}

= {{a(¤, ¤)} · L | L ∈ Jn} （∅ ∈ Jnより）

が成り立つ．よって L ∈ I ⊙ Jnならば L ⊆ Mnが成り立つ．したがって，任意の

n ≥ 0に対して I ⊙ Jn ⊆ {M ′
n | n ≥ 0}↓ が成り立つ．I · Jnは，I ⊙ Jnを含む最

小のイデアルなので，任意の n ≥ 0について I ⊙ Jn ⊆ {M ′
n | n ≥ 0}↓ が成り立つ．

ゆえに
⋃

{I · J | J ∈ A} ⊆ {M ′
n | n ≥ 0}↓ が成り立つ．

以上より，I(℘(TΣ))がD-連続なべき等左半環ではないことが分かる．℘(TΣ)は，

∗-連続なべき等左半環でもあるので，イデアル完備化をおこなっても，

• 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環から 0公理をみたすD-連続なべき等左

半環は得られるとは限らず，

• ∗-連続なべき等左半環からD-連続なべき等左半環も得られるとは限らない，

ということが分かる．
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本論文では ∗-連続なべき等左半環のイデアル完備化について考察し，次のよう

な結果を得た．

1. +公理をみたす場合は，イデアル完備化により，

• 包含関手G+ : ILSD
+ → ILS∗

+の左随伴 F+ : ILS∗
+ → ILSD

+ と，

• 包含関手G0,+ : ILSD
0,+ → ILS∗

0,+の左随伴 F0,+ : ILS∗
0,+ → ILSD

0,+

が得られる．

2. +公理をみたさない場合は，イデアル完備化をおこなっても，

• 0公理をみたす ∗-連続なべき等左半環から 0公理をみたすD- 連続なべ

き等左半環は得られるとは限らないため，包含関手 G0 : ILSD
0 → ILS∗

0

の左随伴は得られず，

• ∗-連続なべき等左半環からD-連続なべき等左半環は得られるとは限ら

ないため，包含関手G : ILSD → ILS∗の左随伴は得られない．

以上をまとめると，次のようになる．

ILS∗
+

F+ //
ILSD

+
G+

⊥oo ILS∗
0,+

F0,+ //
ILSD

0,+
G0,+

⊥oo

ILS∗
0

× //
ILSD

0
G0

oo ILS∗ × //
ILSD

G
oo
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D-連続なべき等左半環は，任意の部分集合に対して上限を持つべき等左半環と

して定義した．これを制限して，可算部分集合に対してのみ上限を持つような，ω-

連続なべき等左半環を考えることもできる．対象を+公理をみたす ω-連続なべき

等左半環，射をその間の準同型とする圏を ILSω
+と書くとき，イデアル完備化によ

り下の図のような二つの随伴が得られるかどうか，今後考えてみたい．

ILS∗
+

//
ILSω

+

//
⊥oo ILSD

+⊥oo

本論文で与えた ∗-イデアルは，[4]の ∗-イデアルとは異なるものであることはす

でに述べた．結果として，+公理をみたさない ∗- 連続なべき等左半環をイデアル

完備化してもD-連続なべき等左半環は得られないことが分かった．今後，∗-イデ

アルの定義に改善の余地がないかどうかを，反例を参考に再度検討したい．

また，緩クリーニ代数は次をみたすとは限らないので，本論文での ∗-連続性は

緩クリーニ代数には強すぎる．

b(a + 1) ≤ b → ba∗ ≤ b

さらに，[2]において，すべての自然数と 0でない最小の極限順序数からなる集合

上の上向きに閉じた二項多重関係全体からなる集合のなす緩クリーニ代数を考え

ると，各元 aについて a∗ =
∑
n≥0

φn
a(0) が成り立たないことが示されている．緩ク

リーニ代数に適した ∗-連続性と ∗-イデアルについては，より詳しい考察が必要で

ある。
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