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第1章 序論

緩クリーニ代数はクリーニ代数の変形としてBernhard Möller [10]によって提案

された代数系である．本論文では二項関係の拡張である二項多重関係について考

察し，これが緩クリーニ代数の関係モデルであることの証明を与える．さらに緩

クリーニ代数に公理を追加した代数を紹介し，その関係モデルも与える．

クリーニ代数は正規言語の等式理論の健全かつ完全な公理化として，1994年に

Kozen [5]によって与えられた．クリーニ代数が正規言語を公理的に扱うための代

数であるのに対し，緩クリーニ代数は有限列・無限列の言語まで扱えるよう規則

を緩めた代数である．一般にクリーニ代数の関係モデルは二項関係全体であるこ

とが知られており，その事実はクリーニ代数の拡張に影響を与えた．従って，緩

クリーニ代数の関係モデルを明らかにすることは緩クリーニ代数にも同様の拡張

がもたらすと期待できる．

上向きに閉じた二項多重関係は非決定的なプログラムの述語変換意味論の新た

な枠組みとして研究されている概念である [6, 14, 15]．上向きに閉じた二項多重関

係によってプログラムを解釈することの利点は，天使的（angelic）非決定性と悪

魔的（demonic）非決定性の両方を同じ枠組みの中で自然な形でとらえることがで

きる点である．

Parikh [12]はゲーム理論を数理論理的に取り扱うことを目的として，ゲーム論

理と呼ばれる体系を構築した．Parikhのゲーム論理の意味も，上向きに閉じた二

項多重関係によって与えられる．ここでは，天使的非決定性と悪魔的非決定性の

両方が自然な形で与えられるという特徴を利用して，2人ゲームのプレイヤーとオ
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ポーネントの挙動をとらえている．尚，ゲーム論理については，Paulyと Parikh

による論文 [13]によって概観を得ることができる．

Goranko [4]とVenema [20]は，ゲーム論理に現れる演算を代数的な視点から研究

し，反復を含まないゲーム論理の健全かつ完全な代数モデルを与えた．しかし，反

復を含むゲーム論理の健全かつ完全な代数モデルは未だに明らかになっていない．

本研究では，上向きに閉じた二項多重関係全体が緩クリーニ代数の関係モデル

であることを証明した．これは，二項多重関係が緩クリーニ代数であるために要

求される性質をもつという予想のもと，二項多重関係の基本的な性質を詳細に調

べた末に得られた結果である．

また，その過程においては二項多重関係の反射的推移的閉包に関する考察が重

要な位置を占めた．反射的推移的閉包は先述のゲーム論理において“反復”に相当

するものである．しかし，二項多重関係の応用研究では，非決定性ばかりに興味

が向いていて，反復についての言及はその重要性にも係わらず，殆どなされてこ

なかった．その原因の一つは反射的推移的閉包の考察の不足にあると考える．本

論文では，二項多重関係の反射的推移的閉包の構成方法も明らかにする．

以下に本論文の構成を示す．

第 2章では二項多重関係の定義を紹介したのち，その基本的な性質を述べる．ま

た，二項多重関係における演算について詳しく議論する．第 3章では二項多重関係

の反射的推移的閉包について詳細に考察し，その構成方法を与える．さらに，有

限性を考慮した二項多重関係を提案し，その場合の反射的推移的閉包についても

言及する．第 4章では，まず，緩クリーニ代数の定義を述べる．そして，第 2,3章

の結果を元に，本研究の主題である，緩クリーニ代数の関係モデルを与える．加

えて，緩クリーニ代数の公理を強めたものについて言及し，その関係モデルも与

える．最後に第 5章を以て本論文のまとめとする．尚，本論文は過日発表した論

文 [3, 17, 18, 19]の内容を加筆訂正の上，再構成したものである．
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第2章 二項多重関係

二項多重関係は二項関係の拡張である．特に，上向きに閉じた二項多重関係は

非決定的なプログラムの述語変換意味論の新たな枠組みとして，近年注目されつ

つある [6, 14, 15]．上向きに閉じた二項多重関係の特徴は，１つの枠組みの中で

天使的（angelic）非決定性と悪魔的（demonic）非決定性を同時に扱うことができ

る，という点である．

Parikh [12]はゲーム理論を数理論理的に取り扱うことを目的として，ゲーム論

理と呼ばれる体系を構築した．前述の天使的非決定性と悪魔的非決定性の両方を

とらえられるという特徴は，ゲーム論理 [12]においては 2人ゲームのプレイヤー

とオポーネントの挙動をとらえる際に有用なものである．

本章では，Rewitzkyらの論文 [6, 14, 15] を参考にしながら，二項多重関係の定

義と基本的な性質を紹介する．尚，ここで示す具体例は全て独自に与えたもので

ある．

2.1 二項多重関係の定義

二項多重関係とは，二項関係を拡張したものである．ある固定された集合A上

の二項関係は，直積集合A×Aの部分集合で与えられる．従って，通常の二項関係

は，集合A上の”要素と要素”の関係であるといえる．これに対して，二項多重関

係は，A上の”要素と部分集合”の関係である．以下にその定義を述べる．尚, ℘(A)

で集合Aのべき集合を表すことにする．
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定義 2.1. 集合Aに対し，直積集合A × ℘(A)の部分集合R ⊆ A × ℘(A)を，A上

の二項多重関係という．

集合A上の二項多重関係全体からなる集合をMRel(A)で表すことにする．また，

MRel(A)上の，最大の二項多重関係∇はA×℘(A)であり，最小の二項多重関係 0

は空集合 ∅である．

定義 2.2. 集合A上の二項多重関係 R ⊆ A × ℘(A)が

∀x ∈ A, ∀X,Y ⊆ A, [ (x,X) ∈ R ∧ X ⊆ Y =⇒ (x, Y ) ∈ R ].

をみたすとき，Rは上向きに閉じているという.

集合A上の上向きに閉じた二項多重関係全体からなる集合を UMRel(A)と表記

する.

命題 2.3. 二項多重関係 ∇，0は上向きに閉じている.

証明. 任意の x ∈ A, X ⊆ Aについて (x,X) ∈ ∇であるから，∇ ∈ UMRel(A)．

また，∀x ∈ A, ∀X,Y ⊆ A, [ (x,X) ∈ ∅ ∧ X ⊆ Y =⇒ (x, Y ) ∈ ∅ ]より，

∅ ∈ UMRel(A).

2.2 二項多重関係における演算

本節では二項多重関係における演算を紹介し，その性質について詳細な証明を

与える．

2.2.1 和集合, 共通集合

二項関係では {rλ ⊆ A × A | λ ∈ Λ}に対して，和集合
∪

λ∈Λ

rλ, 共通集合
∩

λ∈Λ

rλが

それぞれ，{rλ ⊆ A × A | λ ∈ Λ}の上限と下限を与える演算であった．二項多重

関係でも同様のことがいえる．
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定義 2.4. Λを添え字集合とし，{Rλ | λ ∈ Λ} ⊆ MRel(A)とするとき，二項多重

関係の和集合
∪

λ∈Λ

Rλ，共通集合
∩

λ∈Λ

Rλ は次のとおりである．

∪
λ∈Λ

Rλ := {(x,X) ∈ A × ℘(A) | ∃λ∈Λ.((x,X) ∈ Rλ)},∩
λ∈Λ

Rλ := {(x,X) ∈ A × ℘(A) | ∀λ∈Λ.((x,X) ∈ Rλ)}.

上向きに閉じた二項多重関係たちの和集合，共通集合は，それぞれ上向きに閉

じている．すなわち，UMRel(A)は，集合演算
∪

,
∩
について閉じている．

命題 2.5. {Rλ | λ ∈ Λ} ⊆ UMRel(A)のとき，
∪

λ∈Λ

Rλ，
∩

λ∈Λ

Rλは上向きに閉じて

いる．

証明. x ∈ A，X,Y ⊆ Aについて，

(x,X) ∈
∪

λ∈Λ

Rλ ∧ X ⊆ Y ⇐⇒ ∃λ ∈ Λ.(x,X) ∈ Rλ ∧ X ⊆ Y

⇐⇒ ∃λ ∈ Λ.[(x,X) ∈ Rλ ∧ X ⊆ Y ]

=⇒ ∃λ ∈ Λ.(x, Y ) ∈ Rλ

⇐⇒ (x, Y ) ∈
∪

λ∈Λ

Rλ.

(x,X) ∈
∩

λ∈Λ

Rλ ∧ X ⊆ Y ⇐⇒ ∀λ ∈ Λ.(x,X) ∈ Rλ ∧ X ⊆ Y

⇐⇒ ∀λ ∈ Λ.[(x,X) ∈ Rλ ∧ X ⊆ Y ]

=⇒ ∀λ ∈ Λ.(x, Y ) ∈ Rλ

⇐⇒ (x, Y ) ∈
∩

λ∈Λ

Rλ.

命題 2.6. (UMRel(A),∪,∩, 0,∇) は完備分配束である. すなわち，次が成り立つ．

• (UMRel(A),∪,∩)は束である．
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• P,Q, R ∈ UMRel(A) について, 次の 2つが成り立つ．

(P ∪ Q) ∩ R = (P ∩ R) ∪ (Q ∩ R)

(P ∩ Q) ∪ R = (P ∪ R) ∩ (Q ∪ R).

• 空でない任意のM ⊆ UMRel(A)について, 上限
∪

M, 下限
∩

Mが存在する．

命題 2.3より，UMRel(A)上の最大元は∇，最小元は 0である．また，最小元 0

が ∅であることから，次が成り立つ．

命題 2.7. R ∈ UMRel(A)について, 0 ∪ R = R ∪ 0 = R，0 ∩ R = R ∩ 0 = 0.

注意 2.1. 命題 2.6,2.7より (UMRel(A),∪, 0)はべき等可換モノイドである．すな

わち P, Q, R ∈ UMRel(A)に対して次をみたす．

(P ∪ Q) ∪ R = P ∪ (Q ∪ R)

0 ∪ R = R

P ∪ Q = Q ∪ P

R ∪ R = R .

2.2.2 合成

一般に、二項関係 r, pの合成 r · pは，

r · p = {(x, z) ∈ A × A | ∃y ∈ A.[(x, y) ∈ r ∧ (y, z) ∈ p]}

で与えられる．これに相当するものとして, 次を定義する.

定義 2.8. R, P ∈ MRel(A)とする. 二項多重関係の合成 R; P ∈ MRel(A) を次に

よって定義する.

(x,X) ∈ R; P
def⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.(y,X) ∈ P ]}
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合成 ; は包含関係を保存する．すなわち，合成演算 ;はMRel(A)上の順序関係

⊆に関して単調である．

命題 2.9. R, R′, P, P ′ ∈ MRel(A) とするとき，

R ⊆ R′ ∧ P ⊆ P ′ =⇒ R; P ⊆ R′; P ′

証明. x ∈ A, X ⊆ Aについて,

(x,X) ∈ R; P ⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ P ]

=⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ R′ ∧ ∀y ∈ Y.(y,X) ∈ P ′]

⇐⇒ (x,X) ∈ R′; P ′

また，合成の定義から，零元則について次が成り立つ．

命題 2.10. R ∈ MRel(A)は, 合成 ;と 0について次をみたす.

0; R = 0

0 ⊆ R; 0

なお、R; 0 ⊆ 0は, 以下の反例により一般には成立しないことがわかる．

例 2.1. A = {x}とする. (x, ∅) ∈ ∇であるので, ∇; 0 = ∇となり, ∇ ̸⊆ 0がい

える．

上向きに閉じた二項多重関係の合成もまた，上向きに閉じている．すなわち，

UMRel(A)は合成演算 ;について閉じている．

命題 2.11. R,P ∈ UMRel(A)のとき，それらの合成 R; P は上向きに閉じている．
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証明. x ∈ A，X, Z ⊆ Aについて，

(x,X) ∈ R; P ∧ X ⊆ Z

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ P ] ∧ X ⊆ Z

=⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.[(y, X) ∈ P ∧ X ⊆ Z]]

=⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.(y, Z) ∈ P ]

⇐⇒ (x, Z) ∈ R; P

命題 2.12. 上向きに閉じた二項多重関係は, 合成 ;について結合則をみたす. すな

わち，R, P, Q ∈ UMRel(A)とするとき，

P ; (Q; R) = (P ; Q); R

証明. 　 (P ; Q); R ⊆ P ; (Q; R)を示す．x ∈ A, X ⊆ Aのとき，

(x,X) ∈ (P ; Q); R

⇐⇒ ∃Z ⊆ A.[(x, Z) ∈ P ; Q ∧ ∀z ∈ Z.(z, X) ∈ R]

⇐⇒ ∃Z ⊆ A.[∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, Z) ∈ Q] ∧ ∀z ∈ Z.(z, X) ∈ R]

=⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.∃Z ⊆ A.[(y, Z) ∈ Q ∧ ∀z ∈ Z.(z, X) ∈ R]]

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ Q; R]

⇐⇒ (x,X) ∈ P ; (Q; R) .

P ; (Q; R) ⊆ (P ; Q); Rを示す. すなわち,

∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ Q; R]

=⇒ ∃Z ⊆ A.[(x, Z) ∈ P ; Q ∧ ∀z ∈ Z.(z, X) ∈ R]

を示せばよい.

∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ Q; R].とする．Y = ∅ のとき, Zとして

∅をとれば明らか．Y ̸= ∅のとき, 各 y ∈ Y に対して, Zy ⊆ Aが存在して,

(y, Zy) ∈ Q ∧ ∀z ∈ Zy.(z,X) ∈ R
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である．Z0 =
∪

y∈Y

Zyとすると, Qが上向きに閉じていることより, 各 y ∈ Y に対し

て, (y, Z0) ∈ Qである. また, ∀z ∈ Z0.(z,X) ∈ R. 従って,

∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, Z0) ∈ Q] ∧ ∀z ∈ Z0.(z, X) ∈ R

すなわち，(x,X) ∈ (P ; Q); R．

注意 2.2. P,Q, R ∈ MRel(A)，P ; (Q; R) ⊆ (P ; Q); Rは一般には成立しない．次

のような集合A = {x, y}上の二項多重関係を考える.

R = { (x, {x, y}), (y, {x, y}) },

Q = { (x, {y}), (y, {x}) }.

ここでRは上向きに閉じているが，Qは上向きに閉じていない. R; Q = 0である

ので, (R; Q); R = 0; R = 0．一方, Q; R = Rであるので，R; (Q; R) = R; R = R

となる．従って，R; (Q; R) ̸⊆ (R; Q); Rがいえる.

通常の二項関係における恒等関係は 1 = {(x, x) ∈ A × A | x ∈ A}で与えられ，

これは合成に関する単位元である．二項多重関係において、合成に関する単位元

は所属関係である．

定義 2.13. 二項多重関係 1 ⊆ A × ℘(A) を次のように定義する.

1 := {(x,X) ∈ A × ℘(A) | x ∈ X}

命題 2.14. 二項多重関係 1 は，上向きに閉じている．

証明. x ∈ A，X,Y ⊆ Aについて，

(x,X) ∈ 1 ∧ X ⊆ Y ⇐⇒ x ∈ X ∧ X ⊆ Y

=⇒ x ∈ Y

⇐⇒ (x, Y ) ∈ 1
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二項多重関係 1は，合成についての単位元である．

命題 2.15. R ∈ UMRel(A)とするとき次が成り立つ．

1; R = R

R; 1 = R

証明. 　 1; R ⊆ Rを示す. (x,X) ∈ 1; Rとすると，

∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ 1 ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ R] .

1の定義より, x ∈ Y . さらに ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ Rより, (x,X) ∈ R.

R ⊆ 1; Rを示す. (x, X) ∈ Rとすると，(x, {x}) ∈ 1であるから, (x,X) ∈ 1; R．

R; 1 ⊆ Rを示す. (x, X) ∈ R; 1とすると，

∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ 1]

∀y ∈ Y.(y,X) ∈ 1より, ∀y ∈ Y.y ∈ X. すなわち, Y ⊆ X．(x, Y ) ∈ Rであり，R

が上向きに閉じているので, (x,X) ∈ R.

R ⊆ R; 1を示す．(x, X) ∈ Rとすると，∀y ∈ X.(y, X) ∈ 1は 1の定義より明ら

かであるから，(x,X) ∈ R; 1．

命題 2.12と命題 2.15より, 次がえられる.

命題 2.16. (UMRel(A), ; , 1)はモノイドである.
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2.2.3 集合演算と合成の分配律

二項多重関係における集合演算と合成の分配律について考察する．通常の二項

関係の場合，p ⊆ A × A, {rλ ⊆ A × A | λ ∈ Λ}に対して，

p · (
∪
λ∈Λ

rλ) =
∪
λ∈Λ

(p · rλ), (2.1)

(
∪
λ∈Λ

rλ) · p =
∪
λ∈Λ

(rλ · p), (2.2)

p · (
∩
λ∈Λ

rλ) ⊆
∩
λ∈Λ

(p · rλ), (2.3)

(
∩
λ∈Λ

rλ) · p ⊆
∩
λ∈Λ

(rλ · p) (2.4)

が成り立つ．しかし，二項多重関係において式 (2.1)は成り立つとは限らない．ま

た，上向きに閉じた二項多重関係においては式 (2.4)が等号成立する．

ここでは上記の 4つの分配律について議論し，成立するものについては証明を

与え，成り立つとは限らないものについては反例を与える．まず，和集合
∪
と合

成 ; に関する分配律をみていく.

命題 2.17. P ∈ UMRel(A)，{Rλ | λ ∈ Λ} ⊆ UMRel(A)とするとき次が成り立つ．

∪
λ∈Λ

P ; Rλ ⊆ P ; (
∪

λ∈Λ

Rλ)

(
∪

λ∈Λ

Rλ); P =
∪

λ∈Λ

Rλ; P

証明.
∪

λ∈Λ

P ; Rλ ⊆ P ; (
∪

λ∈Λ

Rλ)を示す. 合成の単調性から次が明らかである．

(x,X) ∈
∪

λ∈Λ

P ; Rλ ⇐⇒ ∃κ ∈ Λ.[(x,X) ∈ P ; Rκ]

=⇒ (x,X) ∈ P ; Rκ

=⇒ (x,X) ∈ P ; (
∪

λ∈Λ

Rλ) .
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次に，(
∪

λ∈Λ

Rλ); P =
∪

λ∈Λ

Rλ; P を示す．

(x,X) ∈ (
∪

λ∈Λ

Rλ); P

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈
∪

λ∈Λ

Rλ ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ P ]

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[∃κ ∈ Λ.(x, Y ) ∈ Rκ ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ P )]

⇐⇒ ∃κ ∈ Λ.(∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ Rκ ∧ ∀y ∈ Y.(y,X) ∈ P ])

⇐⇒ ∃κ ∈ Λ.((x,X) ∈ Rκ; P )

⇐⇒ (x,X) ∈
∪

λ∈Λ

Rλ; P .

P ; (
∪

λ∈Λ

Rλ) ⊆
∪

λ∈Λ

P ; Rλ は一般には成立しない．以下がその反例である．

例 2.2. A = {x, y}とする．A上の二項多重関係，

R = { (x, {y}), (x, {x, y}), (y, {x, y}) }.

について考えると, (y, {y}) ∈ R; (1 ∪ R)であるが, (y, {y}) ̸∈ R; 1 ∪ R; Rである.

従って, R; (1 ∪ R) ̸⊆ R; 1 ∪ R; Rがいえる.

続いて, 共通集合
∩

, 合成 ; に関する分配律についてみていく.

命題 2.18. P ∈ UMRel(A)，{Rλ | λ ∈ Λ} ⊆ UMRel(A)とするとき次が成り立つ．

P ; (
∩

λ∈Λ

Rλ) ⊆
∩

λ∈Λ

P ; Rλ

(
∩

λ∈Λ

Rλ); P =
∩

λ∈Λ

Rλ; P
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証明. 　 P ; (
∩

λ∈Λ

Rλ) ⊆
∩

λ∈Λ

P ; Rλを示す.

(x,X) ∈ P ; (
∩

λ∈Λ

Rλ)

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈
∩

λ∈Λ

Rλ]

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.∀λ ∈ Λ.((y, X) ∈ Rλ)]

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.∀λ ∈ Λ.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ Rλ]

=⇒ ∀λ ∈ Λ.∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ Rλ]

⇐⇒ ∀λ ∈ Λ.(x, X) ∈ P ; Rλ

⇐⇒ (x,X) ∈
∩

λ∈Λ

P ; Rλ .

(
∩

λ∈Λ

Rλ); P ⊆
∩

λ∈Λ

Rλ; P を示す.

(x,X) ∈ (
∩
λ∈Λ

Rλ); P

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈
∩
λ∈Λ

Rλ ∧ ∀y ∈ Y.(y, X) ∈ P ]

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.[∀λ∈Λ.(x, Y ) ∈ Rλ ∧ ∀y ∈ Y.(y,X) ∈ P ]

⇐⇒ ∃Y ⊆ A.∀λ∈Λ.[(x, Y ) ∈ Rλ ∧ ∀y ∈ Y.(y,X) ∈ P ]

=⇒ ∀λ∈Λ.∃Y ⊆ A.[(x, Y ) ∈ Rλ ∧ ∀y ∈ Y.(y,X) ∈ P ]

⇐⇒ ∀λ∈Λ.(x, X) ∈ Rλ; P

⇐⇒ (x,X) ∈
∩
λ∈Λ

Rλ; P .

∩
λ∈Λ

Rλ; P ⊆ (
∩

λ∈Λ

Rλ); P を示す．(x,X) ∈
∩

λ∈Λ

Rλ; P とする．∀λ ∈ Λ.(x,X) ∈ Rλ; P

であるから，各 λごとに

∃Yλ ⊆ A.[(x, Yλ) ∈ Rλ ∧ ∀y ∈ Yλ.(y,X) ∈ P ] .

ここで，Y0 = ∪
λ∈Λ

Yλとおくと，Rλたちが上向きに閉じていることから

∀λ ∈ Λ.(x, Y0) ∈ Rλ，すなわち (x, Y0) ∈
∩

λ∈Λ

Rλ である．∀y ∈ Y0.(y,X) ∈ P なの

で，(x,X) ∈ (
∩

λ∈Λ

Rλ); P がいえる．
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注意 2.3.
∩

λ∈Λ

Rλ; P ⊆ (
∩

λ∈Λ

Rλ); P は，Rλたちがすべて上向きに閉じていなければ，

成立するとは限らない．次のような集合A = {x, y}上の二項多重関係を考える．

R1 = {(x, {x, y})}, R2 = {(x, {x})},

P = {(x, {x, y}), (y, {x, y})} .

R1 は上向きに閉じているが，R2 は上向きに閉じていない．R1; P = R2; P =

{(x, {x, y})}であるので，R1; P ∩ R2; P = {(x, {x, y})}．一方，R1 ∩ R2 = 0な

ので，(R1 ∩ R2); P = 0; P = 0．従って，R1; P ∩ R2; P ̸⊆ (R1 ∩ R2); P がいえる．

また，
∩

λ∈Λ

P ; Rλ ⊆ P ; (
∩

λ∈Λ

Rλ) は以下の反例により，一般には成立しない.

例 2.3. A = {x, y, z}とする．UMRel(A)の元，

P = {(x,W ) | W ̸= ∅}

R = {(x, {y}), (x, {x, y}), (y, {x, y})}

R′ = {(x, {x, y}), (y, {y}), (y, {x, y})}

について考えると，(x, {y}) ∈ P ; R ∩ P ; R′であるが, (x, {y}) ̸∈ P ; (R ∩ R′)であ

る．従って，P ; R ∩ P ; R′ ̸⊆ P ; (R ∩ R′)がいえる．
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第3章 多重関係の反射的推移的閉包

二項多重関係の反射的推移的閉包はゲーム論理における“反復”に相当する．

Goranko [4]とVenema [20]はゲーム論理に現れる演算を代数的な視点から研究し，

反復を含まないゲーム論理の健全かつ完全な代数モデルを与えた．しかし，反復を

含むゲーム論理の健全かつ完全な代数モデルは未だに明らかになっていない．こ

れを明らかにするには，反復に相当する反射的推移的閉包の構成方法についてよ

り詳しい考察が必要と思われる．

本章では前章の議論をふまえて，二項多重関係の反射的推移的閉包の構成方法

について厳密に考察することにする．まず，二項関係における反射的推移的閉包

の定義を紹介し，これに相当する上向きに閉じた二項多重関係 UMRel(A)におけ

る反射的推移的閉包の定義を与える．多重関係の反射的推移的閉包の構成はその

定義から直ちに得られるものもあるが，ここではその他の構成方法についても考

察する．

3.1 反射的推移的閉包の定義

集合 A上の二項関係 r ⊆ A × Aの反射的推移的閉包 r∗とは，rを含む反射的

(1 ⊆ x) かつ推移的 (x · x ⊆ x) な関係のうち最小の関係，すなわち，

∩
{x | 1 ∪ r ∪ x · x ⊆ x}

で与えられる．二項多重関係における反射的推移的閉包も同様に与えられる．
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定義 3.1. R ∈ UMRel(A)の反射的推移的閉包 R∗とは，Rを含む反射的 (1 ⊆ ξ)

かつ推移的 (ξ · ξ ⊆ ξ) な関係のうち，最小の関係である．

定義より，ただちに次がいえる．

命題 3.2. R ∈ UMRel(A)の反射的推移的閉包は，∩
{ξ ∈ UMRel(A) | 1 ∪ R ∪ ξ; ξ ⊆ ξ} .

3.2 反射的推移的閉包：有限性を考慮しない場合

ここでは有限性を考慮しない場合，すなわち何ら制限を加えていない場合の，上

向きに閉じた二項多重関係の反射的推移的閉包について議論する．

一般に，A上の二項関係 r ⊆ A × Aの反射的推移的閉包は次の構成方法で与え

られることが知られている． ∪
n≥0

rn

但し，rnは r0 = 1 , rn+1 = r · rnによって定義される．

文献 [6]では，二項多重関係においても上記の構成で反射的推移的閉包が得られ

るとしているが，これは誤りである．以下にその反例を挙げる．

例 3.1. A = {x, y, z}とする．UMRel(A)の元

R = {(x,W ) | z ∈ W} ∪ {(y, W ) | {x, z} ⊆ W} ∪ {(z, W ) | {x, z} ⊆ W}.

について考える．R; R ⊆ Rであることより,∪
n≥0

Rn = R ∪ 1 .

従って，命題 2.15，命題 2.17より

(
∪

n≥0

Rn); (
∪

n≥0

Rn) = (R ∪ 1); (R ∪ 1)

= R; (R ∪ 1) ∪ (R ∪ 1) .
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である. (y, {z}) ∈ R; (R ∪ 1)であるが, (y, {z}) ̸∈ R ∪ 1となることから,

(
∪
n≥0

Rn); (
∪
n≥0

Rn) ̸⊆ R ∪ 1 = (
∪
n≥0

Rn).

すなわちこの
∪

n≥0

Rnは推移律をみたさない.

R ∈ UMRel(A)に対して,次のような写像φR : UMRel(A) → UMRel(A)を考える.

φR(ξ) := R; ξ ∪ 1 .

写像 φR は単調である，すなわち ξ ⊆ η =⇒ φR(ξ) ⊆ φR(η)．また，φn
R(ξ)を

φ0
R(ξ) = ξ, φn+1

R (ξ) = φR(φn
R(ξ))

によって定義する．

順序集合 (UMRel(A),⊆)は，最小元0を持ち，任意の有向部分集合D ⊆ UMRel(A)

に対して上限
∪

Dが存在するので，完全順序集合（complete partially ordered set）

である．

完全順序集合の不動点定理 [2, 11]によれば，φR が連続であれば,
∪

n≥0

φn
R(0) が

二項多重関係 R ∈ UMRel(A)の最小不動点である，といえる.

完全順序集合 L上の写像 f : L → Lが連続であるとは，Lの有向部分集合Dに

たいして
∨

f(D)が存在して，f(
∨

D) =
∨

f(D)が成り立つことである．ただし，∨
BはB ⊆ Lの上限を表す．

しかしながら，φRは連続であるとは限らない. 以下はその反例である．

例 3.2. 自然数全体からなる集合を Nとし，ωを任意の自然数に対して n < ωと

なるような元だとして，A = N ∪ {ω}とする．

R = {(ω,W ) ∈ A × ℘(A) | N ⊆ W}

Pi = {(x,W ) ∈ A × ℘(A) | i ∈ N ∧ x ≤ i ∧ N ⊆ W}
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とすると，{Pi | i ∈ N} は UMRel(N ∪ {ω}) の有向部分集合である．ここで，∪
i∈N

R; Pi = ∅ であることから，
∪
i∈N

φR(Pi) = 1．また，φR(
∪
i∈N

Pi) = R; (
∪
i∈N

Pi) ∪ 1

である．(ω, N)はR; (
∪
i∈N

Pi)の元であるが，1の元ではない．よって，φR(
∪
i∈N

Pi) ̸⊆∪
i∈N

φR(Pi)となり，φRは連続でないといえる．

さらに，次の例から
∪

n≥0

φn
R(0)がRの反射的推移的閉包にならない場合があるこ

とがわかる．

例 3.3. A = N ∪ {ω}とする．UMRel(A)の元，

R = {(x,X) ∈ A × ℘(A) | {y ∈ N | y < x} ⊆ X}

を考えると，(x, ∅) ∈ φn
R(0) ⇐⇒ x < n が成り立つので，

(x, ∅) ∈
∪
n≥0

φn
R(0) ⇐⇒ x ∈ N

が成り立つ．よって，(ω, ∅) ̸∈
∪

n≥0

φn
R(0)である. 一方，(ω, N) ∈ Rであり，任意

の自然数 nに対して (n, ∅) ∈
∪

n≥0

φn
R(0)なので，(ω, ∅) ∈ R; (

∪
n≥0

φn
R(0)) が成り立つ．

合成 ;の単調性より，

(ω, ∅) ∈ (
∪
n≥0

φn
R(0)); (

∪
n≥0

φn
R(0))

が成り立つので，
∪

n≥0

φn
R(0)は推移的ではない．

以上により，
∪

n≥0

Rn(0) ，
∪

n≥0

φn
R(0)がR ∈ UMRel(A)の反射的推移的閉包である

とは限らないことがいえた．

次に，
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}について考え，これがR ∈ UMRel(A)の反射的推移的

閉包であることを示す．

P ∈ {ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}ならば，φRの定義より明らかに 1 ⊆ P であり，さらに，

R = R; 1 ⊆ R; P ⊆ R; P ∪ 1 ⊆ P が成り立つので，
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}はRを含む

反射的関係である．
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∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}が推移的であるためには次の 2つが成り立てば十分である．

R; (
∩

{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}) ⊆
∩

{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} (3.1)

R; P ⊆ P =⇒ (
∩

{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}); P ⊆ P (3.2)

Knaster-Tarskiの不動点定理 [2, 11]によると，完備束 (L,≤)上の単調写像 f の

最小不動点は， ∧
{x ∈ L | f(x) ≤ x}

で与えられる．ただし，
∧

BはB ⊆ Lの下限を表す．従って，
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}

は，UMRel(A)上の単調写像 φRの最小不動点であるので，ただちに次がいえる．

定理 3.3. R ∈ UMRel(A)に対して，(3.1)の包含関係が成り立つ．

条件 (3.2)を示すには少し準備が必要である．R，Q ∈ UMRel(A)に対して, Rの

Qに関する右剰余を

R�Q :=
∪

{ξ | ξ; Q ⊆ R}

と定める．

命題 3.4. Q,R ∈ UMRel(A)に対して，(R�Q); Q ⊆ Rが成り立つ．

証明. 命題 2.17より，

(R�Q); Q = (
∪

{ξ | ξ; Q ⊆ R}); Q =
∪

{ξ; Q | ξ; Q ⊆ R} ⊆ R .

命題 3.5. P,Q, R ∈ UMRel(A)に対して，P ; Q ⊆ R ⇐⇒ P ⊆ R�Qが成り立つ．

証明. P ; Q ⊆ Rならば，P ∈ {ξ | ξ; Q ⊆ R}より P ⊆ R�Q．逆に P ⊆ R�Qと

すると，命題 3.4より，P ; Q ⊆ (R�Q); Q ⊆ R .
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定理 3.6. R, P ∈ UMRel(A)に対して次が成り立つ．

R; P ⊆ P =⇒ (
∩

{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}); P ⊆ P

証明. R; P ⊆ P ならば，命題 2.17より，

R; (P�P ); P = R; (
∪
{ξ | ξ; P ⊆ P}); P

= R; (
∪
{ξ; P | ξ; P ⊆ P})

⊆ R; P

なので，P ∪ R; (P�P ); P ⊆ P がいえる．さらに命題 2.17, 3.5より

P ∪ R; (P�P ); P ⊆ P

⇐⇒ (1 ∪ R; (P�P )); P ⊆ P

⇐⇒ 1 ∪ R; (P�P ) ⊆ P�P

=⇒
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⊆ P�P

⇐⇒ (
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}); P ⊆ P .

以上で
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}がR ∈ UMRel(A)を含み，反射的かつ推移的であるこ

とを示した．次に最小性を示す．

命題 3.7. R,χ ∈ UMRel(A)とする．χがRを含み反射的かつ推移的であるならば，

∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⊆ χ

が成り立つ．

証明. χがRを含み推移的であることから，合成の単調性によりR; χ ⊆ χ; χ ⊆ χ

をみたす．さらに，χが反射的であることから，φR(χ) ⊆ χなので，
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆

ξ} ⊆ χ が成り立つ．
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以上の議論により，UMRel(A)の元 Rの反射的推移的閉包が次のように与えら

れることがわかった．

定理 3.8. R ∈ UMRel(A)に対して，
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} はRの反射的推移的閉包

である．

3.3 反射的推移的閉包：有限性を考慮した場合

上向きに閉じた二項多重関係 Rに対して，(x,X) ∈ Rならば (x, Y ) ∈ Rかつ

Y ⊆ Xとなるような有限集合 Y が存在するとき，Rは有限的であるという．

定義 3.9. R ∈ UMRel(A)が

(x,W ) ∈ R =⇒ ∃Z :有限集合.[Z ⊆ W ∧ (x, Z) ∈ R]

をみたすとき，Rは有限的（finitary）である，という．

有限的な UMRel(A)の元全体の集合を UMRelf (A)で表す．

UMRelf (A)については，以下のことがわかる．

命題 3.10. UMRelf (A)について次が成り立つ．

- UMRelf (A)は，
∪
や ;について閉じている．

- 0，∇および 1は UMRelf (A)の元である．

- (UMRelf (A),∪, 0)はべき等可換モノイド．

- (UMRelf (A), ; , 1)はモノイド．

- 命題 2.17の 2つの式が成り立つ．

上記が成り立つ一方で，UMRelf (A)は
∩
について閉じていない．

例 3.4. i ∈ Nとし，Ri = {(1, X) ∈ N × ℘(N) | i ∈ X} とすると，任意の iにつ

いてRi ∈ UMRelf (N)であるが，∩
{Ri | i ∈ N} = {(1, N)}
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となり，Ri (i ∈ N)の共通部分は有限的でない．

R ∈ UMRelf (A)に対して，φR : UMRelf (A) → UMRelf (A)を前節と同様に

φR(ξ) = R; X ∪ 1

と定義すると，φRは単調写像である．

UMRelf (A) 上で，
∪

n≥0

φn
R(0) が反射的推移的閉包であるか考察する．

1 ⊆ R; 0 + 1 = φR(0)

R ⊆ R; (R; 0 + 1) + 1 = φ2
R(0)

であるので,
∪

n≥0

φn
R(0)はRを包含し反射的である．

補題 3.11. 任意の自然数 nについて，φn
R(0) ⊆ φn+1

R (0)が成り立つ．

証明. nについての数学的帰納法で示す．n = 0のとき,

φ0
R(0) = 0 ⊆ R; 0 + 1 = φ1

R(0) .

φn
R(0) ⊆ φn+1

R (0)と仮定すると，

φn+1
R (0) = R; φn

R(0) + 1

⊆ R; φn+1
R (0) + 1

= φn+2
R (0) .

UMRelf (A) 上で,
∪

n≥0

φn
R(0)が推移的であることは, 命題 2.17 より

(
∪

n≥0

φn
R(0)); (

∪
n≥0

φn
R(0)) =

∪
k≥0

φk
R(0); (

∪
n≥0

φn
R(0)) なので, 任意の k ≥ 0について,

φk
R(0); (

∪
n≥0

φn
R(0)) ⊆

∪
n≥0

φn
R(0)

であることを示せばよい.
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補題 3.12. R ∈ UMRelf (A)のとき, 任意の k ≥ 0について次が成り立つ．

φk
R(0); (

∪
n≥0

φn
R(0)) ⊆

∪
n≥0

φn
R(0)

証明. kについての数学的帰納法で示す．k = 0のとき,

φ0
R(0); (

∪
n≥0

φn
R(0)) = 0; (

∪
n≥0

φn
R(0)) = 0 ⊆

∪
n≥0

φn
R(0) .

φk
R(0); (

∪
n≥0

φn
R(0)) ⊆

∪
n≥0

φn
R(0)を仮定する．命題 2.17より，

φk+1
R (0); (

∪
n≥0

φn
R(0)) = (R; φk

R(0) + 1); (
∪

n≥0

φn
R(0))

= R; φk
R(0); (

∪
n≥0

φn
R(0)) + 1; (

∪
n≥0

φn
R(0))

⊆ R; (
∪

n≥0

φn
R(0)) +

∪
n≥0

φn
R(0) .

以下, R; (
∪

n≥0

φn
R(0)) ⊆

∪
n≥0

φn
R(0) を示す. (x,W ) ∈ R; (

∪
n≥0

φn
R(0))と仮定すると, R

が有限的なので, 有限集合 Y が存在して,

(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.∃k.(y, W ) ∈ φk
R(0) .

Y = ∅のとき, (x,W ) ∈ R ⊆
∪

n≥0

φn
R(0).

Y ̸= ∅のとき, 各 y ∈ Y について, 自然数 kyが存在して, (y, W ) ∈ φ
ky

R (0)である.

k0 = sup{ky | y ∈ Y }とおけば, 補題 3.11より i ≤ j =⇒ φi
R(0) ⊆ φj

R(0)なので,

∀y ∈ Y.(y, W ) ∈ φk0
R (0).

従って，(x,W ) ∈ R; φk0
R (0). これにより,

R; φk0
R (0) ⊆ R; φk0

R (0) + 1

= φk0+1
R (0)

⊆
∪

n≥0

φn
R(0)

となるので R; (
∪

n≥0

φn
R(0)) ⊆

∪
n≥0

φn
R(0)である. 従って，φk+1

R (0); (
∪

n≥0

φn
R(0)) ⊆∪

n≥0

φn
R(0)がいえる．
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ここまで，UMRelf (A)上で
∪

n≥0

φn
R(0) は, Rを含む反射的推移的な多重関係であ

ることを示してきた．次に最小性を示す．

補題 3.13. R ∈ UMRelf (A)に対して, χを反射的推移的でRを含む有限的な上向

きに閉じた二項多重関係とするとき,
∪

n≥0

φn
R(0) ⊆ χである．

証明. nについての数学的帰納法を用いて, φn
R(0) ⊆ χを示す．n = 0のとき,

φ0
R(0) = 0 ⊆ χである．φn

R(0) ⊆ χを仮定すると，φn+1
R (0) = R; φn

R(0)+1 ⊆ R; χ+

1．χがRを含み反射的推移的であることからR; χ+1 ⊆ χ; χ+1 ⊆ χ+1 ⊆ χ．

以上により, 次の定理が得られた.

定理 3.14. R ∈ UMRelf (A)に対して，
∪

n≥0

φn
R(0) はRの反射的推移的閉包である．

集合Aの有限部分集合の全体を ℘f (A)と書くことにし，A × ℘f (A)の部分集合

を有限二項多重関係と呼ぶことにする．さらに，上向きに閉じた有限二項多重関

係の全体をUMRelF (A)と書くことにする．UMRelF (A)は
∪
，

∩
および ;について

閉じており，次の性質をみたすことがわかる．

命題 3.15. UMRelF (A)について次が成り立つ．

- (UMRelF (A),∪,∩, 0,∇)は完備分配束をなす.

- (UMRelF (A), ; , 1)はモノイドをなす．

- 命題 2.17，2.18の全ての式が成り立つ．

UMRelf (A)から UMRelF (A)への写像Gを

G(R) = {(x,X) | (x,X) ∈ R ∧ Xは有限 }

によって定める．

命題 3.16. 上で定めた写像Gは全単射であり，
∪

, ; ,∇, 0, 1を保存する．
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証明. P ∈ UMRelF (A)に対して，

R = {(x,X) | ∃Y ∈ ℘f (A).(x, Y ) ∈ P ∧ Y ⊆ X}

とすると，R ∈ UMRelf (A)である．(x,X) ∈ G(R)であることと

∃Y ∈ ℘f (A).(x, Y ) ∈ P ∧ Y ⊆ X ∧ X ∈ ℘f (A)

とは同値であることに注意すると，P が上向きに閉じていることからG(R) ⊆ P

であり，この逆は，上の論理式で Y として特にXをとれば良い．よって，Gは全

射である．

次に，G(R) = G(R′)と仮定すると，Gの定義より，Xが有限集合の場合

(x,X) ∈ R ⇐⇒ (x, X) ∈ R′

となる．(x, Y ) ∈ Rとすると (x, Z) ∈ RかつZ ⊆ Y となるような有限集合Zが存

在する．Zが有限集合なので (x, Z) ∈ R′となり，R′が上向きに閉じていることか

ら (x, Y ) ∈ R′を得る．この逆も同様に示すことができるので，Gが単射であるこ

とがわかる．

Gが
∪

,∇, 0, 1を保存することと，G(R); G(P ) ⊆ G(R; P )であることは，Gお

よびそれぞれの演算の定義より容易に示すことができる．G(R; P ) ⊆ G(R); G(P )

は，Gおよび ;の定義に加えてRが有限的なことを用いることにより示すことが

できる．

R ∈ UMRelF (A)に対して，φR を前節と同様に定義すると，UMRelF (A)から

UMRelF (A)への単調写像であり，命題 3.16より次の性質を得る．

命題 3.17. R ∈ UMRelF (A)とするとき，
∪

n≥0

φn
R(0)はRの反射的推移的閉包である.

UMRelF (A) は UMRelf (A) と異なり
∩
について閉じているので，

∪
n≥0

φn
R(0) と∩

{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} を比較することが可能である．そのために必要な補題を準備

する．
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補題 3.18. R ∈ UMRelF (A)とする．n ≥ 0について φn
R(0) ⊆ φn+1

R (0).

証明. nに関する数学的帰納法により示す. n = 0のとき, φ0
R(0) = 0より成り立

つ．φn
R(0) ⊆ φn+1

R (0)と仮定すると，

φn+1
R (0) = R; φn

R(0) ∪ 1

⊆ R; φn+1
R (0) ∪ 1

= φn+2
R (0)

となり，任意の n ≥ 0について成り立つことがわかる．

UMRelF (A)において次の等式が成り立つ．

定理 3.19.
∪

n≥0

φn
R(0) =

∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}

証明.
∪

n≥0

φn
R(0) ⊆

∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} を示すためには，任意のQ ∈ {ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}

について,
∪

n≥0

φn
R(0) ⊆ Q, すなわち，

φn
R(0) ⊆ Q (n ≥ 0)

を示せばよいので，nについての帰納法によりこれを示す．n = 0のときは明らか

に成り立つ．φn
R(0) ⊆ Qと仮定すると，

φn+1
R (0) = R; φn

R(0) ∪ 1 ⊆ R; Q ∪ 1 ⊆ Q

が成り立つ．∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⊆

∪
n≥0

φn
R(0)を示すためには，

∪
n≥0

φn
R(0) ∈ {ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} を

示せばよい．1 ⊆ φR(0)より，1 ⊆
∪

n≥0

φn
R(0)であるので，

R; (
∪

n≥0

φn
R(0)) ⊆

∪
n≥0

φn
R(0) を示せは十分である．(x,W ) ∈ R; (

∪
n≥0

φn
R(0))と仮定す

ると,

(x, Y ) ∈ R ∧ ∀y ∈ Y.∃k.(y,W ) ∈ φk
R(0)
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となるような有限集合Y が存在する．Y = ∅のとき, (x,W ) ∈ RかつR ⊆
∪

n≥0

φn
R(0)

より (x,W ) ∈ φn
R(0)．Y ̸= ∅のとき, 各 y ∈ Y について, (y,W ) ∈ φ

ky

R (0)となる ky

が存在する．

k0 = max{ky | y ∈ Y }

とおけば, 補題 3.11より，各 y ∈ Y に対して (y, W ) ∈ φk0
R (0)が成り立つ．従って,

(x,W ) ∈ R; φk0
R (0)である．さらに，

R; φk0
R (0) ⊆ R; φk0

R (0) ∪ 1

= φk0+1
R (0)

⊆
∪
n≥0

φn
R(0) .

従って，(x,W ) ∈
∪

n≥0

φn
R(0)を得る．

UMRelf (A)の元の族 {Rλ | λ ∈ Λ}に対して，

∧
λ∈Λ

Rλ = G−1(
∩
λ∈Λ

G(Rλ))

と定義すると，明らかにG(
∧

λ∈Λ

Rλ) =
∩

λ∈Λ

G(Rλ)であるので，命題 3.16より
∧

λ∈Λ

Rλ

は UMRelf (A)上の順序⊆に関する {Rλ | λ ∈ Λ} の下限であり，組 (UMRelf (A),

∪,∧, 0,∇)は完備分配束をなす．さらに，命題 3.16と定理 3.19より，UMRelf (A)

において次の等式が成り立つことがわかる．

系 3.1. R ∈ UMRelf (A) に対して，
∪

n≥0

φn
R(0) =

∧
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}である．
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緩クリーニ代数は 2004年にMöller [10]によって提案された，クリーニ代数を拡

張した代数系である．クリーニ代数は正規言語の等式理論の健全かつ完全な公理

化として，Kozen [5]によって与えられた．クリーニ代数という名前は計算機科学

の基礎理論に多大な貢献した Stephen Cole Kleeneに由来する．以下に，クリーニ

代数の定義を与える．

定義 4.1. クリーニ代数とは，集合Kとその上の二項演算+, ·，単項演算 ∗，およ

びKの元 0, 1の六つ組 (K, +, ·, ∗, 0, 1)で，次が成り立つようなものである．

- (K, +, 0)は，べき等可換モノイド．

- (K, ·, 1)は，モノイド．

- 演算 ·は演算+に関する分配律をみたす．すなわち次が成り立つ．

(a + b)c = ac + bc (4.1)

a(b + c) = ab + ac (4.2)

- 0は ·に関する零元である．すなわち次が成り立つ．

0a = 0 (4.3)

a0 = 0 (4.4)
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- 演算 ∗ はについて次をみたす.

1 + aa∗ ≤ a∗ (4.5)

1 + a∗a ≤ a∗ (4.6)

ab ≤ b =⇒ a∗b ≤ b (4.7)

ab ≤ a =⇒ ab∗ ≤ a (4.8)

ただし a, b, c ∈ Kである．また，上記において，·は省略されており，K上の順序

≤は a ≤ b ⇐⇒ a + b = bで定義される．

Möllerは正規言語の代数であるクリーニ代数の公理を有限列・無限列の言語ま

で扱えるように弱めた代数系を提案し，これを緩クリーニ代数と呼んだ．具体的

には，クリーニ代数の定義では

- 演算 ·の演算+について，”左右両側”の分配律 (4.1), (4.2)

- 演算 0の演算 ·について，”左右両側”の零元則 (4.3), (4.4)

をみたすことが必要であるのに対し，緩クリーニ代数では

- 演算 ·の演算+について，”左”分配律 (4.1)

- 演算 0の演算 ·について，”左”零元則 (4.3)

を要するよう公理を弱めた．緩クリーニ代数は，Cohenの omega Algebra [1]やvon

WrightのDemonic Refinement Algebra [21] などに共通する特徴を捉えている．

一般に二項関係全体がクリーニ代数の関係モデルであることが知られており，そ

の事実はクリーニ代数の拡張に影響を与えた．従って，緩クリーニ代数の関係モ

デルを明らかにすることは，緩クリーニ代数にも同様の拡張を期待させるものと

して，有意義であると考える．

本章では，前章までの議論を基に緩クリーニ代数の関係モデルを与える．始め

に緩クリーニ代数の定義を紹介し，次に二項多重関係全体が緩クリーニ代数の関

係モデルであることを示す．そして，緩クリーニ代数より強い代数，すなわち緩
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クリーニ代数に公理を追加した代数を紹介し，その関係モデルも与える．

4.1 緩クリーニ代数の定義

緩クリーニ代数を定義する前に，少し準備をする．

定義 4.2. 組 (K, +, ·, 0, 1)は次をみたすとき，べき等左半環（idempotent left semi-

ring）という．

- (K, +, 0)は，べき等可換モノイド．

- (K, ·, 1)は，モノイド．

- 演算 ·は単調で，左零元則および演算+との左分配律をみたす：

0a = 0

(a + b)c = ac + bc .

ただし a, b, c ∈ K．また演算 ·は省略されている．順序 ≤ は a ≤ b ⇐⇒ a + b = b

で定義される．

定義 4.3. 組 (K, +, ·, ∗, 0, 1) が次をみたすとき．緩クリーニ代数（lazy Kleene

algebra）という．

- (K, +, ·, 0, 1) は，べき等左半環．

- 演算 ∗ は a, b ∈ Kについて次をみたす.

1 + aa∗ ≤ a∗ (4.9)

ab ≤ b =⇒ a∗b ≤ b (4.10)

4.2 緩クリーニ代数の関係モデル

ここでは，2, 3章の結果を用いて，上向きに閉じた二項多重関係全体UMRel(A)

が緩クリーニ代数の公理をみたすことを示す．
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命題 4.4. (UMRel(A),∪, ; , 0, 1)は，べき等左半環である．

証明. 注意 2.1より (UMRel(A),∪, 0)はべき等可換モノイドである．また，命題

2.16から，(UMRel(A), ; , 1)はモノイドである．さらに命題 2.9，2.10，2.17より，

演算 ;は単調であり，左零元則および演算 ∪について左分配律をみたす．従って，

(UMRel(A),∪, ; , 0, 1)は，べき等左半環である．

続いて，UMRel(A)上の演算 ∗を定義し，緩クリーニ代数の ∗に関する規則をみ

たすことを示す．UMRel(A)上の演算 ∗は反射的推移的閉包によって定義する.

定義 4.5. R ∈ UMRel(A)に対して，UMRel(A)上の演算 ∗を次のように定義する．

R∗ :=
∩

{ξ | R; ξ ∪ 1 ⊆ ξ}

式 (4.9)，(4.10)に相当する条件，すなわち，R,P ∈ UMRel(A)に対して，

1 ∪ R; R∗ ⊆ R∗

R; P ⊆ P =⇒ R∗; P ⊆ P

が成り立つことは，定理 3.3，3.6において既に示した．以上のことから次が得ら

れる．

定理 4.6. 組 (UMRel(A),∪, ; , ∗, 0, 1)は，緩クリーニ代数である．

4.3 公理を追加した緩クリーニ代数とその関係モデル

本節では緩クリーニ代数の定義に対して，３つの公理，0公理，+公理，D公理

について考える．

単口木クリーニ代数は高井，古澤 [16]によって 2006年に提案された．これは単

口木言語という木言語の部分クラスを扱えるようにクリーニ代数を拡張した代数

系である．



4.3. 公理を追加した緩クリーニ代数とその関係モデル 37

確率クリーニ代数はMcIverら [7, 9]によって，確率システムの検証におけるモ

デルの抽象化を目的として提案された．彼女らは確率システムのモデルを確率ク

リーニ代数によってある程度小さくしてから検証を始めるという手法を提案し，特

定の問題に対して有用であることを示した [7, 9]．

この２つのクリーニ代数は，それぞれ別の目的で提案されたものであるが，ど

ちらも以下に論ずる公理の幾つかを緩クリーニ代数の定義に加えることで得られ

る代数である．

前節では二項多重関係全体 UMRel(A)が緩クリーニ代数の関係モデルであるこ

とを示したが，ここではUMRel(A)が下記の公理をみたすための条件を考察し，上

記の各クリーニ代数の関係モデルを与える．

定義 4.7. 緩クリーニ代数 (K, +, ·, ∗, 0, 1)が，a, b, c ∈ Kについて

a0 = 0 (4.11)

ab + ac = a(b + c) (4.12)

a(b + 1) ≤ a =⇒ ab∗ ≤ a (4.13)

をみたすとき，それぞれ 0公理，+公理，D公理をみたすという．

緩クリーニ代数は 0公理，+公理をみたすとは限らない．このことはUMRel(A)

が緩クリーニ代数をなすという定理 4.6と，例 2.1，2.2からそれぞれわかる．ま

た，緩クリーニ代数は D公理もみたすとは限らない．UMRel(A)において，D公

理 (4.13)に相当する

P ; (R + 1) ⊆ P =⇒ P ; (
∩

{ξ | R; ξ ∪ 1 ⊆ ξ}) ⊆ P (4.14)

の反例を以下に与える．

例 4.1. Nを自然数全体の集合とし, UMRel(N)の元

P = {(n,W ) ∈ N × ℘(N) | W は無限集合 }

R = {(0, ∅)} ∪ {(n,W ) ∈ N × ℘(N) | ∃m ∈ W.n ≤ m + 1}
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について考えると，P ; (R + 1) = P ; R ⊆ P がいえる．R; ξ + 1 ⊆ ξ =⇒ ∀k ∈

N.(k, {0}) ∈ ξ であることを示す. R; ξ + 1 ⊆ ξとする．k = 0のとき, (0, {0}) ∈

R = R; 1 ⊆ R; ξ ⊆ ξである．(k, {0}) ∈ ξ を仮定すると, (k + 1, {k}) ∈ Rより

(k+1, {0}) ∈ R; ξ ⊆ ξ．
∩
{ξ | R; ξ∪1 ⊆ ξ}はφRの最小不動点であるから，任意の

自然数 kについて (k, {0}) ∈
∩
{ξ | R; ξ ∪ 1 ⊆ ξ}が成り立つ. ある自然数 nについ

て，(n, N) ∈ P なので，(n, {0}) ∈ P ; (
∩
{ξ | R; ξ ∪ 1 ⊆ ξ})．一方で，(n, {0}) ̸∈ P

であるので，P ; (
∩
{ξ | R; ξ ∪ 1 ⊆ ξ}) ̸⊆ P がいえる．

以上により，緩クリーニ代数が 0公理，+公理，D公理をみたすとは限らないこ

とがいえた．

緩クリーニ代数と３つの公理，クリーニ代数については次がいえる．

命題 4.8. D公理，0公理，+公理をみたす緩クリーニ代数はクリーニ代数である．

証明. D公理，0公理，+公理をみたす緩クリーニ代数 (K, +, ·, ∗, 0, 1)がクリーニ

代数であることを示す．仮定より (K, +, 0)はべき等可換モノイドで，(K, ·, 1)は

モノイドであり，各演算について

a + a = a

0a = 0

a0 = 0

a(b + c) = ab + ac

(a + b)c = ac + bc

が成り立つ．さらに演算 ∗について

1 + aa∗ ≤ a∗

ab ≤ b =⇒ a∗b ≤ b
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が成り立つ．また，この 2つの式から a∗a∗ ≤ a∗がいえる．従って 1 + a∗a ≤ a∗が

成り立つことは，1 ≤ a∗であることから

a∗a = a∗(a1) ≤ a∗(aa∗) ≤ a∗a∗ ≤ a∗

によって導かれる．ab ≤ a =⇒ ab∗ ≤ aを示す．ab ≤ aとすると，+公理をみた

すことから a(b + 1) = ab + a1 = ab + a ≤ aがいえる．さらにD公理をみたすの

で ab∗ ≤ aである．

逆に，クリーニ代数 (K, +, ·, ∗, 0, 1)がD公理，0公理，+公理をみたす緩クリー

ニ代数であることを示す．クリーニ代数の定義より，(K, +, ·, 0, 1)はべき等左半環

であり，+公理と 0公理をみたす．また，クリーニ代数の演算 ∗に関する公理から

1 + aa∗ ≤ a∗

ab ≤ b =⇒ a∗b ≤ b

がいえる．a(b + 1) ≤ aとすると ab + a ≤ aである．これと演算 ∗に関する公理か

ら ab∗ ≤ aがいえるので，D公理 a(b + 1) ≤ a =⇒ ab∗ ≤ aが成り立つ．

4.3.1 D公理をみたす緩クリーニ代数

すでに，上向きに閉じた二項多重関係全体UMRel(A)は定義 4.7の３つの公理を

一般にみたさないことは述べた．続いて，同じ観点から，3.3節で定義した有限的

な上向きに閉じた二項多重関係 UMRelf (A)について考察する．

命題 3.10より，UMRelf (A)がべき等左半環であることは明らかである．

UMRelf (A)上の演算 ∗を，R ∈ UMRelf (A)に対して，

R∗ :=
∪
n≥0

φn
R(0)

と定義する. 補題 3.12より次が明らかである.

命題 4.9. R ∈ UMRelf (A)について, 1 + R; R∗ ⊆ R∗が成り立つ．
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次に，緩クリーニ代数の ∗に関するもう 1つの公理 (4.10)を示す. 命題 2.17より,

R∗; P = (
∪
n≥0

φn
R(0)); P =

∪
n≥0

φn
R(0); P

なので, 次の補題が示されれば十分である.

補題 4.10. R,P ∈ UMRelf (A)とするとき, R; P ⊆ P ならば次が成り立つ．

∀n ∈ N. φn
R(0); P ⊆ P

証明. nについての数学的帰納法で示す. n = 0のとき, φ0
R(0); P = 0; P = 0 ⊆ P.

φn
R(0); P ⊆ P を仮定する.

φn+1
R (0); P = (R; φn

R(0) + 1); P

= R; φn
R(0); P + 1; P

⊆ R; P + P

⊆ P + P

= P .

命題 4.11. R ∈ UMRelf (A)について, R; P ⊆ P =⇒ R∗; P ⊆ P が成り立つ．

続いて, D公理 (4.13)に相当する

P ; (R + 1) ⊆ P =⇒ P ; (
∪
n≥0

φn
R(0)) ⊆ P (4.15)

が成り立つことを示す．このため，いくつかの補題を与える．

補題 4.12. P,R ∈ UMRelf (A)とするとき, P ; (R + 1) ⊆ P ならば, 次の 2つが成

り立つ．

•
∪

n≥0

P ; (R + 1)n ⊆ P .
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• n ≥ 0について, φn
R(0) ⊆ (R + 1)n.

証明. P ; (R + 1) ⊆ P を仮定する.∪
n≥0

P ; (R + 1)n ⊆ P を示すには，P ; (R + 1)n ⊆ P を nについての数学的帰納法

で示せばよい．

n = 0のとき P ; (R + 1)0 = P ; 1 = P．P ; (R + 1)n ⊆ P を仮定すると，

P ; (R + 1)n+1 = P ; (R + 1)n ⊆ P ; (R + 1) ⊆ P.

φn
R(0) ⊆ (R + 1)nを nについての数学的帰納法で示す.

n = 0のとき φ0
R(0) = 0 ⊆ 1 = (R + 1)0．φn

R(0) ⊆ (R + 1)nを仮定すると

φn+1
R (0) = R; φn

R(0) + 1

⊆ R; (R + 1)n + 1

⊆ R; (R + 1)n + 1; (R + 1)n

= (R + 1); (R + 1)n

= (R + 1)n+1.

補題 4.12を用いて, 次が成り立つ.

補題 4.13. P,R ∈ UMRelf (A)とするとき, P ; (R + 1) ⊆ P ならば,

P ; R∗ ⊆
∪
n≥0

P ; (R + 1)n.

証明. (x,W ) ∈ P ; R∗を仮定する. P が有限的であることから, 有限集合 Y が存在

して,

(x, Y ) ∈ P ∧ ∀y ∈ Y.∃k.(y,W ) ∈ φk
R(0)

Y = ∅のとき (x,W ) ∈ P は明らか. Y ̸= ∅のとき 各 y ∈ Y について 自然数 ky

が存在して, (y, W ) ∈ φ
ky

R (0)である. そこで k0 = sup{ky | y ∈ Y }とおけば, 補題



42 第 4章 緩クリーニ代数

3.11より i ≤ j =⇒ φi
R(0) ⊆ φj

R(0)なので,

∀y ∈ Y.(y,W ) ∈ φk0
R (0).

従って, (x,W ) ∈ P ; φk0
R (0). 補題 4.12より φk0

R (0) ⊆ (R + 1)k0なので, P ; φk0
R (0) ⊆

P ; (R + 1)k0 . 従って，(x,W ) ∈
∪

n≥0

P ; (R + 1)nがいえる.

上の補題 と補題 4.12を用いれば, 式 (4.15)が成り立つことがわかる.

命題 4.14. P,R ∈ UMRelf (A)について, P ; (R + 1) ⊆ P =⇒ P ; R∗ ⊆ P が成り

立つ．

命題 4.9, 4.11, 4.14により，UMRelf (A)が緩クリーニ代数の演算 ∗に関する公理

とD公理をみたすことを示した．

以上により，UMRelf (A)が D公理をみたす緩クリーニ代数をなすことが示さ

れた．

定義 4.15. D公理をみたす緩クリーニ代数 (K, +, ·, ∗, 0, 1)を，単口木クリーニ代

数 [16]という．

この定義から直ちに次が成り立つ．

定理 4.16. 組 (UMRelf (A),∪, ; , ∗, 0, 1)は，単口木クリーニ代数である．

例 2.1，2.2に現れる二項多重関係はいずれも有限的なので，これらはUMRelf (A)

においても 0公理，+公理の反例である．

また，Kozen [5]のクリーニ代数では, D公理：P ; (R + 1) ⊆ P =⇒ P ; R∗ ⊆ P

の代わりに,

P ; R ⊆ P =⇒ P ; R∗ ⊆ P (4.16)

という, より強い条件になっている. 以下の例により, UMRelf (A)がこの条件をみ

たさないことを言及しておく.
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例 4.2. 例 3.1における R ∈ UMRel(A)は R; R ⊆ Rをみたす．この Rについて，

(y, {z}) ∈ R; (R + 1)である．さらに，

R; (R + 1) = R; φ2
R(0) ⊆ R; (

∪
n≥0

φn
R(0)) = R; R∗

より (y, {z}) ∈ R; R∗．しかし, (y, {z}) ̸∈ R．従って，R; R ⊆ RであるがR; R∗ ̸⊆ R

となり不成立.

4.3.2 D公理, 0公理をみたす緩クリーニ代数

上向きに閉じた二項多重関係が 0公理をみたすための条件として, 次の定義を加

える.

定義 4.17. 集合A上の二項多重関係Rが, 任意の x ∈ Aについて (x, ∅) ̸∈ Rであ

るとき, R は全域的（total）であるという.

最小関係 0, ;に関する単位元 1は明らかに全域的である. 集合A上の全域的かつ

有限的な上向きに閉じた二項多重関係全体を UMRel+f (A) と表記する.

UMRel+f (A)は, 演算
∪

, ;について閉じている. 従って, それらの組み合わせで定

められた演算 ∗ についても閉じているということになる.

組 UMRel+f (A)はD公理と 0公理をみたす緩クリーニ代数である．

定義 4.18. D公理と 0公理をみたす緩クリーニ代数 (K, +, ·, ∗, 0, 1)を，確率クリー

ニ代数 [7, 9]という．

この定義から直ちに次が成り立つ．

定理 4.19. 組 (UMRel+f (A), +, ; , ∗, 0, 1)は，確率クリーニ代数である．

クリーニ代数であるためには，+公理と式 (4.16)をみたす必要があるが，例 2.2,

4.2に現れる二項多重関係は有限的かつ全域的なので，これらは UMRel+f (A)につ
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いての+公理と式 (4.16)の反例でもある．従って，UMRel+f (A)もクリーニ代数で

あるとは限らない．
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本論文では二項関係の拡張である二項多重関係について詳細に議論し，上向き

に閉じた二項多重関係全体が緩クリーニ代数の関係モデルであることを示した．同

時に，緩クリーニ代数に公理を追加した代数についてもその関係モデルを与えた．

単口木クリーニ代数の関係モデルは有限的な上向きに閉じた二項多重関係全体，確

率クリーニ代数の関係モデルは全域的で有限的な上向きに閉じた二項多重関係全

体である．表 5.1はこれらの結果をまとめたものである．今回明らかにした関係モ

デルは今後，緩クリーニ代数の拡張を考察する際の足掛かりになることが期待さ

れる．

上記の議論のために集合A上の上向きに閉じた二項多重関係全体 UMRel(A)と

その中で有限的なものだけを集めて得られる UMRelf (A)，および上向きに閉じた

有限二項多重関係の全体UMRelF (A)のそれぞれにおける反射的推移的閉包の構成

方法について調査し，次のような結果を得た．

• UMRel(A)において元Rの反射的推移的閉包は
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}によって構

成することができる．しかし，
∪

n≥0

φn
R(0)は必ずしもRの反射的推移的閉包

になるとは限らない．

• UMRelf (A)において元Rの反射的推移的閉包は
∪

n≥0

φn
R(0)によって構成する

ことができる [3]．UMRelf (A)は，
∩
に関して閉じていないことから，

∩
{ξ |

φR(ξ) ⊆ ξ}を考えることはできないが，元の族の⊆に関する下限が存在し，

これを用いた構成
∧
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}によってもRの反射的推移的閉包を与

えることができる．
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表 5.1: 各クリーニ代数の関係モデル

UMRel(A) UMRelf (A) UMRel+f (A)

緩クリーニ代数 ⃝ ⃝ ⃝

単口木クリーニ代数 × ⃝ ⃝

確率クリーニ代数 × × ⃝

クリーニ代数 × × ×

表 5.2: 各二項多重関係の反射的推移的閉包の構成

UMRel(A) UMRelf (A) UMRelF (A)∧
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} − ⃝ −∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ} ⃝ × ⃝∪

n≥0

φn
R(0) × ⃝ ⃝∪

n≥0

Rn × × ×

• UMRelF (A)において元 Rの反射的推移的閉包は
∩
{ξ | φR(ξ) ⊆ ξ}および∪

n≥0

φn
R(0)によって構成することができる．

表 5.2は以上を表にまとめたものである．加えて，UMRelf (A)とUMRelF (A)の間

に合成とこれに関する単位元，包含関係⊆に関する最小元，最大元，上限および

下限を保存する全単射を具体的に与えた．UMRelf (A)とUMRelF (A)における反射

的推移的閉包の構成に関する新しい結果は，この全単射を用いることによって得

られたものである．

Goranko [4]とVenema [20]はゲーム論理に現れる演算を代数的な視点から研究

し，反復を含まないゲーム論理の健全かつ完全な代数モデルを与えたが，反復を
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含むゲーム論理の健全かつ完全な代数モデルは未だに明らかになっていない．今

回，ゲーム論理の反復に相当する反射的推移的閉包の構成方法が明らかになった

ことで，反復を含む健全かつ完全な代数モデルの構築が期待される．

本論文で与えた確率クリーニ代数の関係モデルは，確率システムの検証等に有

用だと考えられる．McIverら [8]による確率システムの関係的モデルを用いた検

証には，確率の計算に由来する複雑な数値計算による多大な計算コストが要求さ

れるため，実用的な規模の問題を扱うのは困難である．彼女らの手法を実用化す

るには，モデルの抽象化が不可欠である．McIverらのモデルは確率クリーニ代数

をなすこと [7, 9]から我々の与えた確率クリーニ代数の関係モデルを基に，確率シ

ステムの抽象化技法を構築できると予想される．この予想に沿って，McIverらの

モデルを抽象化する技法を構築し，実用的な問題に適用可能な検証方法を提案す

ることを，今後の研究課題としたい．
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[10] Bernhard Möller. Lazy Kleene Algebra. In Dexter Kozen, editor, Mathemat-

ics of Program Construction, volume 3125 of LNCS. Springer, 2004.

[11] 小野寛晰. 情報代数. 情報数学講座第２巻. 共立出版, 1994.

[12] Rohit Parikh. The Logic of Games. Annals of Discrete Mathematics 24, pp.

111–140, 1985.

[13] M. Pauly and R. Parikh. Game Logic - An Overview. Studia Logica 75(2),

pp. 165–182, 2003.

[14] I. Rewitzky and C. Brink. Monotone Predicate Transformers as Up-Closed

Multirelations. In R.A. Schmidt, editor, Relations and Kleene Algebra in

Computer Science, volume 4136 of LNCS, pp. 311–327. Springer, 2006.

[15] Ingrid Rewitzky. Binary Multirelations. In H. de Swart, E. Orlowska,

G. Schmidt, and M. Roubens, editors, Theory and Applications of Relational

Structures as Knowledge Instruments, volume 2929 of LNCS, pp. 256–271.

Springer, 2003.



参考文献 53

[16] T. Takai and H. Furusawa. Monodic Tree Kleene Algebra. Relations and

Kleene Algebra in Computer Science, volume 4136 of LNCS, pp. 402–416,

2006.

[17] N. Tsumagari, K. Nishizawa, and H. Furusawa. Multirelational Model of

Lazy Kleene Algebra. In Relations and Kleene Algebra in Computer Science,

PhD Programme at RelMiCS10/AKA5, Frauenwörth, Germany, April 7 -

April 11 2008, Proceedings, Technical Report, Institut für Informatik, 2008-

04, pp. 73–77. Universität Augsburg, 2008.

[18] 津曲紀宏, 西澤弘毅, 古澤仁. 二項多重関係の反射的推移的閉包. 日本ソフト

ウェア科学会第 25回大会論文集（CD-ROM）, 2008.

[19] 津曲紀宏, 西澤弘毅, 古澤仁. 二項多重関係の反射的推移的閉包. 火の国情報

シンポジウム論文集（CD-ROM）, 2008.

[20] Yde Venema. Representation of Game Algebras. Studia Logica 75(2), pp.

239–256, 2003.

[21] J. von Wright. From Kleene algebra to refinement algebra. In E. Boiten and
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