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2.三 角 錐 の 体 積 の 背 景 に あ る 数 学

鹿 児 島 大学 教 育 学 部 安 井 孜(Yasui Tsutomu)

Faculty of Education

Kagoshima University

1は じめ に

中学校の教科書[4],[5]の 三角錐の節を開いてみた.同 底面,等 高の円錐と円柱によ

る紙上の実験図とともに,同 では,次 のように書かれていた.

『円錐・各錐の体積は,底 面積が等しく 高さも等しい円柱,角 柱の体積の1/3であるこ

とがわかっている.だ から,円 錐,角 錐の底面積をS,高 さをhと すると体積Vは 次の

ようになる:

(1.1) V=1/3Sh.』

中学生は,は たしてこれで納得できるであろうか?教 師自身,こ の説明で納得できる

であろうか?生 徒の質問に納得できるような(証 明まで とは言わないまでも)説明ができ

るであろうか?我 々が教科専門の授業の中で,教 師を目指す大学生(中 学生にではない!)

に対 し,こ の問題をどのように扱えばよいであろうか?大 学で教える数学は,学 校現場の

教科書のような説明はしない.教 育現場で教える数学と大学ので教える数学のギャップは

大きい[9].三 角錐の体積を求める公式の証明は,数 学IIIの積分(法)の 応用まで待たねば

ならない.し か し,小 学生 ・中学生は積分を学校で学ばない.

教員志望の教育学部の学生はこのギャップの存在を認め,な おかつ,こ のギャップを,

なぜこのようなギャップがあるのかも込めて,自 分自身で解消しておくくらいの知識がほ

しい.そ こには,小 ・中学校で教える内容の背後にある数学,大 学の数学と教育現場にお

ける数学との関連付け,位 置付けが見えてくるだろう[9].小 ・中 ・高校の数学の教育内容

の発展が歴史的な発展の凝縮になっていることを知るだけでなく,な ぜ教科書のような教

え方をせざるを得ないのかも見えて くる.三 角錐の体積を求める問題はその一つの事例で

ある.

以下の構成は次のようになる.第2節 で学校教育における体積の扱いを分析をする.

第3節 では,ユ ークリッドの 「原論」[12]における扱いを紹介する.第4節 では,ヒ ルベ

ル トの第3問 題 とデーンの定理の紹介をする.第5節 では,「原論」の扱いを基本的には

踏襲 しながら,高 校の教科書のレベルで理解できる証明を紹介する.第6節 では,ル ベー

グの扱いを紹介 し,第7節 では,線 形代数学による証明を紹介する.最 後の第8節 で筆者

の考えを整理する.



178

この拙 文 の ほ とん ど全 て は既 知 の もの で あ る が,こ の よ うに一 つ に整理 してお く こ と

は,教 員志 望 の 大 学 生,現 職 の教 員 に とって,意 味 が あ る と思 い これ を著 わす.

2学 校 教 育 に お け る 三 角 錐 の 体 積

新指導要領[7]に よれば,角 柱,円 柱の体積は小学校6年 に降 りたが,角 錐,円 錐の体

積は現行の指導要領と同じく,中 学1年 で学ぶことになっている。前前回改訂 された指導

要領によれば,小 学6年 で,量 と測定の項目の(1)イ で 「基本的な角錐及び円錐の体積

の求め方について知ること,ま た簡単な場合について,そ の表面積の求め方について知る

こと」となっていた.錐 体の体積はこのように中学校で扱ったり,小 学校で扱ったりして

いる.そ こで,現 行の指導要領の下で編集された教科書の該当する部分を見てみる.

2.1教 科書 に お け る三 角錐 の体 積

東京書籍の教科書 「新 しい数学1」[5]で は以下のように記述されている.

まず図で,立 方体の重心O(こ の用語は使っていない)と 各頂点を結び,立 方体の各面

を底面とする正四角錐が6個(互 いに合同な四角錐 とは書いてないが,図 から推察可能)

に分解できることから,底 面が10cmの 正方形,高 さ5cmの 正四角錐の体積を求めさせて

いる.次 に,第1節 で述べたように,

『角錐,円錐の体積は,底 面積が等しく高 さも等 しい角柱,円 柱の体積の1/3であるこ

とがわかっている.(円 錐の水が円柱の1/3まで入った写真を見せ)角錐,円錐の 底面積を

S,高さをhと すると,体積Vを 求める公式は次のようになる。V=1/3Sh』

学校図書の教科書 「中学校数学1」[4]を 見てみると,東 京書籍の教科書[5]と 同様の

写真があり,同 様の記述と公式(1.1)が あ り,立 方体を合同な3個 の三角錐から構成 して

いる.

いずれの教科書も,特 定の四角錐では公式が成立することと,(紙 上の)実験により,一

般の円錐,角 錐にも公式(1.1)が 一般に成立するらしいことを示している.

2.2教 科書 に お け る面積 と体積 の流 れ

ここで,小 学校で学ぶ三角形の面積の公式の証明(小 学校では証明とい う用語は使わ

ないが)と公式(1.1)と を,学 校図書の教科書[1],[2],[3],[4]で 比べてみよう.

三角形の面積の場合

4年 で,正 方形を基準とする単位の面積を決め,次 の公式が現れる:

長方形の面積=た て ×横.小 学4年
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5年 下 で は,平 行 四辺 形 を分解 して長 方 形 に直 し,次 の公 式 を得 る

平行 四辺 形 の 面 積=底 辺 × 高 さ.小 学5年

さ らに,三 角 形 の 面 積 は,(1)分 解 合 同 に よ り平 行 四 辺 形(ま た は 長 方 形)を 構 成 ま た

は(2)合 同 な2つ の 三 角形 か ら平行 四辺 形 を構 成 し,次 の公 式 を得 る:

三 角 形 の 面積=底 辺 × 高 さ ÷2.小 学5年

三 角 錐 の 体 積 の 場 合

6年 で,立 方 体 を基 準 にす る 単位 の体 積 を決 め,次 の公 式 が 現 れ る

直 方体 の体 積=た て ×横 × 高 さ.小 学6年

中学1年,空 間 図 形 の 単元 で,四 角柱 は直 方 体 とみ て,

四 角 柱 の体 積=底 面積 × 高 さ 中学1年

と考 え る こ とが で き る こ とを紹 介 した の ち,角 柱,円 柱 の 体積 の公 式 が与 え られ る

底 面積 がScm^2,高 さがhcmの 角 柱,円 柱 の 体積 をVcm^3と す る と

V=Sh 中学1年

と述 べ,底 面 積 と高 さの の等 しい 角柱 と角 錐,円 柱 と円錐 の容器 を用 い た 写真 に よ る紙 上

の実 験 か ら次 の よ うに 述べ てい る:

『底 面積 がScm^2,高 さがhcmの 角 す い,円 す い の体 積 をVcm^3と す る と

V=1/3Sh.』 中学1年

義務教育においては,三 角形の面積の公式は堅固な根拠をもって得 られるのに対 し,

角錐,円 錐の体積の公式の根拠は非常に曖昧である。体積の公式の証明は紙上の実験であ

る.教 科書にあるような角錐と角柱の容器,円 錐と円柱の容器は確かに市販されていが,

多 くの中学校がこのような容器を持っているかどうかは疑問である.そ のような容器を

持って実験 しても,わ ずか1回 の実験ではたしてこの公式は信用できるであろうか?

実際,円 を描き,そ の周の長 さを出来るだけ正確に測れば,円 周率は3.14と なるであ

ろう.だ からと言って,円 周率が3.14と いうのは正しくないことを思い起こせばよい.

鹿児島大学教育学部付属中学校では,生 徒に紙で模型 をつくらせ,水 の代わりに目の

細かい砂で代用す るとのことであった.だ からと言って,(1.1)の 公式が成立するとは言

えない.あ る特殊な四角錐に対 しては公式(1.l)が 成立し,一 般の角錐の場合(1.1)が ほ

ぼ成立することを知るのみである.そ れでも,こ の方法では生徒の数だけ実験でき,公 式

の信頼度が高まる.数 学的活動のモデルになっているという長所はある.
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2.3高 校 の教 科書 の扱 い

東京書籍の教科書 同 では,数 学IIIの積分の応用の単元で体積を扱い,そ の例 として底

面積S,高 さhの 角錐の体積は公式(1.1)で 与えられることを示 している.し か し,そ れ

とて曖昧さが残る(詳細は第8節).

直線で構成 される図形に対して積分を用いるのは何か仰々しさを感 じる.将 来,指 導

要領が改訂 され,角 錐の体積が以前のように(1988年 改訂の指導要領)小 学校に降りてき

たら,数 学IIIを選択せず大学でも文系を通してきた小学校教員は,公 式(1,1)の 正 しいこ

とを,彼 ら自身,根 拠を知ることなしに,児 童と同レベルの知識で頭ごなしに教えるしか

なくなる.そ れでも,数 学Bの 数列 と,背 理法(数 学A)ま たは数列の極限(数 学III)を学

べば(1.1)の 公式は得 られることを第5節 で紹介する.

3ユ ー ク リ ッ ドの 「原 論 」 第12巻 に お け る 扱 い

ユークリッドの原論[12]で は,第1巻 が平面幾何を扱い,公 式があるわけではないが,

事実上,小 学校の教科書のように三角形の面積を求めている(「 原論」における面積は量

ではなく,分 解合同である).立 体幾何は第12巻 で扱っている.内 容よりも記号に使われ

る文字(ギ リシャ文字)と 文体のために,今 の学生にとって読みやすいとは言えないが,落

ち着いて読めば特に難しいものではない.該 当する部分を紹介する.

命題3:三 角錐は,互 いに合同で,全 体に対 しても相似な2つ の三角錐 と,体 積の等しい

2つ の角柱に分解できる.こ のとき2つ の角柱の和は全体の半分より大きい.

証明は,具 体的に構成する.

命題4:等 高な2つ の角錐が上のように分解 されると,角 錐内の角柱の体積の和は底面積

に比例する(取 り尽くし法).

証明:背 理法による.

命題5:等 高な三角錐の体積は底面積に比例する.

証明は,$¥lim¥limits_{n ¥to ∞ }$¥frac{1}{2^n}$=0(とアルキメデス の原理)）を用いる(こ れが重要）.

命題6:等 高な多角錐は底面に比例する.

証明:多 角錐を三角錐に分解する.

命題7:三 角柱は体積の等しい3個 の三角錐に分解できる.

証明:構 成による.

以下,与 えられた三角錐に対し,そ の三角錐 と同体積の2つ の三角錐を命題7の 手法

で構成すれば,底 面を共有す る三角柱が構成される.従 って,公 式(1.1)が 得 られる.□

「原論」に現れる体積も,面 積 と同様,「量」ではないことが分かるだろう、「原論」に

おいて等しいというのは,分 解 して,必 要なら同じ図形を加えて,一 方から他方が構成さ

れるとき言 う.原 論第1巻 命題38(底 辺が同一で同じ平行線の間にある三角形は互いに等



181

しい)は そ の例 で あ る.こ の辺 りの 議 論 は 「原 論 」[12]よ り砂 田の本[21,第4章]の 方 が

理解 しや す い.

「原論 」 の 証 明 は 中学 生 に は難 しす ぎ るだ ろ うし,高 校 生 には,授 業 の 中 です るの は,

時 間 が不 足 す るだ ろ う.

命 題3を 見 る と,三 角 錐 を分解 して,三 角 柱 を構 成 で きな いだ ろ うか と考 え るの は 自

然 な発 想 で あ るが,実 は,次 節 で 説 明 す る よ うに,そ れ は 一般 的 には 不 可 能 で あ る.

4ヒ ル ベ ル トの第3問 題

ヒル ベ ル トは1990年8月,パ リで 開催 され た 第2回 国 際数 学 者会 議 に お い て23の 問

題 を提 示 した.そ の第3問 題 が 「底 面 積 と高 さの 等 しい2つ の三 角錐(四 面 体)の 体積 の 等

しい こ との合 同公 理 だ けに よ る証 明 は 可能 か?」 で あ る.2つ の三 角形 は,そ の 面積 は底

辺 と高 さが等 しけれ ば,底 辺 は その ま ま に して,高 さを 半分 に した長 方 形 を介 して 面積 の

等 しい こ とが 分 か る(小 学5年)。 同様 の こ とは 三 角錐 で も成 立 す る か とい うも ので あ る.

与えられた三角錐 を分解 し, 再構成 して同じ 底面で高さが1/3の三角柱が得られれば,「原

論 」第12巻 命 題5の 証 明 に アル キ メデ ス の原 理 を用 い な くてす み,大 変 都 合 が よい.

M.デ ー ンは そ の年 の うち に,「正 四 面体 を分解 合 同 に よ り同 じ底 面 で 高 さ3分 の1の 三

角柱 に 直す こ とは不 可 能 で あ る.」 と,ヒ ルベ ル トの第3問 題 を否 定 的 に解 決 した.従 っ

て,一 般 に は,三 角 錐 を 分解 合 同 に よ り同底 面 の 三角 柱 を構 成 す る こ とは で き ない こ と

に な った.そ の 証 明 に は,今 で はデー ン不 変 量 と呼 ばれ る不変 量 を用 い る.詳 細 は,例 え

ば,ポ ル チ ャ ンス キ ー ら[16]の 「面積 と体 積,第2章 」,ハ ー ツ ホー ン[15]の 「幾何 学I,

第27節 」 ほ か,「天 書 の 証 明,第7章 」[13],「分 割 の幾 何 学,第4章 」[21]に あ る.「見 え

る数 学 の世 界 」[22]に は解 説 が載 っ てい る.

さ らに,同 底 面,等 高 で あ るが,同 形 で な い2つ の 三 角 錐 で,分 解 合 同 に よ り,一 方

は 三角 柱 にで き,も う一方 は で きな い 例 もあ る[13,pp.63-64],[11,p.47].

三 角 形 の面 積 に は,実 数 の 連続 性 は使 わ なか っ た.三 角錐 の場合,原 論 第12巻 命 題5

に現 れ た よ うに,実 数 の連 続 性(ア ル キ メデ ス の 原 理)を 必 要 と した.不 可 能性 に は こ の

よ うに,数 の構造 が背 景 に あ る.さ らに,初 等 的 に扱 う こ とので きた2次 元(多 角 形)と

それ を越 え た議 論 を必 要 とす る3次 元(多 面 体)と い う,次 元 の 差 とい うの も大 き い例 で

あ る こ とが 分 か る.

小 学校 教 員,中 学 校 数 学 教 員 を 目指 す 大 学 生 は,角 錐 と角 柱 が,一 般 には 分 解合 同 で

な い とい う事 実 だ け は 知識 と して持 っ て い る こ とを 望 む,こ の不 可 能 性 の ゆ え に,同 底

面,等 高 な角 錐 と角柱 の容 器 で教 科 書 の よ うな 実験 をす る意 味 が あ る.
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5数 列の極 限を使 う証明(高 校3年 で可能)

以下,空 間図形Kの 体積をV(K)で 表し,平 面図形Kの 面積をS(K)で 表す.

アルキメデスの原理を直接には用いず(陰 には用いる),高 校で学ぶ程度の厳密性を用

いて公式(1.1)の 証明を紹介する.本 質的には,原 論第12巻 命題5と 同値である.

5.1数 列(数 学B)と 極 限の 性 質(数 学III)を 用 い る証 明

こ こで,極 限 の性 質 とい うの は,$¥lim¥limits_{n ¥to ∞ } $¥frac{1}{n}$$ と極 限 の和 の公 式 とは さみ うちの原 理 でで

あ る 。

公 式(1.1)の 証 明(cf.[22,pp.364-365]):三 角 形 △ABOを 底 面 と しDを 頂点 と し,底

面積S=S(△ABO),高 さhの 三角 錐 κ を 考 える 。線 分DAをn等 分 し,そ の点 を上 か ら

A_l,A_2,...,A_n(=A)と す る.点 塩 を通 り,底 面 と平行 な平 面 と,線 分DB,DCと の交 点 を

そ れ ぞれBk,C_k(1≦k≦n)と お く.こ の とき,三 角形 △A_kB_kC_k(1≦k≦n)は △ABO

と相 似 で あ る.△A_kB_kC_kを 上底 と し,A_kA_{k+1}を 母線 とす る 三 角柱K_k(1≦k≦n-1)

と △A_kB_kC_kを 下 底 と し,A_kA_{k-1}を 母 線 とす る三角 柱L_k(1≦k≦n)と が構 成 され る・

こ の と き,

ここまでは高校数学Bの 範囲である,こ こで高校数学III,数 列の極限の単元における極

限の和の公式と$¥lim¥limits_{n ¥to ∞ } $¥frac{1}{n}$$ (アルキメデスの原理と同値だが, 高校生 には直観的 に受け入

れや す い)と を用 いれ ば 公 式(1.1)が 得 られ る.□

区 分 求積 法 を用 い て も公 式(1.1)は 求 め られ るが,区 分 求積 法 は 数 学IIIの積 分 の 単 元

に 入 る.そ こで は,積 分 を用 い て級 数 を求 め るの が本 来 の 目的 で あ る.

52数 列 と背 理 法(数 学A)を 用 い る証 明

上で用いたたアイディアにより,背 理法(数学A)と 自然数の数列{n}_{n∈N}が上に有界

でないことを用いれば,数 学Bの 数列の範囲内で,次 の命題が証明できる.

補題5.1底 面積と高さの等 しい2つ の三角錐は体積も等 しい.
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証 明:K,K'を,底 面積 が と もにSで,高 さが ともにhの 三角 錐 で,V(K)≠V(K')と

こで 数列{n}_{n∈N}が 上 に 有界 で な い こと を用 い る が,高 校 生,大 学 生 は疑 問 を持 た な い ほ

ど 自然 で あ る).即 ち,

これ はnの 取 り方(5.2)に 矛 盾 す る.従 っ て,V(K)=V(K')で あ る.□

以 下,公 式(1.1)の 証 明 は,原 論 第12巻 命 題7の 逆 の発 想,即 ち,[17,p.71]と 同様

に す れ ば よい 。□

5.3こ こ ま で の 議 論 に 対 す る コ メ ン ト

学 校 教 育 で扱 う図形 とい うこ とでユ ー ク リ ッ ド空 間 内 の図 形 を対 象 に して き た が,こ

こま で来 る と,大 学 生 に も三 角 錐 の体 積 の公 式(1.1)が それ ほ ど安 直 に得 られ る も の で な

く,中 学 生 に 理解 させ る方 法 も限 定 的 で あ る こ とが理 解 され るだ ろ う.こ の 間,無 意 識 に

次 の1生質 を用 い た こ と に も気 付 くか も しれ な い.

(a)学 校 教 育 で扱 う体 積 は 「量 」 で あ り,そ の基 準 とな る量 は 立法 体 の 体積 で あ る,

(b)従 っ て,体 積 は 非負 の実 数

(C)立 体KがK_1とK_2に 分 解 され る とき,V(K)=V(K_1)+V(K_2),

(d)立 体KとLが 合 同 ⇒V(K)=V(L),

(e)K⊂Lな らばV(K)≦V(L)・

しか し,小 学 校 にお け る面積,体 積 の 定義 の ま まで は2辺 の 大 き さが1,$¥sqrt2$の長 方 形

の 面積,3辺 の大 き さが,1,1,$¥sqrt2$の 直 方体 の 体 積 を決 め る こ とが で きな い.小 学 校 に お

け る面 積 は 「量 」で あ り,そ の計 算 には極 限が 必 要 とな る.体 積 も同様 で あ る.「量 」 と し

て の 面積 体積 を考 え る限 り,解 析 学 に接 近 す る.

「原論 」 にお い て は,体 積 は(そ の 前 に面 積 も)「 量 」 で はな い.面 積 で あれ,体 積 で

あれ,「原論 」 で は 「等 しい=分 解 合 同 可 能 」 で あ る.「原 論 」 では,面 積 ・体積 は 「性 質 」

に重 点 が お けれ て い る よ うに 見 られ るが,背 後 に は 「量 」 が あ り,幾 何 学 の起 源 も 「(測)

量 」 で あ る こ とを忘 れ て はな らない.こ の 「原 論 」 に お い てす ら体 積 に お い て は無 限 の 操

作(極 限)を 必 要 とす る 。
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上 野[19]は こ う述 べ て い る:「小 学校 で学 ん で い る数 学 を概 念 的 に説 明す るの は実 は 一

番 難 しい」[19,p.43].さ らに,「面 積 とい うの も決 して簡 単 な こ とで は あ りませ ん.(中

略)面 積 も き ちん と定義 しよ うとす る と,実 は長 々 と議 論 しな けれ ば い け な い 」[19,p.

45]

体 積 は もっ と難 し く,体 積 を計 算 し よ う とす る と[17,IV体 積]の よ うに,さ らに長 い

議 論 が必 要 とな る.

6ル ベ ー グ の 扱 い

こ こで は,学 校 教育 にお け る体 積 と同様,立 方 体 を 基 準 とす るル ベ ー グ[17,§ §44-48]

のア イ デ ィア のみ 紹介 す る:

ま ず,単 位 とな る長 さ(vと お く)を 決 め る.単 位 の 大 き さ を1辺 とす る立方 体Cを 決

め る.1辺 が$¥frac{v}{10^i}$(i=0また はi∈N)の 立 方 体をC_iと お き,C_iに 等 しい 立 方 体(U_i-立

方 体 とい う)の 網 目で 空 間R^3を 覆 う.

定 義6.1与 え られ た立 体Kに 含 まれ るU_i-立 方体 の個数 をn_i,Kの 点 を1点 以 上含 むU_i-

立 方 体 の個 数 をm_iと お く.こ の とき,

小 ・中学 校 に お け る定義 はn_0=m_0ま た はm_l=n_1の 場 合 のみ で,し か も,当 然 な が

ら有界 な立 体 しか 考 え な い.こ こで も,体 積 を考 え る対 象 は有 界 な 立体 に限 って い る.次

に,定 義 よ り,「直方 体 の 体積=底 面 積 ×高 さ」 を証 明す る.

ル ベ ー グは 面積 に 関 す る議 論 との 重複 を避 け,面 積 の 章 で は記 載 が あ るが,体 積 の と

ころ省 い た もの が あ る.こ こで は それ を補 い なが ら解 説す る.

立 体KがK_1とK_2に 分解 され る と き,V(K)=V(K_1)+V(K_2).

合 同な 立 体 の体 積 は 等 しい.

任 意 の 多 面体 は 体積 を持つ.

次 の補 題 は,[17,§28]の 面 積 に 関す る補 題 の 体 積 版 で,[17]に 書 か れ て は い な い が,

[17,§48]で 暗 に使 われ て い る.

補 題6.1(有 界 で連 結 な)立 体Kが 体 積 を持 つ た め の 必 要十 分 条 件 は,Kを 覆 うあ る多

面 体EとKに 覆 われ る(い くつ か の)多 面体(の 和 集 合)Iと を,Eの 体 積 と1の 体 積 の

差 を十 分 小 さ く出来 る よ うに取 る こ とが で き る こ とで あ る.

ル ベ ー グは ここで 三角 錐 の 体積 の議 論 の た め に,原 論第12巻 命 題5の 代 わ りに,次 の

補 題 を準備 す る:
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補 題6.2体 積 を持 つ 立 体 は,平 面 に 関す る直 角 ま た は斜 め折 返 しに よっ て 同一 体積 の立

体 に 変換 され る.

証 明 に は,上 記 の 補題6.1を 暗 に使 ってい る.斜 め折 り返 しの定 義 は書 い て ない が,文

脈 か ら,適 当な 直角 座 標 系 で,(x,y,z)を(x+az,y+bz,-z)に 移 す 変 換 の こ と と推 察 さ

れ る.

以 下,公 式(1.1)の 証 明[17,p.71]は,基 本 的 に原論 第12巻 命 題7と 同 じで あ る.従 っ

て,3つ の 三 角 錐 は互 い に 体積 が等 し く,公 式(1.1)が 得 られ る.

ル ベ ー グの方 法 は,ε-δ 論 法 を使 わず,「差 を十分 小 さく取 るこ とが で き る」 とい う表

現 で 済 ませ て お り,そ の意 味 で は高 校 の範 囲 の 数 学 しか使 わ な い.だ か ら と言 って,高 校

で 教 える に は,時 間 の制 限 を超 え るだ ろ う.

7線 形代数学 を用 いる方法

線 形 変 換 に よ り,平 行 六 面 体 が平 行 六 面 体 に 移 り,そ の体 積 は変 換 の 行 列 の行 列 式 の

絶 対 値倍 に な る こ とは示す が(例 えば[18,p.76]),三 角 錐 の公 式(1.1)は 証 明 され て い る

も の と して,線 形 代数 で扱 うこ とは ほ とん ど な い.こ こで は 補 題6.1を 用 い て公 式(1.1)

の証 明 を試 み る.

補 題7.1 3次 元 ユ ー ク リ ッ ド空 間R^3の ア フ ァ イ ン変 換fと2つ の 立 体K,Lに 対 して,

V(K)=V(L)な らばV(f(K))=V(f(L))が 成 立 す る.

証 明 3次 元 ユ ー ク リ ッ ド空 間R^3の 任 意 の ア フ ァイ ン変 換 は,適 当 な 直交 座標 に よっ

て座 標 ご との 正 の定 数倍 とな るア フ ァイ ン変 換(今 の場 合,線 形 な 同型 写 像)

g:R^3→R^3,g(x,y,z)=(αx,βy,γz) (α,β,γ>0)

と合 同変換 との合成 で表 され る[20,定 理5.41].こ こで,α,β,γ はgの 固有 値 であ る.従 って,

上 記 のgに つ いて補 題 を証 明 すれ ば十 分 で ある.線 形 変 換gに よ り,U_i-立方 体(§6参 照)は 平

行 六 面体g(U_i)に 移 る.g(U_i)をU'_i平 行 六 面体 とい う.こ の とき,体 積V(U'_i)=α β γV(U_i).

補 題6.1よ り,体 積 を持 つ 立体Kに 対 して,Kを 覆 う多 面体E,Kに 覆 われ るい くつ か の

互 い に素 な多 面体Iは 共 に,あ るm_i個,n_i個 のU_i-立 方 体 で構 成 され る.こ の とき,g(K)

はm_i個 のU'_i-平行 六面 体 で覆 われ,n_i個 のU'_i-平行 六 面 体 を覆 う.V(E)-V(I)が 十 分 小

さい とき,V(g(E))-V(g(I)も 十 分 小 さい.故 に,g(K)は 体積 αβγV(K)を 持 つ.従 っ

て,V(K)=V(L)⇒V(g(K))=V(g(L))(=α βγV(K)).□

補 題7.2 R^3に お い て,0を 原 点,E_l,E_2,E_3を そ れ ぞ れ

E_1=(1,0,0),E_2=(1,1,0),E_3=(0,0,1)

とお く.こ の と き,底 面 が三 角 形 △OE_1E_2で 頂 点 がE_3の 三 角 錐Kの 体 積V(K)は,同

じ三 角形 を 底 面 と し,母 線 がOE_3の 三 角柱K'の 体 積V(K')の3分 の1で あ る.
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証 明 三 角 柱K'か ら三 角 錐Kを 取 り去 っ た 図形 は,底 面 は 頂 点(1,0,0),(1,1,0),

(1,1,1),(1,0,1)の 正 方 形 で 頂 点(0,0,1)の 四 角 錐 に な る.こ の 四角 錐 を,3点(0,0,1),

(1,0,1),(1,1,0)を 含 む 平面 で切 る と2っ の 三 角 錐 が で き る.点(1,0,0)を 含 む 方 をK_1,

点(1,1,1)を 含 む 方 をK_2と す る.K_1とK_2は 切 られ た 面 に対 しす る折 返 しとな っ てお り

合 同 であ る.KとK_1も 平 面 に よ る折 返 し とな り,合 同 で あ る 。従 って,三 角 錐Kの 体

積 は三 角柱K'の 体 積 の3分 の1に な る.□

公式(1.1)の 証 明 与 え られ た 三角 錐Lの 底 面 の頂 点 をO_1,F_1,F_2と し,三 角 錐 の頂 点

をF_3と す る。 原 点 を原 点 に,3点(1,0,0),(1,1,0),(0,0,1)を3点F_l,F_2,F_3に 移 す 線

形 写 像fは ア フ ァイ ン変換 で,補 題7.2の 三 角 錐Kを 与 え られ た 三 角錐Lに うつ し,三

角 柱K'を 底 面 が 三角 形 △OF_1F_2と し母 線 がOF_3の 三 角 柱L'に 移 す.補 題7.1よ り,

V(L)=V(f(K))=V(f(K_l))=V(f(K_2)),即 ち3V(L)=V(L').

故 に,公 式(1.1)は 成 立 す る.□

8ま と め

積 分 の 応 用 と して の体 積(高 校 数 学III)を 用 い な い で,三 角 錐 の体 積 を議 論 す る と き,

小 学校 教 員 ・中学 校 数 学 教員 を 目指す の 大学 生 に は以 下 の こ とを,厳 密 な証 明 は犠 牲 に し

て も(厳 密 性 は後 か らつ いて くる[14,p.29]),理 解 して ほ しい:

1.三 角錐 は,三 角 形 と異 な り,一 般 には 分解 合 同 で 三角 柱 にで き な い(第4節)・ 従 って,

教 科 書[4],[5]の よ うな説 明 は 止 む えな い とこ ろ が あ る.

2.公 式(1.1)の 証 明 に は極 限 の概 念 が必 要 で,三 角 錐 の 体積 を考 え る こ とに よ り初 等 幾何

学(ユ ー ク リッ ド幾 何 学)が 解 析 学 と接 近 す る.面 積 ・体 積 を 「量 」 と して捉 え る学校 教

育 で は,面 積 の 定 義 の 段 階 か ら極 限 を必 要 とす る.

3,そ の面積 ・体 積 の定 義 で あ る.正 方 形 ・立方 体 を用 い る 面積 ・体 積 の 定義 の ア イデ ィア

は,基 本 的 に は,小 学4年,小 学6年 で学 ぶ もの と同 じで あ る,

(1)正 方 形,立 方 体 が 存 在 す るの はユ ー ク リッ ド幾 何 の世 界 の み な の で,こ の 定義 は

非ユ ー ク リッ ド幾何 に は使 え な い.

(2)定義 は一意的ではない.逆 転の発想で,「三角形の面積＝1/3(底辺× 高さ)」を定義

に採用し,「三角錐の体積＝1/3(底面積× 高さ)」を体積の定義にすることもできる[21,第3

章].

(3)微 分幾何やベク トル解析では,面 積要素,体 積要素の積分で面積 体積を定義を

する.

4.体 積の対象は暗黙に有界な立体としてきた.無 限な立体も対象にすると,学 校教育の

範囲を超え,広 義積分まで必要になる.
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5.次 の性 質 は定 義 か ら証 明 され るが,学 校 教 育 の場 にお いて は直 感 的 に 自明 な もの と し

て 承認 す る の は,教 育 上 は妥 当だ ろ う.

(1)合 同な 立体 の体 積 は 等 しい 。

(2)立 体KがK_1,K_2と 分解 され る とき,Kの 体 積 はK_l,K_2の 体積 の和 にな る.

(3)2つ の立 体K,Lに た い して,K⊂Lな らば,Kの 体 積 よ りLの 体 積 が大 きい(か

等 しい).

(4)体 積(面 積)は,基 準 と な る 立 方体(正 方 形)を 決 めれ ば,立 体(平 面 図形)の 体積

(面積)は 一 意 に決 ま る.

6.多 角 形 は 三角 形 に,多 面 体 は 三角 錐 に分解 され る.従 って,面 積,体 積 の 定義 の後,三

角 形 の面 積,三 角錐 の 体積 を 早 く求 め る の は学 校 教 育 上 も実 用 上 も重 要 で あ る.

7,体 積 の 計 算 に積 分 を用 い る場 合 で も,高 校 の教 科 書 を 大 学数 学 か ら見 る とや は り問題

が 残 る。

x軸 に 高 さを とる.高 さxに お け るyz平 面 と平行 な平 面 に よ る切 断 の 面 積 をS(x)と

おく.[6]で は,S(x)はxに 関 し,図 で は連 続 で あ る が,文 章 で は 連続 と仮 定 され て い な

い.高さxま で の体 積をV(x)と お く.こ の とき,V(x)は 微 分 可 能 で$¥frac{dV}{dx}$(x)=S(x)の証

明(例 えば,[6])は,大 学 の レベ ル で み る と,曖 昧 で あ る.こ こ に も,研 究す る数学 と,教

え る数 学 1の ギ ャップ が あ る.
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