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Inthisfburthreport,thetransversefreevibrationsofaproppedcantileverwhichisaunifbｒｍｂａｒ

ｗｉｔｈｏｎｅｅｎｄｃｌａｍｐｅｄ,otherendsimplysupportedhavebeeninvestigatedbytheuseoftheanalytical

techniquementionedinthepreviouswork・

Followingthethreepreviousreports,alsoherethemodifiedexpressionsofthefrequencyequations

andmodeshapesdiflerentfromtheirclassicalexpressionsfbrtheproppedcantileverhavebeenobtained

bytheabovementionedtechnique．

１緒宮

第１報において，一様ばりが自由横振動を行う際，

各端末に発生する支点変位と支点抗力の間に成立する

関係を一般的に求め，その関係を振動端末条件と呼ん

だ')．続いて，第２報では両端支持ばりと片持ばりを，

また第３報では両端固着ばりをそれぞれ取り上げ，そ

れらのはりに対する振動端末条件を利用すれば，はり

のたわみ形を表わす振動モード曲線の表現式が，多様

な形で表わされ，しかもその振動モード曲線と端末条

件の間の対応関係が明確にできることを述べた2),3)．

この第４報では，これらの報告に引き続き，一様な

まくら片持ばりを取り上げる．ただし，ここでまくら

片持ばりと呼んだものは，一端固着，他端支持のはり

を意味する．本報告書では，このまくら片持ばりの振

動数方程式の在来形を変形し，それらを使用して，振

動モードと端末条件の対応関係を明確にしている．そ

してまた，第２報および第３報で述べた両端支持ばり

や片持ばり，あるいは両端固着ばりのときと同様に，

まくら片持ばりに対しても，振動モード曲線の表現式

が多様な形で表現可能となることを，この報告書は述

べている．

なお，本報告書では左端が支持，右端が固着のはり

を主題材として取り上げ，はり左端がまくら支持され

た場合について解析を進めることにしている．した

がって，左端を固着へ，また右端を支持へと，設定条

件を変更した場合のはりについては簡単にふれること

とする．

２振動次数方程式と振動端末条件

はりの振動を最も一般的に取り扱う場合の運動方程

式としては，せん断変形や断面の回転慣性の影響もそ

の中に考慮したTimoshenkoの方程式4)を使用する

ことが考えられる．しかし，この方程式を使用した場

合は取り扱う数式が複雑となり，得られた結果の本質

を端的に理解することが困難となる．この点を考慮し

て本論文ではこれまでのところ，断面回転慣性やせん

断変形を無視したBernoulli-Eullerの方程式を，はり

の振動方程式として採用してきた．ここでも，この

Bemoulli-Eullerの方程式から出発して振動端末条件

を得るときの計算手順を，以下の説明の便宣上，第１

報に従ってそれを要約しておく')．ただし，これらの

理論がTimoshenkoの方程式を使用した場合でも定

性的に成立することはもちろんである．

2.1振動次数方程式
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長さＩ，曲げ剛性、，単位長さ当たりの質量,ｏＩの

一様ばりが，自由横振動を行う際，図１に示すように

左端Ａ点を座標原点とし，はりの軸線に沿って右端

Ｂ点の方向にｘ軸を取る．そしてまた鉛直下方にｗ

軸を取り，はりのたわみをこのｗで表わすことにす

る．さらに，はりの両端における最大変位を６４，６Ｂお

よび８A,βＢで表わし，また支持反力と反力モーメン

トの最大振幅値を，それぞれＲ4,ＲＢおよびＭ4,ＭＢ

で表わすことにする．

,Ｌ
６ｋ

Ｔ 品

図１はりのたわみ線

Ｊ扇

外

さて，断面回転慣性とせん断による影響を無視した

Bernoulli-Eullerの振動方程式は

ＥＩ窯十例祭=０
となるが，本式の解は第１報の(3)式によれば

ｗ(x,r)＝Ｚ？"(x)･sin(の"汁α"）……(2)

で与えられる')．この(2)式中の？,,(x）は一般に振動

学でいう正規関数に該当するわけであり，この関数

１，"(x)は，左端４における

［ル｡=6“［詔扇_｡='‘

隙LF脇隙い｝

州=2赤[佃肌Mcosh〃+c○Ｗ）
＋(E〃:)６４(sinhス"x＋sinス〃x）

＋ｽ"Ｍ１(coshス"x-cosス,‘x）

－ＲＡ(sinhス"x-sinス"x)］……(4)

と表わされる．本式は第１報に（10)式として示して

おいたものであり，本論文では便宣上それを振動モー

ド曲線と呼んでいる')．この(4)式の場合その中の

ｽ”が未知量であるから，関数１，，i(x）を確定させるた

めには，まずス”の値を決定しておかねばならない．

ところがここで

ス蝿=《/吾z扇,あるいは"=源､/亭
……(5)

の関係があり，ス”の値を決定することは，結局のと

ころ固有円振動数の”を求めることを意味する．この

意味で次は，の”の値，つまりス”の値を決定しなけ

ればならないが，それは右端Ｂにおける変位と抗力

の値を使用して，(3)式と同様な境界条件を利用すれ

ば実行できる．

よってここに，(3)式でその右辺の値をそれぞれＢ

端の値に置き換えて，右端Ｂにおける境界条件を示

すと，それは

［ル‘=６．，[筈]=‘='。

［Ⅲ乳‘=脇[､親書‘=Rol

識蝋蝋捌｜

鯛｜

側…川……’
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{ｽz[(En2)6Ａ－Ｍ４]2＋[(En2)８４＋Ｒａ]2｝ｓｉｎスノ

ース{[(En2)6B一ＭＢ][(E〃)８A＋Ｒ‘４］

－[(EI7,2)βＢ－ＲＢ][(En2)64-Ｍ‘]｝ ’
……(9)

が求まり，また次に(8)式をｃｏｓｈスノとｓｉｎｈ〃につ

いて解けば

側"…~Ⅲ冊…Ｍ１＝ｽ2[(En2)6B＋ＭＥ][(En2)6A＋Ｍ４］

－[(、ｽ2)βB＋ＲＢ][(E〃)８４－ＲＡ］

竺剛欄澗鮒mMl＋[(En2)βB＋ＲＢ][(E〃)64＋Ｍ‘]｝

……(10）

が得られる．(9)式は第１報の（16)式であり，（10)式

は第１報の（17)式にほかならない')．

このようにして，本論文で振動固有数と呼んでいる

スノの値は，いま述べた(9)式と（10ﾘ式の４個のすべ

てを，同時に満足すべきことがわかる．したがって，

(9)式と（10)式が固有振動数を決定する振動次数方

程式である．ただし，スノを振動数といった具体的な

物理量として取り扱っている振動問題においては，当

然のことながら０＜〃＜ＣＯの値がスノに対して採用さ

れなければならない．

２．２振動端末条件

(9)式と（1①式で表わされる４個の式すべてを，

同時に満足する振動固有数スノの値を求めると，（５）

式によりはりの各固有振動数が得られるわけである．

ところがこのとき，はりの端末では各固有振動数に対

応して，そこに発生する変位と抗力との間には，本論

文で振動端末条件と呼んでいる特定の関係が成立する．

ここでは，この端末条件式を提示しておく．

いま(7)式に示した２個の式をそれぞれ２乗して辺

加々え，その結果にCOS2スノ＋Sin2スノー１の公式を適用

すると

［(EI7l2)８４＋Ｒ４]2＋ｽ2[(EIｽ2)64-Ｍ４]２

＝[(ＥＩｽ2)βＢ－ＲＢ]2＋ｽ2[(EI7l2)6Ｂ－Ｍｂ]２

……(11）

が得られる．ところで，(9)式は(7)式より得られた

ものであるから，この（11)式は結局のところ，（９）

式でそのいずれかの式から〃の値を求め，この値を

同じ(9)式の別の式に代入した，ということに当たる．

したがって，(9)式のうちのいずれか一つの式と（11）

式とを組合わせた２個の式は，⑨式で示した２個の

式を代用すると考えてよい．

次に，(8)式の２個の式を２乗して，その第１式か

ら第２式を辺々 引いた後，cosh2スノーsinh2スノー１の関

係を使用することにより

［(EI7l2)６，‘－Ｒ４]２－ｽz[(EIｽ2)64＋Ｍ１]２

＝[(EIｽ2)βB＋ＲＢ]２－ｽ2[(EI7I2)6B＋ＭB]２

……(12）

が得られ，これは(8)式から求めた（10）式で，その

うちのいずれかの式の代りに採用できる．

ここに示した（11）式と（12)式中のスは，前記の

(9)式と（10)式から〃を求めると得られる．した

がって，スは既知の値であると考えてよく，（11)式と

(12)式はとりもなおさず，両端末における変位,支点

反力および反力モーメントの間に成立すべき関係式を

表わす．つまり，これら両式がこの場合の端末条件で

ある．なお，第３報では，その中に示しておいた（６）

式と(7)式が，第１報の端末条件を整理すれば得られ

るということを述べたが，上記の（11)式と（12)式は

第３報の(6)式と(7)式の両辺から共通項をおとした

形になっている3)．

以上が，本報告書で必要とする事項を，第１報の中

から要約したものであって，この第４報ではこれらの

結果をまくら片持ばりに適用した場合について述べる

ことにする．

３振動数方程式

緒言で述べたように本報告書では，Ａ端が支持，Ｂ

端が固着のまくら片持ばりを主題材として取り上げて

いるので，その場合にあらかじめ与えられる境界条件

としては

６４＝０，Ｍ4＝０，６B＝０，８B＝０……(13）

の関係が成立していなければならない．

そこで，この境界条件を(4)式に代入して，その下

付添字の〃をすべて省略すると，振動モード曲線？(x）

は

，(蕊)=器{sinM+sin1”

－_&一(sinM-伽x)}……(14）（EI7l2)８４

で表わされる．また，（13)式の条件を（11)式と（12）

式に適用すれば

蹴淵:二登士鯛…Ⅲ
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が得られるが，これを書き換えるとこのまくら片持ば

りに対しては

憾蝋『砿｝…('6）
の振動端末条件が成立することになる．

なお，まくら片持ばりの固着端では，固着の定義に

より必然的に脇十ﾉ１２Ｍ;キ０の関係が成立するはず

であり，かつそこではまたＲ;－ﾉ１２Ｍ;キ０の関係が存

在した')．したがって，（15)式により

鰍::±震:｝…Ⅲ
とすべきことがわかる．

３．１振動数方程式の在来形

まず参考のために，境界値問題に対する従来の解法

手順を，そのまま踏襲した場合の振動数方程式の求め

方を述べておく．すなわち（14)式へ，６B＝Ｂ，]巽=!＝０

およびβB＝[｡Ｗ伽ＬＩ＝０の条件を適用すると

（端‘４－:器主窯芸(>0）……('8）

面烏ｒ器:器主器:芸(>0）…('９）
が得られるが，これら両式では左辺が同じ値を表わす

ので，それらの右辺も相等しいことになる．よって，

(18)式と（19)式の右辺を等しくおき，少し変形すれ

ば

ｔａｎｈスノーtａｎ〃……(20）

となる．本式がまくら片持ばりに対する在来形の振動

数方程式であり，この計算手順が従来から採用されて

いる固有値問題の解法に従った振動数方程式の求め方

である5),6)．

さて本報告書では，(9)式と（10)式の振動次数方程

式へ，（13)式の境界条件を適用すれば，まくら片持

ばりの振動数方程式が求まる，といった第２報より一

貫して採用してきた計算手法について述べる．そこで

まず，（13)式の境界条件を(9)式に適用すれば，この

(9)式の表わす振動次数方程式は，その形が

鰍鮒藍に細…伽
となる．ところがここでは，ＲＢ寺0,ＭＢキ０の関係が

存在し，かつ（17)式の第１式が成立しているので，

上式から

ＣＯＳスノキ０，ｓｉｎスノキ０……(22）

であるべきことがわかる．次に，（13)式の境界条件を

(1①式に適用すると，この（10)式で表わされている

振動次数方程式としては

脇:二溺謡働塑｝…側
が得られる．ただし，（21)式と（23)式とを得る計算

途中では，それらの両辺に［(EIｽ2)８４＋Ｒ４］あるいは

［(EIﾉ12)８忽一凡］の共通項が含まれるので，ここでは

(17)式の関係を利用して，これらの共通項を両辺から

おとした形で，（21)式と（23)式とを示しておいた．

ところで，（21)式と（23)式の４個の式から６Ａ,Ｒ４，

ＭＢ,ＲＥを消去すれば，振動数方程式が得られるはず

である．しかし，そのようにすれば，おびただしい計

算手数が必要となる．よってここでも前報までと同様

に，次のような簡便法によって振動数方程式を求める

ことにする2),3)．

すなわち，（21)式において，その第１式を第２式で

割れば

ＲＢ１
……(24）

スＭＥｔａｎスノ

となり，また（23)式で，第１式を第２式で割ると

ＲＢ１
．．…･(25）

スＭｂｔａｎｈ〃

を得る．ところが，これら（24)式と（25)式では左辺

が同じ値を表わすので，それらの右辺は必然的に相等

しいことになる．よって

ｔａｎｈスノーtａｎ〃……(26）

が求まり，この（26)式は境界値問題に対する従来の

解法手順で求めた（20)式と一致する．ただし，前に

も述べたように，（26)式の根スノとしては,０＜〃＜ＣＯ

の範囲の値が採用される．

そこでいま，この０＜〃＜COの範囲を念頭におけば，

(26)式では

０＜tanh〃＜１……(27）

の間の値をとることになり，結果として（26）式の右

辺の関数tanスノも，その値が

０＜tanスノ＜１……(28）

の範囲に存在することになってしまう．

なお，（27)式の関係から，（25)式のＲＢ/(ﾉ1ＭＢ）の

値は

-星些＞ｌ
ﾉIＭＢ

……(29）

となるが，このことは，右端Ｂの固着端における反

力ＲＢと反力モーメントＭＥの値が常に同符号とな

り，しかもそれらの大きさにはｌＲＢｌ＞|ﾉＩＭＢ｜の関係



有冨：一様ばりの横振動時における端末条件､（第４報）

ところが，この図２からわかるように，（33)式を満

足するス"ノの値は（30)式の範囲以外にも存在し，不

都合をきたす．たとえば，図のＡ点，Ｂ点，Ｃ点，Ｄ

点,．…･･の交点から得られるα,６，c,。;……のルノの値

がそれであり，これらα,６，ｃ,αなどの不都合なス,,ノ

の値は，（33)式を満足するス"ノの値から除外する必

要がある．このようなス,,ノの不都合値を除外し，（30リ

式を満足する適切なノl胴ノの値の存在範囲を示したも

のが，図２の斜線を施した部分である．図の斜線部の

値のみを採用すると，（33)式の第１式が奇数次振動に

おけるス"Ｉの値の満足しなければならない関係式で

を実施するためには，（26)式の振動数方程式を，以下

のように変形してゆけばよい．すなわち，（26)式の両

辺を２乗し，さらにその両辺に１を加えてみれば

１＋tan2ス風ノー1＋tanh2ス肺ノ……(31）

となるが，ここで

１

１＋tan2ルノー而両;７……(32）
の関係を（31)式の左辺に代入して，ＣＯＳルノを求める

と

が存在していることを意味する．さらにまた，（16)式

の第２式によれば，左端Ａの支持端における傾斜角

８Ａと支持反力ＲＡも，常に同符号をもつべきことが

わかる．

３．２振動数方程式の変形

（26)式の在来形の振動数方程式はその形が簡単で

あり，振動数を求めるときの実用計算には便利である．

しかし，振動モードや端末条件に対する振動数の対応

関係を求めるためには，（26)式を別な表現式に変形し

ておくと都合がよい．その際，（26)式を満足する振動

固有数〃の存在しうる範囲も，前もって決定してお

く必要がある．それゆえ，この〃の存在範囲を決定

するわけであるが，（28)式によればｔａｎスノの値は

0＜tａｎ〃＜１の範囲にある．このことは〃の値が第

１象限と第３象限にのみ存在することを意味する．し

かも，２．１節の最後のところでも述べたように，〃の

値としては０＜〃＜COの範囲の値が採用される．

したがって，〃の値をそれの最小値から順次増大

してゆく順に，ここでノ101,ス,I,ﾉ12ﾉ,ﾉ13ﾉ,…と書いて，

これら〃の存在範囲を０＜tanﾉlＩ＜１の条件で表わし

てゆけば，まず最初の値ス･ノは０＜ﾉｌｏＩ＜元/４の範囲

の第１象限内に存在することになる．そして次の値

ｽ,ノは7r＜ｽ,Ｉ＜(冗十7r/4）の第３象限内にあり，続い

てその次の値ルノは２７r＜ルノ＜(2冗十元/4）の第１象

限内に，またさらに引き続く次の値ﾉl3Iの存在範囲は

3元くｽ3ﾉ＜(3冗十汀/4）の第３象限内などとなり，以下

スノは順繰りに第１象限内，第３象限内の値を交互に

とることになる．

ところが，最初の０＜ｽ｡ﾉ＜元/４の範囲内では必ず

tanh〃＜tａｎ〃の関係が存在し，そこでは（26)式の

振動数方程式ｔａｎｈ〃＝tａｎ〃が満足されない．この

理由から最初の第１象限内のﾉ１０ﾉの値だけは，除外し

なければならない．よっていま，〃を振動次数とおけ

ば，ルノの値は〃が奇数のときには第３象限内に存在

し，また〃が偶数のときにはそれが第１象限内に存

在することを知る．そこで，これまでのことをまとめ

て表わすと，ルノの存在範囲は

刀冗くｽ"Ｉ＜("＋1/4)元,("＝1,2,3,…）・…．．(30）

で表わされることになる．

これで奇数次振動，偶数次振動に対するス同ノの存在

範囲の区別が判明したので，次は奇数次，偶数次の各

振動に対して，それぞれの区別ができるような振動数

方程式の形について考えてみることにする．このこと

とり，ｙ,＝ＣＯＳス"ノとｙ２＝±1/ﾍﾉI＋tanh2ス"Ｉを縦軸に

とって示したものであるが，本図によればその中のｙ，

曲線とｙ２曲線の交点から（33)式を満足するス"ノの

値が求まる．

１

ＣＯＳｽ"ノーー､/T千面IIF-7i葱， もしくは

１
……(33）ＣＯＳス"ﾉーﾍﾉ,＋tanh2ス"ノ

が得られる．ただし，この（33)式から得られるス"Ｉ

の値は，（30)式の範囲に存在しなければならないので,

(33)式を使用してス"’の値を求めるには’次のよう

な配慮が必要である．すなわち，図２はＭを横軸に

ＣＯＳス"ノー±Ｍ/1＋tanh2ス"７ の根の図式解法

暇
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R・=-R廻謡総務！）一一

あり，それの第２式は偶数次振動において成立する関

係式であることを知る．

次に全く同様にして，今度は(26)式を

１１
＝ …･･･(34）

tanルノtanhｽ"Ｉ

と書いてその両辺を２乗し，その結果の両辺へ１を加

えてみると

’+tan岩卿,='+tan岸〃つまり

してゆくことにする．

４端末条件と振動次数の対応

いま述べたように，本報告書ではまくら片持ばりの

自由横振動について，それの振動モードとそのときの

端末条件との対応を求めるわけであるが，この目的の

ためには（33)式や（36)式のように，振動次数を奇数

次と偶数次に区別して，それぞれに対応する振動モー

ドや端末条件を別々に考えてゆけばよい．すなわち，

振動モードはそれぞれの振動数に対応するわけである

から，振動モードと端末条件との対応関係を考えると

きには，端末条件と振動次数との対応を，あらかじめ

求めておくと都合がよい．ただし，以下では混乱の生

ずる恐れもないゆえ，ス,‘の記号を適宜スと簡略して

使用してゆくことにする．

さて，まくら片持ばりの場合，（26)式から得られる

あらゆる振動数に対しては，（16)式の端末条件が常に

成立している．ところが，これら（16)式と（26)式の

形のままでは，端末条件と振動数の対応関係がいささ

か不明確である．したがってここでは，振動数と端末

条件に対して，それらの間の対応関係を明確にするこ

とについて考えてみる．

そのためにいま，（16)式の端末条件を

６

－０．５

１

，/~す

－１

図３ｓ』

……(39）

１１＋tanh2ス"ノ
……(35）

R・=R4‘2(慧緒芸芳!）
あるいは Ｉ

ｓｉｎ２ス"ノーtanh2ス肌ノ

が得られる．したがって，これから

帆'=-7丁畢器iﾗ,もしくは

この図３をみると，（36)式の第１式は奇数次振動の

ときに，またそれの第２式は偶数次振動のときに，そ

れぞれ振動固有数ス"Ｉの値が満足すべき関係式である

ことがわかる．ただし，この（36)式においても（33）

式の場合と同様に，（30)式の範囲外に存在するα'’６'，

c',α'などのス"Ｉの値を除外する必要があり，それら

の適用に当っては（30)式の付帯条件を併用しなけれ

ばならない．このために，図３でも斜線部内のス"ﾉの

値のみが採用できる．

以上，まくら片持ばりに対する振動数方程式の在来

形を変形すれば，（33)式と（36)式が得られることを

述べたが，次の４章と５章においては，これらの式を

使用して振動モードと端末条件との対応関係を明確に

．hｗ=ｨ,器誇， ……(36）
の関係を得る．これを先程の図２と同様に,ｙｉ＝siｎ

Ｍｂ=剛a‘､/2(券ｗあるいは

Ｍｂ=-側)a八/2(諾号而…(38）
のように区分しておき，それぞれの端末条件に対応す

る振動次数を，（21)式と（23)式の振動次数方程式に

よって求める方針をとる．その際，（37)式と（38）式・

の端末条件式に含まれている凡/(EIｽ２．８４）の値も，

振動固有数〃で表わしておく必要がある．

よってここで，（37)式中のＲＡ/(EIｽ2.8A）の値と

して（19)式を使用すると（37)式の端末条件は

の根の図式sinｽ"I＝±tanhｽ"Ｗ１+fanh2ﾉl"ﾉ
解法

ﾉ1,,Ｉ,ｙ２＝±tanhｽ"ﾉ/何十tanh2ﾉl凧ノとおいて描いたも

のが図３である．

１
１
－
何
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闘
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【
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０
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……(37）
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７

ＲＥ＝jMI千画､2.64)2/脇は，奇数次振動のときに

成立する関係式であるとの結論を得る．

次に，本報告書では端末条件と振動モードとの対応

を求めることも必要である．それゆえ，いま考えてい

る奇数次振動に対応する振動モードについて，あらか

じめここでは述べておく．（14)式によると，ある振動

固有数スノに対応する振動モードは，凡/(EIﾉ'2.84）の

値で決まることがわかる．そのとき，Ｒ４/(EIﾉ'2.8A)の

値は（18)式および（19)式で与えられるが，これらは

振動次数の奇数値，偶数値を問わず成立する値であっ

た．よって，奇数次振動に対する振動モードを考える

ためには，奇数次振動を表わす（47)式を（19)式へ適

用して，ＲＡ/(EIｽ2.84）の値を求めておくとよい．振

動モード曲線の具体式は次の５章で述べることにして，

いまのところはＲ４/(EIﾉ12.8,,）の奇数次振動時の値を

以下に示す．

まず（19)式の右辺へ，（45)式および（47)式の関係

を代入すれば，凡/(EIｽ2.84)の値は

［i］条件ＲＢ＝Ｒ４１/1＋⑧ﾉ１２．８A)z/脇のとき

（37)式の第１式を表わすこの条件は，それと等価な

(39)式の第１式で置き換えられる．よって，この(39）

式の第１式の関係を（41)式に代入すれば

２COSｽﾉ･coshｽﾉー ｲー２面弧2刀十Cos2〃）

……(43）

となるが，この（43)式の両辺を２乗してcos2スノを求

めると

。｡s’"=2器差， ……(44）

となる．さらにいま，この（44)式へ

ｌ

ｃｏｓｈｽﾉーﾍﾉ,－tanhz-7i7(＞0）……(45）
の公式を代入すれば

１
……(46）ｃｏｓ２スノー，＋tanh2〃

となる．これからｃCsスノの値としては正負２個のも

のが得られる．しかしながら，このＣＯＳ〃を含む前

記の（43)式の視察によれば，その左辺の中ではｃｏｓｈ

〃＞０であり，しかも右辺の平方根の中が正の値をと

るので，この場合はＣＯＳ〃＜oとすべきことがわかる．

このため，ＣＯＳ〃としては負の値を採用して，それが

１

ＣＯＳ〃＝－JT千両IIP一万(＜0）……(47）

と与えられ，本式の第１式，第２式はそれぞれ，（37）

式の第１式，第２式と等価なものとなる．全く同様に

して，（38)式の端末条件は，（18)式のＲＡ/(EIﾉ12.8,‘）

の値を採用すれば

有冨：一様ばりの横振動時における端末条件（第４報）

M･=側Ｗ零需=:謡
あるいは

Mb=-(剛'ﾊ/面窯需圭需

で表わされることになる．したがって，（39)式の第１

式で表わされる端末条件，つまり（37）式の第１式が

表わす端末条件に対しては（47）式が成立し，この

(47）式は（33）式の第１式と一致する．ところが’

(33）式の第１式は奇数次振動に対して成立していた

わけであるから，（37）式の第１式が表わす端末条件

となるが，本式では第１式が（38）式の第１式と等価

であり，また第２式は（38）式の第２式と等価な式と

なる．

このように（16）式の端末条件を（37）式と（38）

式とに区分し，さらにこれら（37)式と（38)式をそれ

ぞれ（39)式と（40）式の形に変形しておけば，これら

の端末条件と振動次数の対応関係は，（21)式と（23）

式の振動次数方程式を利用して求めることができる．

しかし，そのためには（21)式と（23)式の振動次数方

程式の形も，それらを次のように変形しておくほうが

よい．すなわち，まくら片持ばりの場合には，（22）

式よりＣＯＳ〃キ0,かつｓｉｎスノキ０の関係が存在し，こ

れらの関数は乗法計算のときの乗数として，それらを

利用することが許容される．よっていま，（21)式の第

１式にｃｏｓｈ〃(＞0)を乗じたものから，（23)式の第１

式にＣＯＳスノ(キ①を乗じたものを辺々引けば

２R4cosスノ･coshスノーーＲＢ(coshスノ＋ＣＯＳﾉM）

……(41）

が得られる．次にまた（21)式の第２式にsinh〃(＞①

を乗じた式と，（23)式の第２式にｓｉｎ〃(寺0）を乗じ

た式とを辺々加え合わせると

２(EI7l2)８４sｉｎスノ･sinhスノ

ーースＭB(sinhスノーsinｽﾉ）……(42）

を得る．したがって，（41)式は（21)式と（23)式のそ

れぞれ第１式の２個の式のいずれか１個の式の，また

(42)式は（21）式の第２式と（23)式の第２式の２個

の式のうちのいずれか１個の式の，それぞれ代用をす

ることになる．このように，（21)式と（23)式を（41）

式と（42)式のように変形しておけば，これら（41)式

と(42)式を使用して端末条件と振動次数との対応関

係が以下のように明確にできる．
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R４－ﾍ/1~干面1Hz~刀一J1~＝fEmh2スノ

（EIｽz)βＡ１/I~干匠I而面~万十,/1~二面ｉＦ~７Ｗ

……(48）

となるが，ここで(27)式によれば０＜tanh〃＜１の

制限があり，（48)式ではその右辺の分子が

イ1＋tanh2スノーイi~二面iF7i7キ０……(49）

となる．したがって，（48）式の右辺の分母と分子に

(,/1千tZmi2r刀一､/1二tEnI2~刀)を乗ずると，（48)式は

凡１－ｨ１－tanh4スノ
……(50）

（Ｅｎ２)βAtanh2スノ

のように表わすことができる．この結果，振動次数が

奇数値をとる場合には，Ｒ』/(EIﾉ12.8A）の値は（50)式

で与えられることを知る．

［ii］条件ＲＢ＝一Ｒ４ﾍﾉ1＋(EIｽ2.8Ａ)2/脇のとき

この（37)式の第２式で表わされる条件は，（39）式

の第２式で置き換えられる．よって，この（39）式の

第２式の関係を（41)式に代入すると

２ＣＯＳスノ･coshスノーイ2(cosh2〃＋cos2スノ）（＞0）

……(51）

となり，この場合はＣＯＳ〃＞０でなければならないこ

とがわかる．ここで，上式と（43)式とを比較すると，

それらの右辺の符号のみが異なるだけであるから，

(51)式の両辺を２乗すれば(43)式の両辺を２乗して

得られた（44)式と全く同じ結果となる．したがって，

前に（44)式から（47)式を求めたときと同様にして，

この場合はＣＯＳ〃＞０であることを考慮すれば

ｌ

ｃｏｓスノーィ1＋tanh2スノ（＞0）……(52）

となり，本式は（39）式の第２式の端末条件，つまり

(37）式の第２式に対して成立する関係式である．と

ころが，この（52）式は偶数次の振動数方程式である

(33)式の第２式と一致し，この結果(37)式の第２式

で表わされるＲＢ＝一Ｒ‘'/'干rE77F･６４)2/扇の端末条

件は，偶数次振動のときに成立することがわかる．

次にここでもまた，あとで述べる振動モードとの

対応を考える便宜上，この偶数次振動に対するＲ４／

(EIｽ2.84)の値を求めておく．そのために，（52)式と

(45)式の関係を（'9)式に代入すれば，それは

Ｒ'‘－１＋,/T二面ＩＦ７ｗ
……(53）

（ＥＩｽ2)a4tanh2〃

の形でも与えられることになる．

[iii］条件ＭB＝(EIﾉl)８４１/2ＲＡ/(EIｽZ。β』)のとき

前に述べたＲＢ＝Ｒ〆1＋(ErjF5F7W扇を表わす

(37)式の第１式の端末条件は，奇数次振動のときに

成立するものであった．ここでは，（38)式の第１式で

示したＭB＝(EIﾉＩ)８４１/ZR7I7面ｽ２．８４)の端末条件につ

いて考えてみる．そのために，（42)式へ（38)式の第

１式と等価な（40)式の第１式の関係を代入すると

２sinｽﾉ･sinhｽﾉー ﾍーﾉ雨了…「（＜O）

……(54）

となり，このときｓｉｎ〃＜０でなければならないこと

がわかる．ここでさらに，この（54）式を２乗して

sin2スノを求めると

‘in塾昨2器缶，…側
を得るが，本式の右辺ｓｉｎｈスノに

‘inh昨鍔論……(56）
の公式を使用すれば，（55)式は

､ｍ２ル,器穿〃…(５７）
となり，この（57)式からは正負２個のｓｉｎ〃の値が

得られる．ところが，この場合スノ＞0,tanh〃＞０で

あり，かつｓｉｎ〃＜０であることを考慮すれば，ｓｉｎスノ

の値は

，inﾙーｲ,鍔等"(<0）…(58）
で表わされることになる．本式は（36）式の第１式と

一致しており，この（36）式の第１式は奇数次振動に

対応する関係式であった．この結果，（38)式の第１式

で示したＭＥ＝(EIｽ)βんｲ2RA/(EIｽ2.8剃）の条件は奇数

次振動のときに成立すべき端末条件であるといえる．

このときＲ4/(EIｽ2.6Ａ）の値は，（58)式と（56)式の

関係を（18)式に代入することにより

Ｒ,４ －１－１/l-tanh4〃
……(59）

（EIｽ2)＆‘tanh2〃

の形で与えられ，これは（50)式と一致している．

以上のことより，次の結論が得られる．すなわち，

振動次数〃が奇数値をとる場合には，端末条件とし

て

剛砺識溌蒜｜
……(60）

が同時に成立しており，かつそのときのＲ４(,,)/(EIｽ:。

β,‘(")）は（50)式あるいは（59)式により
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[iv］条件ＭB＝－(EIｽ)８４､/2R4/(EIｽ2.84)のとき

前記の（52)式のすぐ下で述べたように，（37)式の

第２式で表わされるＲＢ＝一ＲＡへ/1＋(EIｽ2.ａ‘)2/脇の

端末条件は，偶数次振動のときに成立するものであっ

たが，ここでは（38)式の第２式で示しておいたＭB＝

一(EIｽ)＆‘ｲ2Ｚ７画ｽ２６ａ,)~の端末条件について考え

てみる．そのためにいま，（38）式の第２式と等価な

(40）式の第２式を（42）式に代入すると

２sｉｎ〃･sinhスノー,/2(sinhzスノーsin2ﾉIﾉ）

……(63）

となる．本式の右辺は常に正の値をとるので，この場

合にはｓｉｎ〃＞０の関係が存在することになる．ここ

でいま，（63）式の両辺を２乗してsin2〃について解

いてみると，その結果は（55)式と全く同じ式になる．

よって，この（55）式からｓｉｎ〃の値としては，この

場合ｓｉｎ〃＞０であることを考慮して

，inルィ,器等方書(>0）…側
が得られ，これは（36）式の第２式と一致する．この

（36）式の第２式は偶数次振動に対する振動数方程式

であったから，結論として（38）式の第２式の端末条

件ＭB＝－(EIﾉ！)８Ａ､/2凡/(EIﾉ１２．０刻）は，偶数次振動

のときに成立することを知る．次に，このときＲ'‘／

(EIｽ2.64）の値は，上式および（56）式の関係を（18）

式に代入することにより

ＲＡ－Ｒ４－１＋１/I~二ｆＺｍＦ－刀
（EI71z)８４tanh2スノ……(65）

の形で与えられるのが，この（65）式を前記の（53）

式と比較してみると，両者は完全に一致していること

がわかる．

ところが，（53）式はＲＢ＝一Ｒ４，/Ｆ(jEIｽ2可ﾗﾏＷＲｊＩ

の端末条件，つまり（37）式の第２式から得られたも

のであり，かつこの（37）式の第２式の条件は偶数次

振動のときに成立する値であった．したがってここで，

次の結論が得られる．すなわち，振動次数を再度〃で

表わせば，偶数次振動に対する端末条件としては

蹴二棚wi漂織詩｜
……(66）

が成立し，かつこの偶数次振動のとき，Ｒ４(")/(、ｽ:・

ぬ(")）は（53）式あるいは（65）式から

蹴一憲謡卜価
と与えられる．さらに，（66）式の端末条件は，その

中のＲ４(,,)/(EIｽ:･８A(,‘)）のところへ（67）式の右辺の

値を使用することにより

卿w索論
……(68）

のような形で表わすこともできる．

以上，端末条件と振動数方程式および凡(卿)/(EIﾉl:・

８A(")）の値の三者に対し，それらの間の対応関係を明

示する目的で，奇数次振動と偶数次振動を区別して考

えてきたが，最後に〃＝１，２，３，……として，（60リ式

と（66）式をまとめると，まくら片持ばりの端末条件

は（16）式の代りに

蹴蝋噸i瀞１１１１
……(69）

のように表わすことができる．この（69）式の端末条

件はまた，（62）式と（68）式をまとめることにより
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銑出~撮筈fl冒側
の関係を使用すれば，Ｒβ(")/(ｽ"Ｍβ(")）の値は

緒言=雨:７i７，(〃=1,2,3,……)…(73）
と与えられることになる．以上得られた結果の妥当性

は，（73）式が（25）式と一致する，ということによ

り容易に確認することができる．

さて，これまでは本報告書で主題材として取り上げ

た４端支持，Ｂ固着のまくら片持ばりについて述べ

てきたが，ここでいま』端を固着に変更し，Ｂ端を支

持に変更した場合についてふれておく．その場合は，

(13）式のかわりに

６４＝０，８，‘＝０，６B＝０，ＭＢ＝０……(74）

の境界条件が存在し，この条件を（11）式と（12）式

に適用すれば，振動端末条件は（16）式と類似した

耀麦鰯麓;｝……(７，）
で与えられる．ただし，（75）式は振動次数〃のあら

ゆる値に対して成立するものであり，その中では心，

Ｒ,,("),ＲＢ(,,),Ｍ‘(")，８Ａ("）と記すべきであるが，ここ

では〃を省略した形にしておいた．この（75）式は

(16）式の下付添字』をＢに，またＢを』へそれ

ぞれ変更するだけでただちに得られるものであって，

それは第１報の（66)式と（67）式にほかならない')．

このように，Ａ端固着，Ｂ端支持のまくら片持ばりに

対する端末条件は，（16）式における添字ｚ４とＢを交

換し，かつ（16）式の第２式の符号を負に変更すれば

得られる．したがって，本報告書では』端支持，Ｂ端

固着のまくら片持ばりを主題材として取り扱ってきた

とはいえ，これまでに述べた理論の展開は，Ａ端を固

着へ，Ｂ端を支持へ変更した場合のはりに対しても，

適用できることになる．

５振動モード曲線

まくら片持ばりの振動モード曲線？"(x)は（14）式

で表わされる．いま，それを再記すると

叩)=帯{smhい+sinい

Ｒ"”（sinhい-sinい)}…(76）（ＥＩｽ:)８A("）

となり，ある振動固有数ス"ﾉに対応する振動モードは，

R4(")/(、ｽ:･８Ａ(凧)）の値で決まる．ところが，ＲＡ(")／

(EIｽ:°８A(風)）の値に対しては，多様な表現が存在し，

それは（18）式，（19）式および（72）式のように表

わされるので，これらの式をまとめると

ＲＡ("）－１＋(－１Ｍ＝両Ｆ~７面
（ＥＩﾝI:)８A("）tanh2ス風ノ

：器主筆器-::淵主器謝……(77）
が得られる．よって，？"(x）としては様々な表現が可

能であることを知る．

さて，ここでは端末条件と振動モード曲線との対応

を明らかにする目的で，端末条件との対応関係が明確

になっている（61）式と（67）式を（76）式に適用し

て，それらに対応する振動モード曲線を求めることに

する．まず，振動次数が奇数値をとる場合，まくら片

持ばりの振動モード曲線；｡"(x）は，（76）式の凡(")／

(EIｽ:。β』(")）のところへ，（61）式を代入すれば

叩)=器{sin肌蕊十s卿

！-綜等ZLZ(sinhい_simM｝
（"＝1,3,5,……）……(78）

の形でわされる．上式によれば，Ｐ"(x）は支持端の傾

斜角で決まることがわかる．この振動モード曲線に対

応しては，（60）式の端末条件が成立し，かつこのと

きのス"Jの値は（33）式の第１式もしくは（36）式の

第１式によって表わされる振動数方程式から得られる．

しかしながら，そのときは（30）式の付帯条件を併用
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する必要があるので，図２と図３を使用してス"ﾉの値

を求めなければならない．

次に振動次数が偶数値をとるときのモード曲線

?"(x）は，（76）式のＲＡ(")/(EIｽ:。６４('‘)）のところに，

(67）式を代入すると

帥)=帯{sinhl鯛"+sinい

’+書誌窯抑(s肌x-si岬)｝
（"＝2,4,6,……）・…．．(79）

となる．この式のﾉ1,,Jの値は（33）式の第２式もしく

は（36）式の第２式で表わされている振動数方程式か

ら得られるが，具体的には図２と図３を使用して求め

られる．また，そのときの端末条件は（66）式で与え

られる．

以上，まくら片持ばりに対する振動モード曲線と，

それに対応する端末条件を明確にする意味で，振動次

数が奇数値をとる場合と偶数値をとる場合について，

別々に考察してきた．よってここでは，振動モード曲

線？"(x）が〃の値のすべての整数値に対して成立す

るように，（78）式と（79）式をまとめて総括した表

現にしてみると

，俳器{sinlwr+sinい

一'+(一十編:雲zz(s肌蕊-川x)｝
（"＝1,2,3,．…．．）……(80）

が得られる．このようにして，まくら片持ばりにおい

ては，振動モード曲線が（80）式で表わされるが，こ

こで（76）式のＲＡ(")/(Erｽ:。＆４(")）の値として，（18）

式の右辺を使用すると

，(x)=岩{sinh冊Sin加

窯器圭:器(sinM-sM)｝
．…．．(81）

が求まる．ただし，本式は振動次数〃が奇数次，偶数

次を問わず，すべての整数値〃に対して成立するの

で，この（81）式ではス”をスと簡略化しておいた．

そこで,以下当分の間はこの略記号スを使用してゆく

ことにして，次に（76）式でその中のＲ４/(EIﾉ12.ａ‘）

のところへ，（19）式の右辺を代入すれば

，(態)=器{sinh柵s肋

：:窒砦器(smx-s肋)｝
．…．．(82）

を得る．

これら（81)式と（82)式は，従来からも類似表現式

が採用されている5),7)．しかし，ここで示した（80リ

式，（81)式および（82)式の３個の式は，いずれも支

持端の傾斜角８４で表現されており，この点が従来と

は幾分異なった表現法であると考える．このように，

振動のたわみ形を支持端の傾斜角８４で表現しておけ

ば，固有振動数の値と支持端の傾斜角の値とを計測す

ることにより，振動中のたわみを実験的に検定しよう

とするときには便利である．

なおこの場合，（76)式を

“(x)=鈴{竺登必(sinMr+s肋）
－SinM十s肌｝…Ⅲ）

と書いてみてもわかるように，これまでのＲＡ/(EIﾉ１２．

８A）の逆数値を採用すれば，？(x)はいずれもＲ４で置

き換えて表現できること，もちろんである．

次に，この場合の主題材ばりで設定してきた』端

支持,Ｂ端固着の条件をここで変更して，４端固着，

Ｂ端支持のまくら片持ばりについて考えてみると，こ

のはりに対しては（74)式の境界条件が存在するわけ

である．よって，そのときの振動モード曲線は，（74）

式の条件を(4)式に適用して

，(苑)=淵coshﾉ,x-cos〃

‐為(Sm肋-siⅧ)｝…(84）
と表わされ，本式はまた

'(x)=鈴{砦(c･sM-c州
－sin肋十siM｝……(８５）

とも表わされる．いま（84)式を例にとれば，その式

中の端末抗力比Ｒａ/(ﾉ１Ｍ‘）の値が，第１報の（60）式

と（61)式')，および本報告書の（24)式と（25)式など

で与えられているので，それらをまとめてみると

ＲＡｃｏｓｈスノーＣＯＳ〃ｃｏｓｈ〃＋ＣＯＳ〃

ノＩＭ４ｓｉｎｈ〃一sｉｎスノｓｉｎｈスノ＋sinスノ

１１
＝ …･･･(86）
ｔａｎスノｔａｎｈ〃

となり，（77)式と同様にこの場合もＲ４/(ﾉ１Ｍ‘）の値

は多様な形で表現できる．この結果，（84)式もしくは
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(85)式の振動モード曲線に対しても多様な表現形が

存在する．

ところで第３報において，長さノの両端固着ばりが

偶数次振動を行う場合には，その振動たわみ形が，径

間の中央点に対して左右逆対称となり，しかもそのた

わみ形は中央点を支持された長さノ/２のまくら片持ば

りのたわみと同じ形になる，ということを述べておい

た．つまり，長さＩの両端固着ばりの偶数次振動に対

する振動モード曲線は，座標原点を径間の中央にとれ

ば，第３報の（87)式すなわち

，(‘)=器{si窯滞2)‘i謡2)｝
……(87）

で表わされる3)．ただし，スは振動次数〃を用いて，

ｽ”の記号で書いておいた．ここでは，本報告書で得

られた理論結果を用いて，まくら片持ばりの振動モー

ド曲線が上の（87)式の形で表現できることを示すこ

とにする．

そのためにまず，（81)式を

甲卿(x)＝－２型.型１１_ムノ･sinｽ卿ノ
ス〃ｓｉｎｈス"ノーsinス"ノ

（器器一語帯）…伽）
と変形しておく．この（88)式は＆("）で表わされて

いるのに対し，前記の（87)式はＭB("）で表わされて

いる．そこで，（88）式の８A(,,）をＭＥ("）で表わす

手段を考えるわけであるが，いま（18）式のＲ４(")／

(EIﾉl:。８４(,,)）の値を（69)式の第２式に代入してみる

と

‘"鋤=(-浩三差‘"!儒謡手淵
……(89）

が得られ，これを（88)式の８４(,‘）のところに使用す

れば，？"(x）が

州=局芸器[据滞斧器芳］

（:器ヂー 器予）…('0）
のようにＭβ("）で表わされる．

とこらが，まくら片持ばりにおいては，それの振動

固有数ス"ノが（36)式の関係を満足しているので，こ

の（36)式をここでまとめて表現してみると，それは

．inm卿'=(－１)蝿ｨ,等器』卿！ ……(91）

の形となる．よって，この（91)式と前記の（56)式の

公式とを使用して，（90）式の右辺大カッコの中の項を

計算してみると，その値が

ｓｉｎｈスｎﾉ･sinス"ノ

,/sinh2，‘ノーsinノＩ

（－１)"tanhzｽ"W1-tanh4ｽ"ノ（－１)”
－，/Ztanhzｽ,,W1-tanh可~７７;ｒー何

……(92）

のように得られる．

いま得られた（92)式の値を（90）式に代入すれば，

この（90)式のり，風(x)が

州=綴(器ﾃｰ器）…側
と簡素化され，これでまくら片持ばりの振動モード曲

線？"(x)は固着端の反力モーメントＭB(〃)で表現でき

た．本式でノのところをﾉ/２に置き換えると，それは

(87)式と一致する．したがって，第３報で提示した長

さノの両端固着ばりの偶数次振動に対する振動モード

曲線（87)式，つまり第３報の（87)式は，長さがノ/２

のまくら片持ばりの振動モード曲線であるとの確認が

できたことになる．

６改修形振動数方程式とその略算式

第３章においては，振動数方程式の在来形ｔａｎｈＭ

＝ｔａｎ２凧ﾉを変形して,奇数次振動と偶数次振動との区

別ができる（33)式と（36)式を求めておいた．しかし

ながら，これら（33)式と（36)式を使用して実際に振

動数を求めるためには，（30)式の付帯条件を考慮する

必要がある．よってこの場合，図２と図３でもわかる

ように，その中で斜線部に含まれるルノの値だけを採

用しなければならない．これは非常に不都合なことで

ある．

そこで本章では，（30)式の付帯条件なしでも使用で

きるように，改修形としての振動数方程式を（33）式

と（36)式により，求めることについて述べる．そし

てさらにここでは，この改修形振動数方程式の近似解

法を示し，あわせて端末抗力比の近似値についても述

べることにする．

６．１振動数方程式の改修形

まず，（30)式の付帯条件を併用したとき，奇数次振

動に該当すると考えられる（33）式の第１式と，同じ

く（30）式と併用して奇数次振動のとき成立すると考

えられる（36）式の第１式について，それらを辺々加
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Ｒ

から得られるス｡ノー0.937の値のみを除外すれば，そ

の他のすべての交点によるス風ノの値は，（30)式の付

帯条件と併用して得られる図２と図３による結果と一

致する．しかも奇数次振動，偶数次振動への対応も，

(30)式の付帯条件なしに，自動的に区別されている

ことがわかる．したがって，（96)式と（97)式は振動

数方程式の改修形として，それらが採用できるのでは

ないかとの期待がもてる．ただしその場合は，（97)式

から得られたｙＹ曲線とｙ;曲線との最初の交点Ｐに

該当するス･ノー0.937の値だけが，除外できるもので

なくてはならない．

そこでさらに，（96)式と（97)式の２個の関係式を，

振動次数〃を使用して１個の式にまとめ，それを

｡.｡叶蓋播蓋|一例
の形に表現してみる．前述のように，本式を図式的に

解くため，その左辺をｙＹとおき，また右辺をｙ；と

おいて，それらを図示したものが図４であったが，こ

こでいま，（98)式で〃＝１とおいてス,ﾉの値を図４に

よって求めると，yii曲線とｙ；曲線との最初の交点

Ｐは得られず，このＰ点を飛び越えて，いきなりそ

れはＱ点として得られる．次にまた，（98)式で〃＝

２とおいてルノの値を求めると，それが図４ではＲ点

として得られる．以下同様にして，（98)式で〃＝3,〃

＝4,…とおいたときのス3ﾉ，ノ14ﾉ,……の値は，図４でＳ

点，丁点，……で表わされる．このように，（98)式の

図式解法を示す図４によれば，１次振動の〃＝１に対

する振動固有数がyli曲線とｙ；曲線の交点Ｑから

得られるノ１，ノー3.927(＝5汀/4）の値として求められる

ので，必然的に（97)式の中に含まれるス｡ノー0.937の

交点Ｐの値だけは除外されてしまう．すなわち，（98）

式を振動数方程式として採用すれば，（30)式の付帯条

件は必要でなくなっており，ここで取り扱っているき

くら片持ばりに対する振動数方程式の改修形としては，

期待通り，（98)式が採用できることを知る．

え合わせてみると

…岬一馬瀞1ト側
が得られる．同様にまた，（30)式と併用した場合，偶

数次振動のときに成立すると考えられる（33）式の第

２式と（36)式の第２式とを,辺々加え合わせると

……‘;瀞ii｝側
が求まる．

ところが(94)式と（95)式の右辺(COSス"I＋sinﾉ1,,ﾉ）

は

。｡s恥!+s肌‘ﾉー伽sい１－蚤）
の形で表わされるので，これを（94)式と（95)式の左

辺に使用すれば，（94)式は

｡･･叶一樵淵側
となり，次に（95)式はその表現形が

｡･･叶方齢誇川側
となる．ただし，これら両式では，いずれの式が奇数

次か偶数次か，それぞれの対応を判定するために，

(30)式の付帯条件が利用されている．

さてここで，ス"ﾉを横軸にとり，ｙｆ＝ＣＯＳ(ｽ"ノー元/4）

１
１
万
叩

Ｔ

数ｙ:＝±(1＋tanhス風Ｉ)／１/2(1＋tanhzス"ﾉ）の絶対値

は急激に１に漸近していることがわかる．すなわち，

図４ＣＯＳ(ﾉl"ノー元/4)＝±(1＋tanhｽ"ＩＷ２(1＋tanh2ﾉl"ﾉ）

の根の図式解法

ＳＱ

恥
１
万
証

一
一

６．２振動数の近似値

いま述べたように，（98)式の振動数方程式を満足す

る振動固有数ノ1,‘ノの値は，図４でｙＹ曲線とｙ；曲

線の交点として求めることができる．ところが，この

図４によれば，ス風ノの値がわずか増加しただけで，関

とｙ:＝±(1＋tanhﾉl"ﾉＭ/2('千~fmi2ｽ"ﾉ）を縦軸に

とって図示してみた．図４はその結果であるが，この

図のｙｌｉ曲線とｙ：曲線の交点が，求めるス風ノの値

を示す．本図でｙｆ曲線とｙ；曲線との最初の交点Ｐ
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(a）１次振動

6.3振動モード曲線の簡略式と端末抗力比の近似値

まくら片持ばりに対する振動数は，十分な精度を

もって（100)式で近似できることがわかった．そこで

ここでは，振動固有数の値として（100）式を使用した

場合，そのときの振動モード曲線の形を求め，さらに

引き続き支持端に生ずる支持反力と固着端に生ずる抗

力との比について述べることにする．

まず(80)式を

ｽ"ノの値が増大してそれの実用範囲〃＝１に到達した

時点においては，（98）式の右辺に含まれる（1＋tanh ＋(1-1+(-筈編型z)s肌蕊｝
（"＝1,2,3,……)……(103）

と書き換えたのち，上式のｓｉｎス"ｘとｓｉｎｈス"ｘの係

数へ（101)式の第１式を代入すると，それらの係数は

それぞれ

sinス"ｘ

ｽ,,Ｉ)／ｲ、干面、2ﾉ！"ﾉ)の項は確実に１の値に到達し

ている．このため，（98)式の振動数方程式は，その右

辺を（－１)”で置き換えてもよい．したがって，（98）

式は十分な精度をもって

。｡s(,M－号)=(_1)",("=,,2,3,……）
……(99）

で近似できる．

この（99)式で〃＝１とおいた場合の根ス,ノは，ＣＯＳ

(ｽ伽ノー汀/4)＝－１を満足するノ1,,ﾉ＞０の範囲の最初の

値，つまりス,ノー57r/４である．そして，このス,ノー

57r/４に続く〃＝２の場合の振動固有数ﾉ12ノは，ノl卿ﾉ＞

5汀/４の範囲において，ＣＯＳ(ｽ"Ｉ－７ｒ/4)＝１を満足する

最小の値であるから，それはノ12J＝97r/４となる．

このようにして，（99)式より得られるまくら片持ば

りに対する振動固有数ルノは

〃=響,("='剛…ゥ…Ⅲ0）
となり，これは従来から（26）式の根の近似値として

採用されている式と一致する6)．

なお，上の（100)式のス"ノの値に対しては，ｔａｎｈ

ｽ"ノー1,tａｎス"ノー１となる．よって，（26)式の在来形

振動数方程式tanhス"ノーtanス"ﾉは

ｔａｎｈス"ノー1,およびtanｽ"I＝１……(101）

で表わされるが，いま，本式の第１式ｔａｎｈス脇I＝１を

(72)式に代入すると，（72)式は

（豆芸赫,=！……(iO2）
のように範単な表現に変化できる．そして，このとき

(101)式の第２式のｔａｎｽ閥ノー１は（100)式のス"ノの

値を，別な形で表現したことに当たる．

娃騨ニト側

倫伽齢｝
州=竿si叩

●

Ｒ
ｌ
０
Ｉ
Ｊ
Ｊ
〃州=器{('+吐旦l器雲皿

(c）３次振動一(103)式，（109)式
一一一一(105)式

図５振動モード曲線
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(b）２次振動
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わした（103)式のモード曲線とはかなり異なった形を

示している．しかも，まくら片持ばりのモード曲線と

して（105)式を採用すると，固着端におけるたわみ

6Ｂと傾斜角ββはともに０とはならず，ｊＢ＝6m‘x／

ﾍﾉＺ８Ｄ＝Omax/極の値をとり不都合をきたす．

そこでここでは，（105)式が（103)式の厳密なモー

ド曲線とは異なる形を示す原因を考え，さらに（105）

式に比べて近似度が高いモード曲線を求める．

ところで，（105）式の近似モード曲線は，（104）式

の関係を使用して

('+'+(-+器等ｈｗ）

(１－'+(一十器器nhＷ）

sinス"ｘ＝２Ｓｉｎス,,ｘ

sinhス"ｘ＝０

……(106）

}

１－吐L二筈儒画=１－斗三鵜塑

州=芋{sin〃

＝F玩圭誌'劉伽,[sin{(竺Ii型zx｝

十《-,…州謹繊測
……(109）

の形で与えられることになる．この（109)式の計算結

果は，（103）式による結果とほとんど一致し，図５に

示す両者のモード曲線は同一曲線に重なった．よって，

(109）式は十分な精度をもって，まくら片持ばりの振

動モード曲線として採用できることがわかる．

なお，（102)式を書き換えて

‘"鋤=器=読雲f誌蚕R‘《”…(Ⅱ0）

叩ご畿砿山

…=H洲…鮒季;蝿１

難糾鈴=胎芋”
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る．まず第１式によれば，まくら片持ばりが自由横振

動を行うときには，固着端に発生する反力ＲＥの大き

さは，振動次数とは無関係に，常に支持端に生ずる反

力Ｒ４のほぼ掴倍の値を持つ．次に（113)式でその

第２式によれば，固着端に発生する固着反力ＲＥと反

力モーメントＭＥとの比は，はりの長さが短い程，

そして高次の振動になる程，その値が大きな値を持つ

ことになる．そして，同様なことは第３式の支持端反

力Ｒ４と固着端モーメントＭＢとの比についてもい

それからまた，（113）式の第１式と第３式をまとめ

器=呈浩筈竺L=(－１Ⅷ…(Ⅲ4）
で表わされ，各端末に生ずる振動中の抗力の比は，そ

れの絶対値が一定の値を保つ．このとき，（113）式の

第２式はス,‘ＭＥ(")/RB(")＝１で表わされるが，これは

(24)式もしくは（25)式，あるいは（73)式へ（101)式

の関係を適用したものにすぎない．

さてここでいま，静的な一様分布荷重を受けるまく

ら片持ばりについて考えてみると，そのはりの両端で

発生する各種抗力の比は，それらの値が

熱｜Ⅲ⑥
となる．本式の第１式の値は（113)式の第１式で〃＝

１とおいて得られるＲＢ/R4＝1.41にほぼ等しく，ま

た（115）式の第２式はそれぞれ，（113）式の第２式

と第３式で〃＝１とおいたＲＢ/ＭB＝3.93/ノおよび

ｊＷＭｂ＝2.78/ノの値に大体等しくなっている．よっ

て，まくら片持ばりが１次の自由横振動を行う場合に

その両端に生ずる抗力の比は，静的な一様分布荷重を

受ける同じはりの抗力比にほぼ近い値を持つことがわ

最後に，振動固有数の値としては（100)式の値を採

用するとして，ここで再度はりの左端Ａを固着へ，

また右端Ｂを支持へと，両端での設定条件を変更し

た場合について，そのはりの振動モード曲線を考えて

みる．このときの振動モード曲線は（84）式もしくは

(85)式で表わされ，しかもこれらの式中に含まれる

端末抗力Ｒ４(,‘）とス"Ｍ１("）の比の値は（86)式で与

えられた．そこで(86)式中の逆数形ス"ＭＡ(凧)/R忽(卿）

＝tanｽ"ノなる関係式へ，（100リ式の振動固有数の値

を代入すると，ノ！"Ｍ４(卿)/R4(")の値は

ス"Ｍ八(")＝，……(1,6）
Ｒ４("）

となる．

したがって，左端』が固着，右端Ｂが支持のまく

ら片持ばりで，それの振動固有数として（100）式の値

ス"ノー("＋1/4)元を使用した場合には，振動モード曲

線が（116)式の関係を（85)式に使用することにより

州=鈴(cosM燕-cosみ”
－sinhス"x＋sinス"x）……(117）

のように簡素化された形で表わされることになる．こ

の（117)式の近似モード曲線を，先程の図５と同様に，

（85)式のまくら片持ばりの厳密なモード曲線と比較

したものが図６である．この図６をみると，破線で示

した（117）式の近似モード曲線は，実線で表わした

（85)式のモード曲線と一致し，重なっている．この

ことより，左端血が固着，右端Ｂが支持のまくら片

､持ばりの場合，そのモード曲線は近似式（117)で十分

表現可能である，といえる．

(a）１次振動

(b）２次振動

一 定フー語
(c）３次振動

一（８５)式

－－－－－(117)式

図６振動モード曲線

７結＝

本報告書は長さノ，曲げ剛性、,単位長さ当たり１０１

の質量をもつ，一様なまくら片持ばりの横振動につい

て述べたものであり，そこでは（９）式と（10）式を使

用して，このまくら片持ばりに対する振動数方程式の

在来形を，一般的に求める計算手順について説明して

きた．そしてまた，この在来形の振動数方程式の表現
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法を改訂して，別な形の表現式に変形した場合，振動

モードと端末条件の対応関係が，より明確にできるこ

とを本報告書では述べた．また本報告書では(9)式と

(10)式を利用すれば，振動のたわみ形を表わすモー

ド曲線？(x）に対しては，多様な表現の存在すること

を述べている．

いま，はりの左端をＡ点とし，右端をＢ点として，

左端４を座標原点に取り，ｘ軸をはりの軸線方向に

取る．次にｗ軸を鉛直下方に取れば，はりのたわみ

ｗは，そのたわみ形を表わすや(x）に比例することに

なる．このとき，４点のたわみと傾斜角を６４と０４

で表わし，またその点の反力モーメントと支持反力を

ＭＡとＲ４で表わせば，まくら片持ばりの振動数方程

式と，各振動次数に対応するたわみ形１，(x）は，次の

ようになる．ただし，〃＝1,2,3,･･･…は振動モードを

決定する振動次数として，またス,‘＝*/lo1aj:/(EI）とす

る．ここでの”は〃次の固有円振動数である．

（１）まくら片持ばりの振動数方程式としては，そ

れの在来形tanhス"ノーtanﾉ！"ﾉの代りに，（98）式で表

わされる

。｡s(M-号)=等浩器多芸Ｉ
のような改修形が採用できるが，それはまた十分な精

度でもって（99)式，すなわち

。｡s("-吾)=(－１)’
で表わすことができる．

（２）各振動次数〃に対応する端末条件としては，

４端支持，Ｂ端固着のまくら片持ばりの場合，（69)式

により

ＲＥ(")＝(－１)風十'Ｒ４(")ｲ１＋(ＥＩｽ:．＆‘("))2/脇("）
および

ＭB(")＝(－１)"+'(E171,,)８４(")'/2RA(")/(EIｽ:･８A(")）

の関係が成立する．しかしながら，（112）式によれば

これらの関係はまた

ＲＢ(")＝(－１)"+'１/政4(")，および

ス卿ＭB(凧)＝(－１)"+噸(EIｽ:)８４(")＝(－１)"+ⅥＲ４(卿）

のように簡単に表わすこともできる．したがって

ｌＲＢ(風)/Ｒ４(")|＝|ｽ卿ＭB(卿)/Ｒ４(")|＝ﾍﾉ面

となり，各端末で振動中に発生する抗力の比は，絶対

値で考えて一定の値を保つことになる．

（３）４端支持，Ｂ端固着のまくら片持ばりに対す

る振動モード曲線？,,(x）は，（76）式により

’風(x)=帯{s血x+sin“

Ｒ郷(”（sin叩一siW)｝（ＥＩｽ:)６A("）

で表わされるが，上式中のＲＡ(卿)/(EIｽ:･６Ａ("))の値と

して，（77)式を使用すれば

Ｒ４("）－１＋(－１Ｍ＝而扉~７画
(ＥＩ７Ｉ:)６Ａ("） tanh2ス臆ノ

ｓｉｎｈス"ﾉ＋sinス"ノｃｏｓｈス"ﾉ＋ＣＯＳス"ノ

ｓｉｎｈス"ノーsinス"ノｃｏｓｈス"ノーＣＯＳス"ノ

のように表わされ，この場合？,‘(x)に対しては多様な

表現が存在する．しかし，（100）式によると振動固有

数の値はノl"ノー(4"＋1)'r/４で与えられると考えてよ

いので，？,,(x）は簡単な（109)式を使用して

’凧(難)=等{叫難+(－１)…ｨ剛仙い｝
で表わすこともできる．

次に，Ｒ４(")/(EIｽ:･６忽(卿)）の逆数値を採用すると，

?,,(x)は

’卿(x)=淵(零:f"'(s肌難十s…
－sⅢ鵬x+sin心x｝

のように，支持端の反力Ｒ４(")で表わされ，本式もま

た（111)式によれば

，卿(躯)=器{s叫十(_,州…nhい｝
と簡単に表現できる．

（４）次に４端を固着へ，Ｂ端を支持へと，両端

における設定条件を入れ換えた場合のまくら片持ばり

に対しては，それの振動モード曲線リp"(x）が（84)式

によって

’卿(苑)=識{cosh〃-c･岬‘

‐』Ｌ(sinhい_伽"x)｝ノ1,,Ｍ《(,,）

で表わされるが，ここで（86)によれば

Ｒ４("）－１－

ｽ励肌4(〃）ｔａｎス"ノｔａｎｈス,‘ノ

ｃｏｓｈス"ノーＣＯＳス"Ｉｃｏｓｈス"Ｉ＋ＣＯＳス"ノ

ｓｉｎｈス"ノーsinス"ノｓｉｎｈス"Ｉ＋sinス"ノ

のような関係があり，このはりの？"(x)に対しても多

様な表現が存在する．またこのとき，（116）式による

とﾉlM4/R4＝１の関係が成立するので，上式の？"(x）

は十分な精度をもって（117)式，つまり

，凧(x)=鈴(cos肌x一…”
一sinhス,,x＋sinス,‘x）
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で表わすことができる．

最後に，本報告書作製にあたり種々御指導を頂いた

富武満元鹿児島大学教授に対し，心から感謝の意

を表します。
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