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DirectapplicationoftheKronecker'８theoremtotheDirichretseriesoflパｉｓｓｈｏｗｎｔｏｂｅ
possible．

１．序

ゼーター関数〔(s)，ｓ＝ぴ＋〃はぴ＞１でいくらで

も大きな，ある＃の値に対して，いくらでも大きな

値をとり得る．この定理の証明は，〈;(S）のDirichret

級数にDiophantus近似に於るDirichretの定理を適

用してなされる')2〕・

一方，逆数１にについても，同じ定理があり，〈;は

ぴ＞１に於て，いくらでもゼロに近付くことを示して

いる．

定理．関数１には領域ぴ＞１，＃＞6＞０に於て非有

界である．

この定理の証明には，しかしながら，〈;についてと

同様の証明法はとれないことが言われている')2)．

Dirichret級数，

志=曇響 ……(1)

の係数M6biusの関数瓜祁)，即ち，

ｊα(1)＝1，もし”がル個の異る素数より成るときは

似(が)＝(－１)A，その他はゼロ，が定符号でないことに

よる．又，更にDirichretの定理の代りにKronecker

の定理を適用しようとしても，ｊ"”が１次独立でない

為に，これも不可能とされている．これまでの証明は，

対数ﾉ"〔についてなされていて，間接的である．別

の型の証明はＢｏｈｒによって与えられており，これは，

Euler積を利用するものである．１）

本報告では，級数(1)に直接Kroneckerの定理を適

用する証明が上記')のに反して可能であることを示す．

２．証明

自然数郡の素因数分解を

邦＝'１噸や2鯛2……必鯛'，……(2)

として，重複を許したときの素因数の個数の和をβ

(邦）と記す．β(〃)＝",＋雌十……＋肌

先ず次のことを示す．

ゼロでない限り，ノα("）は

β(〃)＝(－１)β<"）……(3)

なぜなら，もし〃が点個の異る素因数よりなると

きはβの定義より，β(")＝んは明らかである．よっ

て，このときに限り（3)は正しい．

任意の正整数ｊｖに対して，

市=喜響‘-"･卿七_急響……(4)
右辺第一の和について，絶対値は実部より大きいの

で，

｜市|≧婁等cos(""")-鰯皇､｣等１１…(5)
Kroneckerの定理2)と，ノ鋤,，（γ＝1,2,…）の１次独

立性から，直ちに次のことがいえる．

与えられた任意に小さい正数ｅと，た個の１次独

立な無理数（ﾉ,､必)/2元に対して，

｜讐一",+会|<‘……(6)
となるような，虎個の整数”，といくらでも大きな実

数＃＞１が存在する．これより，

－２冗6＜〃"ルー冗(2が'－１)＜2元ｅ
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辺為をγ＝１からルまで加えると

｜",,"一元Ｍ》|＜2元ル６……(7)

の形となり，２",－１が奇数であることから，整数Ｍｈ

の偶奇性はルのそれと一致する．なぜなら奇数を奇

(偶）数個加えたものは奇（偶）数である．

それ故，(7)によって，”≦Ⅳなる全てのがに対し

て，Ｎに応じてｅを小さくとっておけば，任意に小

さな正数６に対して，

β(邦)cCs(雌")＞|（")|cos6

が成り立つ．よって，

蝶Lcos(棚>cos′乞幽ＬＬ”=，”

＝c・s6(器-働息‘些窯aL）

>cos'器-鼻,些祭'」 ……(8)

また

鰯息鼎く爾皇,券く隙

=砦=』w鰐

〈lvm-倉会=M－．〔(｡）……(9)
(5)，(8)，(9)から，

｜一命|>(cos'一声噂(2‘))器
ここで，任意に小さい正数を新たにｅと記して，Ｎ

を充分大きく，６を充分小さくとっておけば，

｜市|>('－．)器
がいえる．《(ぴ）はぴ→１で発散するから，’1/ｑの

非有界が証明された．

本証明を含めた三つの証明は，形式はそれぞれ異る

のであるが，三者共に素因数分解の一意性に基いてい

るように思われる．本証明の場合は，素数の対数同志

の一次独立性が素因数分解の一意性に依っている．
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