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１．序

概周期関数の平均値を有限積分によって高精度で表

現する式を与える．

純粋な周期関数はFourier級数論によって，調べ尽

くされていて，応用も広い一方，Ｈ・Ｂｏｈｒにより建

設された概周期関数論は，Dirichret級数の為の理論

であり，三角級数の拡張を与えているが，純周期関数

にくらべ複雑で，解明は不充分である．

概周期関数の定義は次の様なものである．全実軸上

の（連続）複素関数ノ(鯵）について，任意の正数ｅに

応じて概周期で(e）があって，Ｚの値に依らず，

げ(勿十で)一f(ｚ)|≦６……(1)

となるような『の集合Ｅ{e，ノ(虹)｝が相対的調密な

ること，即ち，ある正数ノ（含有区間という）が存在

して，長さノの区間は少くとも１つのでを含むこと

である．

平均値Ｍ{f(お)｝の定義は

狸令臓(認)ぬ ……(2)

で与えられる．

概周期関数は，その定義からわかるように，概ね，

周期性を持つのであるから，平均値(2)は，あまり大

きくない有限区間の積分値で評価できる．そのような

評価式は，平均値の存在定理の中で与えられている．

詳細は文献')2)によるとして，表式は概周期性から導

かれていて，

Ｈｆ(認脚ｗ(露)}|≦｡+半……(3)
Ｔは有限な正数（積分区間)，ノはｅに対する含有区

間，Ａは｜/(お)｜の上限である．

表式(3)は，周期関数との相違が大きすぎるのでは

ないだろうか，という不審が，より高精度の評価を探

し求めた動機である．期本周期にわたる積分値によっ

て，厳密な値の得られる周期関数にくらべて，上の評

価(3)は荒く承える．

次節で，新表式を与える．それは周期関数との類似

性が高い概周期性を二重に考慮することからくる．

周期関数の基本周期に対応するようなある長さが見

出される．それは，予想されるような２つ，１つは，

ゼロを含む区間をなしてはいない最小ので，もう１つ

は含有区間ﾉ，それらのどちらにも近いが異っている．

両者の中間的な存在である．

２．新しい評価式

表式(3)のBesicovitchによる表記

Ｍ{f(蕊)}=÷1W′(錘)血十(．+半)‘……(4)
に従って，以下，６は’61≦１を承たす色灸な異る数

値を表わすものとする2)．

長さＬを，ノ≦で≦2ｊなる概周期の中で最小のものと

定義しておく．

定理
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Ｍ(f(認)}=告臓(霧)血十２．６……(5)
が新評価である．これは，純周期関数の場合とくらべ

て，ｅ程度の誤差が付くの承である．ｅは概周期関数

を特徴付ける量であるから，(5)以上に高精度のもの

はないことを思わせる．Ｔ＝Ｌの場合の(4)の誤差項

eO＋2伽/Ｌは，Ｚ,≦2ノということから（e＋A)６より

大きいそしてｅの小ささは任意という無制約さが

概周期性の本質ともいえる．又，Ａにくらべていくら

でも小さいＡと同程度になるとＥは実数全体に広

がり，概周期性は意義を失う．よって新しい表式の誤

差項はこれまでのものよりはるかに小さい

３．証明

図の様に，実軸鉱を長さＬの等長区間に分割する．

(jV-1)L≦おくＭ,，（jV＝0,1,2,…）を第Ⅳ区間とす

る．ｚ,≧ｊであるから，各区間に必ず存在する概周期

の中から，任意の１つを代表に選び，これをｒｊｖと記

しておく．

‘２‘２、２．

に.§｝

ＯＬ２Ｌ 《N-1〕ＬＮＬ元

(N-1)L－ＴＮ ＮＬ－ＴＮ

第Ⅳ区間から平均値への寄与ＩＩｖは，

Iiv=告隙"Lf(認)血
概周期性（１）により

ノ(お)＝/(お一rJv)＋６６

であるから，(6)に用いて，

……(6)

い’+制W‘一Ｎ｝(露)州÷I:"_…'(麺)血
……(7)

ここで再び概周期性を考慮する．ＬはＥに含まれ

るので,ｆ(お)＝f(釘十L)＋８６となり’第３項の積分は，

計:‘_履卿'伽十(１V一半-忽'vo’……(8)
｜(Ⅳ－１)L-rjvl≦Ｌであるから，(8)の第２項も単

に６６と記すことができる．結局，

liv=2｡‘+洲(郵)ぬ…(9)
となって，１Ｖに存在しない形となる．平均値は，(2)，

(9)から

Ｍ{'(諺)}=狸令室恥
を経て，(5)が証明される．

4．あとがき

得られた表式は実用的な価値は薄いが，概周期性は

広く拡張されているので有用となることもあろう．

解析概周期関数には当然そのまま適用できる．多変

数概周期関数への拡張は直接的であろう．一般化され

た概周期関数として，StepanoffとWienerによる拡

張，Weylによるもの，BesicoVitchによるもの，von

Neumannによる群への拡張がある．これらについて

も同様の考え方に基く平均値評価が可能であろう．式

(8)でわかるように，特別の場合，代表ｒＪｖの選定が

完全にrandomにできて，でⅣがmodeLで一様分布

なら，(5)の誤差項の数係数２は３/２まで小さくでき

るだろう．
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