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Several identities for the Riemann zeta function are glVen.

1.　まえがき

Riemann　のE関数に関連する等式その他を報告す

る.

2.無限乗積表示について

乗積

E (～)-宮古･ (1)

但し, P　は全ての素数をわたる. I-6+itとして,

(1)は6>1, i≠0なら6≧1で成立する.

一方, (Ill)I(I)についての標準積1'からの無限

乗積表示との関連を考えてみると,これは, (1)の

各因数を更に因数分解したものを,別な組合せと配列

の下に並べかえたものであろう.このこと以上のこと

は知ることはできないが,無用とも言いきれないので,

ここでは因数分解の1っを導いておく.

次の無限乗積の公式を先ずつくる.
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雲. ,S. xr7nn-てこ㌃･

m-2,3,4,･･････, JxI<1

ここでm-2とした場合の式

毘′. . ..,n､　　1

H (1+X2n ) -了=㌃
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(2)

(3)

は公式集2)にある･ m-3, 4位までなら, Xで展開す

ることにより確めることができる.そして∽-∞の

場合は〝≧1の因子が1になるので, (2)は

Tl ,･　1

∑ xr-てこT
r=0

という通常の公式に帰着するから,全てのmについ

ても容易に証明できるだろう.

∬-♪~～とすることにより(1), (2)から,

如　何11　-zr7Thn

E(I)-HH　∑　p
P h-0 r=O

m-2,3,4,･･････

という無数の等式を得る.

(4)

3.積分形の等式
r

lTi豊吉J!52(Zト2g(I))∑÷dt-0 (5)
p Pe

∑P~Z　は　E関数の零点の位置に特異点を持つ関数

である1). E2126　をDirichret級数で表すとき第n

項の係数は, nの約数の個数をd(n)としてd(n)12

である･ d(p)-2-0であることから(5)の積分は

0に収束する1).

T
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これは
T   _

lTi--J2旨ll T給dt

(6)

を変形して左辺を,またDirichret級数で表示して

から積分を実行して右辺を得る.

写nil÷8(X-p-) -lTi.mb去l

r

xz-1lnE(I)dt

-T

(7)

左辺はそのFourier変換がE(I)の零点の位置と

直接関連づけられるであろうとされている塁である.

これもIn EをDirichret級数で表示してから積分

を行う.

4. I-1(I)について

1

Efi5
=圭ノ′('!L
ル=l nZ I

FL(n)はM6biusの関数2).

(8)
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右辺の収束座標の問題はRiemann仮設1)そのも

ので,全ゆる方法が役に立たないとされている.ここ

では,次の等角写像についてはどう駄目かを調べてみ

る.

Z-1/W　によって,半平面6>1/2は,半径1の円

Iu)-1 1<lに写像される.この変換でDirichret級

数からTaylor級数の取扱いにかえてみる.

て古一品-孟an(W-wo)n (9)pI=O

W-1のまわりの展開にするときは,後でW0-1と

おくことにする.

n

an-(一孟-) [E(W0-1)]-1/n!

_(-1)a "61/n＼ (n-1)/

wo2n ,ToV/(n-r-1)/

((請)n-r [E (症)]-1)wor

-i諾,hi.1 (,n) (n-1)/

(n- r-1)I

ゑ豊(-lnk)n-r　　(10)

収束半径PについてのCauchy-Hadamardの公式

÷-吾Ianll/n　　　(ll)

の評価の為に,先ず次のことを試みる. (10)のk和

とγ和の交換が許されると仮定してみると,

lanI-古は畿q$l(冨二王)÷(-ink)q I

-毒は笠豊L,1l-1(lnk) I

-古はn弓真読監(Ink,1/4

cos〔2V,福一一万-÷方〕+0 (nJ言) I (12)

但し, LはLaguerreの多項式である3). (12)は元

の問題と質が異ったとはみえないので,次に別の形の

評価を進める.

1/I(I)のZ-1のまわりの展開係数(bqと記す)

についての知識から1/I(1/W)のW-1のまわりの

収束半径について,どの程度のことを知り得るかを調

べてみる.計算によって1/I(I)の極の位置は, I-1

からみて近いものはわかっていて,遠方のものがわか

っていない.等角写像による以下の扱いで解析接続の

様な効果が出て来て,他の極についても少しは知り得

ないかという大まかな期待について試す.

式(10)の2行目において, W0-1とおき,

(q)

bq-÷〔右目Z=1

ということから,

Iant-属(Tl) b-1 I　　(13)

1/Cの極は2-1に近いものから, I--2,-4,-6

などがあるので, bqは

q          q

bq-R12(寺) +R-4(il) ･bq　(14)

の形になろう.但しR　は　Residue　に関係する定

敬, bqは

吾q/向1-I
である.よって(13)は,

n-1

lanl≦IR-21(1-i) +lR-4"1-i)

rL-il

+∑
q-0 (n言1)lb-qt

nll

≦ tR-21(i) +IR-41(i)

･C(÷);i cは正定数

n-1

n-1

nvTiJ≦÷n/C I (i)n( I R-2 l (i)n-1

･ lR-3t(i)帆)一手(n→-)

･ irm nviiT≦÷
hL-●00

∴ p≧7/8

さらにZ--8,-10,-12,-14が極であるから

p≧意, p2昔･ p2意･陀意

と,次第にP-1に近付いてはくれる.しかしながら

W面上でのP-1と　P-15/16　とはZ平面に戻して

みると大きく異なる.結局役に立たない･

5.む　す　び

正則関数はある小領域の値から他の領域での関数値

も与える筈である.ここでの問題にも,その他応用数

学上極めて重要である.しかし,その手段となると,

多種にはわたるけれども,周回積分の形は計算が必ず

しも可能でないとして除くと,あとは展開法で,要す
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るに関数近似になってしまう様である.関数値までは

要らない,極の位置などの限られた情報のみ欲しい場

令,鏡像の原理による解析接続が適しているようにみ

えるが,これも特殊な場合に限られる.関数の実部,

虚部は各々栢円型偏微分方程式をみたす.これを考え

ると,結局,不適切な境界値の問題になっているとこ

ろに困難の原因がある様である.そこで近似をある程

度我慢して,展開を取入れた形の鏡像法をみつけるの

も1っの方向であろう.しかし,例えば複素面上の曲

線の一部を円で近似した程度のものでは, Taylor展

開の2次までと同程度であるに過ぎない.
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