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The paper presents the results of a theoretical and experimental investigation on the elastic behav-

ior of a long beam which is subjected to a transverse impact force by a falling elastic rod･ In the

theoretical arlalysis, the beam is assumed to be in丘nite length, and rotary inertia and shear deformation

are neglected. The response of the beam having a constant transverse velocity at the impact point,

has been found, and the incremental methods have been applied to calculate the stress at the various

station of the beam by using time history curve for deaection velocity derived from Kodaka-Nakahara's

theory. Comparing the magnitude of outer丘bers strain, satisfactory agreements between experimental

and theoretical results have been obtained, expect for the discrepancy of the phase in thevicinity of

wave fronts.

Inauence of tlle rotary Inertia and shear deformation have been seemed to be very small in such a

low speed impact test.

1.まえがき

はりの弾性衝撃に関する理論的研究は,従来から多

く行われてきているが,その多くは計算労力のために

解析に際して衝撃荷重の形を仮定したものが多い･し

かるにはりの応力は,衝撃荷重のtime historyの形

の影響を強く受けることが考えられる.一般に実験に

おいては,解析に際して任意に仮定された衝撃荷重を

再現させることはきわめて困難であるので,仮定され

た衝撃荷重に基づいて計算された応力(またはひず

衣)と実験結果との比較は,定性的な比較に終ること

が多い.

小高･中原1)はこのような点に着目して,無限長

はりの中央点に棒による横衝撃荷重を加えた場合を取

り扱い,衝撃棒を弾性体と考え,棒における応力波の

1次元伝は理論とはりの横振動方程式とを,棒とはり

との接触条件を介して結合し,はりの応力を求める方

法を示した.この方法は,はりの衝撃荷重を仮定する

ことなく直接実験と比較しうる点で優れた方法である

が,その数値計算は縦寸法の大きなはりには有利であ

る反面,細いはりの場合にはかなりの固難を伴う性質

のものである.

本報告では,細いはりの応力(またはひずみ)をも

計算するために,小高･中原の理論より衝撃点のたわ

み速度一時間曲線を求め,次に中央点のたわみ速度が

衝撃後一定である無限長はりの応力(またはひずみ)

についての応答を導く.さらにこれをインディシャル

･アドミックソスとして,前記の曲線に基づき畳み込

みの原理を用いてはりの応力(またはひずみ)を求め

るという計算方法を採用し,計算結果と実験結果を比

較しこの計算法の妥当性に検討を加えたものである.

2.理論解析

2.1基　礎　式

図1は,はりのたわみ線を示したものである.座標

軸は図に示すようにとり,せん断力および曲げモーメ

ソトは矢印方向を正と約束する.

ところで,はり断面の回転慣性とせん断変形を無視

した一様断面はりに対する横振動方程式は次式で与え

られる.

EIaa+誓･謡- o り)
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ただし　E:縦弾性係数　　　　　　A:断面積

∫:断面二次モーメント　　γ:比重量

g:重力加速度　　　　　　t :時間

ここで, rを回転半径, Coをはりの縦波の伝は速度と

し,

ib -W/r, i -I/r, I -Cot/r

とおいて式(1)を無次元化すれば

等+謡-o
を得る.さらにiZJのTに関するラプラス変換を

毒- /.申立,e一鴫

(2)

(3)

(4)

で表わし,初期条件(ib)で-0 - 0, (∂申/∂T)r=0 -0のも

とで式(3)のラプラス変換を行うと運動方程式は次の

ように変形できる.

謡+p26 - 0　　　　(5)

この式の一般解は

fi)(e,p) - Cle~ス1E+C2e~ス2e+CaeスIe+Cie^2e　(6)

ただし11-JTJす, 12-J二了J亨

となり,はりの境界条件を用いてCl, C2, C3, C4を決

定すれば,はりのたわみWが求められる.

そこでいま, e≧0の領域のみを考えると,無限長

はりの境界条件として

E--のときiZ)～(C,p)-0　　　　　(7)

が考えられるので,これを式(6)に代入すれば蒜は

蒜(i,p) - Cle-i(1+i)/J訓盲e+C2e-((I-i)N即事e　(8)

となる.さらに,はりの中央点すなわち衝撃点におい

てたわみ角は0となり,また衝撃点におけるはりのた

わみをwoとすると

8-0で壷(a,p)-蒜o(p), ∂壷(e,p)/∂E-0 (9)

の条件が満足されなければならない.これらの条件を

求(8)に代入すれば,定数Cl, C2が決まりiE･のラブ

ラス変換は

毒(C,p, -警[(1 +i)e-(`'+i"Jf'J示e

+(1-i)e~t(1~l)/巧IJiE] (10)

と表わされる.

次に式(10)を解く際,衝撃棒内における応力波の伝

2.2　小高･中原の理論

小高･中原は,はりに衝撃棒が衝突したとき接触面

に生じる圧縮応力q′を

q′ -蛋(V-dig)　　　(ll)

で与え,さらにはりを無限に細い一次元弾性体と仮定

し,徴小部分の慣性力を無視して次のような接触面に

おけるはりの徴小部分(図2)の力のつりあい式を求

めている.

A,cS(V-%0)･2Q0 - 0　　(12)

ここでA′, E', Co′はそれぞれ衝撃棒の断面積,縦弾

性係数,縦波の伝は速度であり,またVは衝撃棒の重

心の衝突速度, Qoははりの横断面に生ずるせん断力

である.式(12)のプラス変換に式(10)を代入すれば

1 V
(13)

が得られ,これを式(10)に代入LEについて2階偏微

分を行い,さらにラプラス逆変換を行って長方形断面

のはりの表面に生ずる応力を次のように与えている･

衝撃点の応力

qO(I)

JすEV/Co

-トerlp2erfc(守) (14)

衝撃点以外の応力

蒜- 1-2C(f2)

-(u-V)cos£+(u･V)sin雲(15)

敵EI A′･Ca
E, Y,A,Co

-Qo �� ��dl 梯�l l �� 鍔���仁 

W0 -- �� ��I W 1′一 一′ 乖��_I--I 

I

図2　接　触　条　件
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ただし〝は,はりおよび衝撃棒の材質と寸法によって

決まる定数で,

p - 2√訂E%　　　　(16)

と表わされ,またフレネル積分G(り)およびu'3.y),

V(3,y)は次のように定義されるものである.

o(7) -去上叩芳dt

u(8･y)+Z･V(Ely, - e-22(1+差J:a eE2dt)

2:-I+iy

ここで, Xおよびyは

3-573=芹･ y-志差十号l e

である.

ところで, I, yに対するu, Vの値は,数表または

級数展開式で与えられるが2),その計算はE, Tの値が

大きくなると著しく困難になる.したがって,回転半

径rの小さなはりに対しては,求(15)の計算はむずか

しくなる.そこで衝撃点以外の応力を簡便に求める方

法として,式(ll)より衝撃点のたわみ速度を

dSo - V(1-eT/p2erfc (Jj
〟 ))　(17)

と求め,この時間の関数である速度に対する応答を,

ステップ関数状のたわみ速度を仮定して得られるイン

ディシャル･アドミッタンスを用いて,畳み込みの原

理を適用する方法が考えられる.そこでつぎに,衝撃

点のたわみ速度が一定であるとした場合のイソディシ

ャル･アドミックソスを求めることにする.

2.3　インディシャル･アドミックンス

ここでは前節の接触条件の代りに,衝撃点でのたわ

み速度Vlがすべての時間に対して一定であると仮定

する.いま, V-1-Vl/Coとすると衝撃点のたわみは

ibo(ど) - Vl ･ T　　　　　　　　　　　　(18)

で表わされ,これをラプラス変換すると

Vl
iDo'p'=季 (19)

となり,これを式(10)に代入し,さらにEについて2

階偏微分すると

∂2壷
- -一芸[(Ill,e-I(1.i,/朋e

∂E2

+ (1 + i)e- ((1~i)/J官)Jie]　　　　(20)

が得られる.この式を逆変換するにあたって,公式

L-J_e-aJ石= ｡rf｡

♪

を用いれば式(20)は

∂2品

秤

(ただしReα≧o) (21)

-;ll(1 -i) erfc (謡E)

･(lei) erfc (諺)]　(22)

となる.ここでerfc(I)は次の定義による余誤差関数

である.

erfc(I) -ト差J:Ee一物

さらに,式(22)の複素変数の誤差関数を

erfc((1 ±i)31 - 1 -(1±i)(0(2エ2)羊is(2エ2))

(23)

なる関係を用いて実関数で表わすと

等ニーvl(1-2C(£))
(24)

となる.ここで, Mを曲げモーメソト, Zを断面係数

として

M-蛋, i-芋, 6-号　(25)

とおくと,長方形断面のはりの表面に生ずる無次元化

された応力すなわちひずみは次のように表わされる.

5(e･7, - JIVl(1-2C(ど
4T))　(26)

これは, W/tがエ2/lのみの関数であると仮定して横振

動方程式を解いたBoussinesqの理論3)･ 4)と一致する.

式(26)は,衝撃点のたわみ速度が一定であるとして

得られた応答であるので,これに畳み込みの原理を適

用してはりの応力を求めることができる.

2.4　畳み込みの原理の適用による計算式

まず, Vl(Tl)を時刻Tlにおいて系に加えられたたわ

み速度とする(図3参照).いま,時間軸に沿ってATl

づつのステップで進みながら,たわみ速度の作用を

AV-lづつの段階で与えるものと近似的に考える. Tl<0

で-V1-0, T1-0における段階A▽1を抗(o)とすれ

ば,インディシャル･アドミックソスをA(I)として次

の関係式が得られる.
rI-C

6(r'-V-1'0'A(r'+ ∑ AV-1 ･A(I-Tl) (27)

rl=ATl

ここで抗(o)-oであり,またA(I-Tl)は式(26)よ

り

A(I-Tl) - Jl(1-2C(i ･芸)) ･ 1(I-Tl)

(28)
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図3　畳み込みの原理

と表わされるので,これらの関係を式(27)に代入す

ると,畳み込みの原理を用いた長方形断面はりの無次

元化された応力に対する計算式が次のように求められ

る.

的で) -真打AVl(1-2C(i ･芸)) ･ 1(I-Tl)

(29)

ただし, 1(I-Tl)は単位跳躍関数であり, A-vlは-V

-V/Coとすると式(17)より

AV1 - -vl(1-erllp2erfc (守))

11-e(rl-Art,/p2erfc (守))] (30)

で与えられる.本報告において式(29)を以後,畳み

込みの式と呼ぶことにする.この式(29)を用いて理

論計算を行うわけであるが,ここで問題となるのは時

間軸のきざみdTlである.そこで,式(29)における

ATlの影響を調べるために-V-1, E-40とし,普

た〃の値はA′/A-1の場合,はりと衝撃棒を同一材

料としたときの値2J官と,はりを軟鋼,衝撃棒をア

ルミニウムとしたときに得られる5J官を用いて,き

ざみATlを1, 10, 20と変えて数値計算を行った.そ

0.2

0

-0.2

-0.4

-0.6

-0.8

-1.0

1.0

{0.8
1>

0.6

0.4

0.2

0

dr1-1 

dr1-10 

AT1-20 

200　　　　300 400　　　　500
で

i匠璽∴l寧璽5⊇ii

〟- 5√~㌻

図4　畳み込みの式におよぼすATlの影響

(V-1, E-40)

〟-2√㌻ 

〟-5√㌻ 

1 00　　　200　　　300　　　4 00　　　500

で

図5　衝撃点のたわみ速度一時間曲線

の計算結果を図4に示す.この図より, dTlによる相

違はほとんど認められず,はりの衝撃問題において畳

み込みの式を用いる場合には,はりの挙動を十分に把

捉できる時間間隔を考慮すれば時間軸のきざみATl

のあらい近似計算でも十分であることがわかる.普

た,衝撃点のたわみ速度を式(17)を用いて計算し,

その結果を図5に示すがこれよりTが100以前にたわ

0
r
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み速度はほぼ一定値に達している.このことより,

dTlはTlの値が100以後においては相当大きなきざ

みで十分であり,実際に

(i) 0≦Tl≦100のときAT1-1,

71>100のとき　dT1-20

(ii) o≦Tl≦100のときdT1-10,

Tl>100のときAT1-20

として計算を行うと, (i), (ii)の場合はともにTlが

100以前のときのきざみ, AT1-1もしくはAT1-

10と一定とした前述の計算結果と全く一致した.

3.実験装置および実験方法

前節において得られた式(29)が,襲際に応用され

うるものかどうかを確めるために次のような実験を行

ったので,実験装置およびその方法について述べる.

まず,本実験で使用した供試はりおよび衝撃棒の寸

法と材料特性を表1,表2に示す.実験は,はりの両

表1供試ぼりの寸法および材料特性

名称I bcm l hcm I Acm2l　γkg/cm8 l Ekg/cm2

表2　衝撃棒の寸法および材料特性

名称I b'cm l h′cm r A′cm2 γ′ kg/cma E'kg/cm2

軟　鋼; 2.190r　2.19(‖　4.796

黄　銅1 2.245! 2.244

アノレミ
ニウム

2.186 1 2.135

7.82×10~3 1 2.08×106

5. 038　　8. 44　　　　0. 95

2.68　　! 0.75

端を固定し,その中央点に衝撃棒を落下させて行っ

た.図6は衝撃装置の概略図である.その概要につい

て述べると,衝撃棒⑤の上端にはフックがねじ込まれ

ており,そこに(夢のひもが取り付けられている.この

つりひもは,滑車①を通って衝撃棒をつり下げてお

り,ひもを引張ってある位置まで衝撃棒を引き上げ,

水平に設置されたはりに衝撃棒を落下させ衝撃を加え

る.その際,衝撃棒が常に同一条件ではりの中央点に

衝突するように,衝撃棒ガイド④がブッシュ④などで

固定されている.以上の装置を用いて衝撃棒をはりに

衝突させるわけであるが,本研究で用いる畳み込みの

式は,はりと衝撃棒との問に平面接触を仮定した小高

O廿:Lli

⑦っりひも

(ラ,tw紳ガイド

(カブッシュ

(∋棚tl

図6　実験装置概略図

図7　ブ　ロ　ック　線図

･中原の理論を適用している.そこで本実験では,蘇

撃棒をはりに落下させるたびごとに衝撃棒の先端とは

りの衝撃面を接触させ,十分に平面接触が満足されて

いることを確認した後はりに衝撃を加えた.

また,畳み込みの式におけるたわみ速度の増分を求

めるためには,衝撃棒の衝突速度を知る必要がある.
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そのため2組の投光器と受光絹とを約3cmの間隔で

正対させ,下の1組を衝撃点の直上に配置し,衝撃棒

がその間を通過する時間をカウンターで測定して衝撃

棒の衝突速度を決定した.

ところで衝撃により生じるはりの各点のひずみは,

図7に示す測定ブロック線図を用いてシソクロスコ-

プに取り出した.はりと衝撃棒が接触するとパルス発

振器が作動し,そのパルスはシンクロスコープの単掃

引トリガ入力に送られ,同時にブリッジからの出力が

直流増幅器を通してシンクロスコープに入力され,ひ

ずみ波形となって表われる.

次にこのような実験装置および測定方法を用いて得

られた実験結果について述べる.

3.実験結果と考察

(a) I-Omm

(b) I-50mm

3.1実験結果の検討

図8は,はりの各測定点に生ずるひずみ波形の写真

の一例である.まず衝撃点では,ひずみは衝撃直後急

激に増大し,まもなくその増加傾向はゆるやかとな

る.その後ある時刻に達すると,ひずみは突然減少し

始めるが,これは衝撃により衝撃棒に生じた縦波がそ

の上端で反射され,再び衝撃点に達するために起きる

現象である.

また衝撃点から離れた点のひずみは,まず応力波が

到達してわずかな変動が起こり,その後せん断波が到

達し急激な変動を生じている.これは上述の2つの波

が到達する以前ははりは静止しており,はりの衝撃に

おける波動の現象を顕著に示しているものといえる.

3.2　実験結果と理論結果

図9は,衝撃点のひずみについて小高･中原の理論

(C) I-200mm

(d) I-400mm

は　り: Ⅱ

衝撃棒:軟鋼
γ-241.2 cm/S

図8　各測定点における　ひずみ



[
　
E
藍
ヨ

≡
二
十
三
≡

′

×
1
0
~
4

6 5 4 3 2 1 0

山

E E l せ ･ 卦 瑚 ‥ 惑 葡 償 却 幽 呼 樽 耳 か 知 √ ノ や け 9 8 凝 拝 聴 津 ( 葦 ) 甚 )

.

ド



130

×10-4

tLJ

10

8

6

4

2

0

鹿児島大学工学部研究報告　第18号｡(1976)

100　　　200　　　300　　･ 400

(α) 〟-Omm

500

i FLSeC

二==
一一二二二二　｢　､-

/　ニ:

× loll

tJ

12

10

8

6

4

2

0

- �r靈�&ﾂ�

畳み込みの式 

- 傅ﾈﾘ"�(hﾋH,ﾉyﾙ��

ゝ　　200　　300

(C) X-200mm

400　　　500

FLSeC

図12　各　測　定　点　の　ひ　ず　み
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の計算結果と実験結果を比較したものである.我々の

計算には衝撃点は含まれていないが,一応検討を加え

てみる.図9において衝撃直後理論値と実験値との問

に大きな開きが見られるが,これはこの理論では,接

触部分のはりの慣性力とその変形を無視したことある

いははりと衝撃棒に平面接触を仮定していることなど

に起因するものである.これらの影響は時間が経過す

ればしだいに小さくなり理論値と実験値はよく一致し

ている.

次に,我々の計算結果の比較の対象である各点にお

けるひずみについて検討を行う.本研究で用いた横振

動方程式は,はり断面の回転慣性とせん断変形を考慮

していないBernoulli-Eulerの方程式であり,この方

程式は波動が無限大の速度ではりを伝はするという物

理的不合理性を含んでいる.このため応力波の到達以

前にもはりに応力が生ずるということになり,実験結

果と矛盾が起きるので本研究ではその部分の計算結果

を除外して実験結果と比較を行った.また本実験に用

いたはりでは, tとTとの問にはほぼt-10-6Tの関

係にあるので2･4節の結論に従い, 100fLSまではAt

は10FLSとし100FLS以後ではAtは20FLSとして計算

を行った.図10,図11はその計算結果と実験値を

比較したものである.なお図中の一点鎖線は,衝撃

点のたわみ速度が衝撃後一定であるとして得られた

Boussinesqの理論の計算結果を付したものである.図

10は,はり1に軟銅棒を衝突させた場合の各測定点

のひずみであるが, I-50mmの場合は波形の大き

さはほとんど実験値と一致し,その変化の様子もほぼ

同じである.しかし,衝撃点から離れるにしたがって

毘み込みの式の計算結果と実験値は,波頭付近で位相

の差が大きくなっている.これは本理論の解析におい

て波動の伝ばを考慮していないことに起因するが,突

際に問題となる各測定点のひずみの最大値はほとんど
一致している.また図11は,材料の異なる衝撃棒に

よるX-200mmのひずみ波形であるがこの場合も全

く同じような傾向がみられる.しかもこれは,はり断

面の高さhがほぼ12mmという細いはりに対する計算

結果と実験値との比較であるが,両者の一致はほぼ良

好であり,畳み込みの式は十分にはりの弾性挙動を表

わしうることがわかる.また前述のように畳み込みの

式は,はり断面の回転慣性とせん断変形を無視した横

振動方程式に基づいているが,理論値と実験値の波形

の大きさはほとんど一致している.このことは本実験

の衝撃範囲では,これらの影響はきわめて小さいこと

がわかる.今まで述べてきたことは図12-図15カ

も十分に言えることである.

以上のことより,横衝撃を受けるはりの応力(またi

ひずみ)の計算には,畳み込みの原理を適用したヲ

に簡便な計算式(29)を使用すればよいことがわかる

なおこの計算は,鹿児島大学計算機室のFACO丸

230-45Sを用い, 4本のはりと3本の衝撃棒を組i

せ,そのおのおのについて3ヶ所の測定点についてこ

ずみの計算を行ったが,その計算に要した時間は約1

分30秒であった.

5.結　　　論

横衝撃荷重を受ける長いはりの弾性挙動を明らかか

するために,畳み込みの原理を適用して計算式を求～

実験値と比較した結果,次のことがわかった.

(1)畳み込みの式は,衝撃点から離れるにしたカ

て位相のずれが認められるが,ひずみの大きさにつ

てほ失験値とよく一致する.

(2)畳み込みの式は,横衝撃を受ける細いはりの

刀(またはひずみ)をも容易に計算できる.

(3)本研究の計算に用いた時間きざみは,衝撃後

経過時間100〃∫を境にそれ以前は10〃∫,以後は20

を用いたが,この程度のきざみでも十分実験値と-

した.

(4)はり断面の回転慣性とせん断変形の影響は,

実験の衝撃範囲では小さいことがわかった.

最後に本研究において,有益な助言をいただいた,

富　武備教授に深く謝意を表します.また熱心に東男

に協力された大学院　山下正視氏には深く感謝いた1

ます.
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