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第1章 はじめに

本論文では，Tullio Ceccherini-SilbersteinとMichel Coornaertによる著書Cellular

Automata and Groups [7]の第 1章にもとづき群上のセルオートマトンの，群や位

相，一様構造などの諸概念を用いた特徴付けについて述べ，特徴付けに用いられ

る性質たちの相互関係について議論する．

文献 [3]によるとセルオートマトンの理論は 1950年代に John von Neumannと

Stanislaw Ulamによって考え出されたものであり，格子状に並んだセルの状態が局

所的に定義される写像によって離散時間で変化していく計算モデルである．例え

ば，交通流や災害発生時の避難流動などのシミュレーションに用いられる．応用

に重点を置いたセルオートマトンの教科書としては文献 [3]以外にも [8, 14]など

がある．文献 [13]にもセルオートマトンの応用例が紹介されている．これらの応

用には整数によってセルを番号付けした 1次元セルオートマトンや整数の組によっ

てセルを番号付けした 2次元セルオートマトンでアルファベットが有限な場合を

考えることが多い．Stephen Wolframは 1次元セルオートマトンが偏微分方程式の

離散的近似解を与え，さらにはセルオートマトンにより自然界の様々なモデル化

が可能であることを指摘した [5, 6]．また John Horton Conwayが考案したライフ

ゲームは 2次元セルオートマトンの有名な例である．セルの番号付けを整数や整

数の組に限定せず，セルが一般の群の元によって番号付けられたものを群上のセ

ルオートマトンとよび，アルファベットの有限性も仮定しない．要するに群上の

セルオートマトンは通常よく知られたセルオートマトンの一般化といえる．

文献 [7]には，群上のセルオートマトンの，位相，一様構造および群の諸概念を
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用いた大域的な性質による特徴付けが 3つ紹介されている．本論文では命題 3.6，

定理 3.23，定理 3.28がこれにあたる．本研究ではこれらの命題，定理に用いられ

る性質たちの相互関係を，文献 [7]で示されている証明を詳細化したり，性質たち

の間に依存関係がないことを裏付ける反例を明示することによって整理した．

本論文の構成は以下のとおりである．第2章では以後の議論に必要となる位相，一

様構造および群の基本的な概念やその性質を紹介する．位相については文献 [9, 10]，

一様構造については文献 [1, 2, 4]，群については文献 [11, 12, 15]を参考にした．第

3章ではセルオートマトンの定義と特徴付けについて述べる．第 4章では群上のセ

ルオートマトンの特徴付けに用いられる性質たちの相互関係を整理し，これを本

論文のまとめとする．なお文献 [7]の第 1章で紹介されている群上のセルオートマ

トンの性質のなかで特徴付けとは直接関係のない性質についても学んだので，こ

れらをまとめたものを付録とした．
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第2章 準備

ここでは，今後の議論に必要となる位相，一様構造および群に関する基本的な

概念とそれらの性質について説明する．

2.1 位相

X を集合とし，Oを X の部分集合の族とする．Oが次の３つの条件

• /0 ∈ O,X ∈ O

• U1,U2 ∈ O =⇒ U1 ∩U2 ∈ O

• U ⊆ O =⇒
∪

U ∈ O

を満たすとき，O を X の位相といい，組 (X ,O)を位相空間という．例えば，族

{ /0,X}は集合Xの位相であり，これをXの密着位相とよぶ．また，べき集合 2X も

X の位相であり，これを X の離散位相とよぶ．位相空間 (X , { /0,X})は密着空間と

よばれ，(X , 2X)は離散空間とよばれる．考えている位相が文脈から明らかな場合

は，組 (X ,O)と明示せず，単に X を位相空間とよぶこともある．

(X ,O)を位相空間とするとき，O に属する X の部分集合を X の開集合とよぶ．

また，補集合V cがOに属する X の部分集合V を X の閉集合とよぶ．X の元 xを

含む開集合を xの（開）近傍 1という．xの近傍の全体をN (x)で表し，これを x

1本論文では文献 [10]と同様に開近傍のことを単に近傍とよぶことにする．
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の近傍系という．近傍系N (x)の部分族N ∗(x)は

U ∈ N (x) =⇒ ∃V ∈ N ∗(x).V ⊆U

をみたすとき xの基本近傍系とよばれる．

O1とO2をともに X の位相とするとき，O1 ⊆ O2であることをO1はO2より弱

い（粗い）といったり，O2はO1より強い（細かい）といったりする．あきらか

に，密着位相はどんな位相よりも弱い位相であり，逆に離散位相はどんな位相よ

りも強い位相である．

位相空間 (X ,O)の相異なる 2点 x,y ∈ X に対して xの近傍U と yの近傍V が存

在して，

U ∩V = /0

が成り立つとき，ハウスドルフ空間とよぶ．離散空間 (X ,2X)においては，相異な

る x,y ∈ Xに対して {x},{y}はそれぞれ x,yの近傍であり，かつ {x}∩{y}= /0なの

で離散空間はハウスドルフ空間である．

位相空間 (X ,OX)とY ⊆ X とする．このとき

OY = {G∩Y : G ∈ OX}

と定めると，OY はY の１つの位相構造であり，(Y,OY )を (X ,OX)の部分（位相）

空間とよぶ．また，OY をY におけるOX の相対位相という．

(X ,O)において，

• X =U ∪V

• U ∩V = /0

• U ̸= /0かつV ̸= /0

を満たすUとV の組を Xを分割する開集合の組という．Xを分割する開集合の組

が存在しないとき X を連結空間とよぶ．逆に X を分割する開集合の組が存在する
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とき X を非連結空間とよぶ．また X の部分空間Y が連結空間であるとき，Y は X

の連結な集合であるという．任意の x ∈ Xに対して，xを含む Xの連結な集合全体

の和集合を xの連結成分といい，任意の x ∈ X に対して，xの連結成分が１点集合

のとき X を完全非連結という．

例 2.1. Xを離散空間とすると，{x}は Xの連結な集合である．Y ⊆ Xに xおよび x

と異なる X の元が少なくとも 1つ含まれているとすると，

• Y = (Y \{x})∪{x}

• (Y \{x})∩{x}= /0

• Y \{x} ≠ /0かつ {x} ≠ /0

であるので，Y は連結でない．したがって，xを含む連結な集合で元の個数が 2以

上のものは存在しない．よって xの連結成分は１点集合である．以上より，離散

空間は完全非連結であることがわかる．

位相空間 X の部分集合族 (Aλ )λ∈Λ は X =
∪

λ∈Λ Aλ をみたすとき，X の被覆と

いう．とくに (Aλ )λ∈Λが開集合の族のとき開被覆という．位相空間 X の各開被覆

(Uλ )λ∈Λに対しある有限部分集合 B ⊆ Λが存在し (Uλ )λ∈Bも X の開被覆であると

き X をコンパクト位相空間という．例えば X が有限集合のとき位相空間 (X ,OX)

はコンパクト位相空間である．また離散空間 (X ,2X)がコンパクトであることと X

が有限であることは同値である．

X の部分集合の族 (Aλ )λ∈Λは任意の有限部分集合 B ⊆ Λに対して
∩

λ∈B Aλ ̸= /0

であるとき有限交叉性をもつという．補集合を考えることにより，Xがコンパクト

であることと X の各閉集合族 (Fλ )λ∈Λが有限交叉性をもつならば
∩

λ∈Λ Fλ ̸= /0と

なることは同値であることがわかる．
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補題 2.2. X を集合とし，M を X の部分集合族で有限交叉性をもつものとすると，

集合族の集まり

X= {A : M ⊆ A , A は有限交叉性をもつ }

には集合の包含関係に関する極大元X が存在し，次をみたす．

1. X は有限交叉性をもつ

2. N ∈ X に対し N ⊆ Aならば A ∈ X

3. N1,N2 ∈ X ならば N1 ∩N2 ∈ X

4. 任意の N ∈ X に対し A∩N ̸= /0ならば A ∈ X

証明. まず，ツォルンの補題を用いて Xが包含関係に関する極大元をもつことを

示す．{Aγ ∈ X : γ ∈ Γ}を全順序集合とする．このとき

AΓ =
∪
γ∈Γ

Aγ

とすると，M ⊆ AΓなので，AΓがこの全順序集合の上限になることを示すには

AΓが有限交叉性をもつことを示せば十分である．AΓの定義より，

M1,M2, · · · ,Ms ∈ AΓ

に対して γ1,γ2, · · · ,γs ∈ Γが存在して

M1 ∈ Aγ1, M2 ∈ Aγ2, · · · ,Ms ∈ Aγs

となる．ここで，{Aγ1, Aγ2, · · · ,Aγs}は全順序かつ有限集合なので最大限AγS0
を

もち，これは

M1,M2, · · · ,Ms ∈ AγS0
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をみたす．AγS0
は有限交叉性をもつので

∩s
i=1 Mi ̸= /0となりAΓは有限交叉性をも

つ．以上によりAΓが {Aγ ∈ X : γ ∈ Γ}の上限であることがいえた．したがって，

ツォルンの補題よりXには包含関係に関する極大元X が存在する．次にX の性

質１から 4を示す．

1. X ∈ XであることからX は有限交叉性をもつ．

2. N ∈X かつN ⊆Aとすると，有限部分集合B ⊆X ∪{A}に対し，(B\{A})∪

{N}はX の有限部分集合なので 1より
∩
((B \{A})∪{N}) ̸= /0となり，

∩
((B \{A})∪{N})⊆

∩
((B \{A})∪{A}) =

∩
B

より
∩

B ̸= /0がいえる．したがってX ∪{A} ∈XかつX ⊆X ∪{A}である

がX はXの極大元であることから A ∈ X となる．

3. N1,N2 ∈ X とすると，有限部分集合B ⊆ X ∪{N1∩N2}に対し，(B \{N1∩

N2})∪{N1,N2}はX の有限部分集合なので 1より

∩
((B \{N1 ∩N2})∪{N1,N2}) ̸= /0

となり，

∩
((B \{N1 ∩N2})∪{N1,N2}) =

∩
((B \{N1 ∩N2})∪{N1 ∩N2}) =

∩
B

より
∩

B ̸= /0がいえる．したがってX ∪{N1∩N2} ∈XかつX ⊆X ∪{N1∩

N2}であるがX はXの極大元であることから N1 ∩N2 ∈ X となる．

4. 任意の N ∈ X に対して A∩N ̸= /0とすると，有限部分集合B ⊆ X に対し，

3より
∩

B ∈X なので (
∩

B)∩A ̸= /0となる．したがってX ∪{A} ∈Xかつ

X ⊆ X ∪{A}であるがX はXの極大元であることから A ∈ X となる．
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(X ,OX)と (Y,OY )をそれぞれ位相空間とし， f を X から Y への写像とする．Y

の任意の開集合U の f による逆像 f−1(U)が X の開集合であるとき， f は連続写

像とよばれる．定義より 2つの連続写像の合成は連続写像である．

命題 2.3. X ,Y を位相空間， f : X →Y を連続写像とし，A ⊆ XをXの連結な集合と

するとき， f (A)はY の連結な集合である．

証明. まず， f (A)はY の部分集合なので相対位相を考えることで，部分空間とな

る． f (A)を連結な集合でないと仮定すると，G ̸= /0,H ̸= /0であり， f (A) = G∪H，

G∩H = /0となるようなY の開集合G,Hが存在する．ここで，U = f−1(G)，V =

f−1(H)とおくと， f は連続だったので，U,V は X の開集合であり，U ∩A，V ∩A

は部分空間 Aの開集合である．

A ⊆ f−1( f (A)) = f−1(G∪H)

= f−1(G)∪ f−1(H)

= U ∪V

より，A = (U ∩A)∪ (V ∩A)であることがわかる．また，

U ∩V = f−1(G)∩ f−1(H)

= f−1(G∩H)

= /0

となるので，(U ∩A)∩ (V ∩A) = /0となり，Aが連結であることに反する．したがっ

て， f (A)はY の連結な集合である．

X を集合とし，(Yλ )λ∈Λを位相空間の族とする．ここで，各 λ に対しYλ の位相

をOλ とし， fλ を X からYλ への写像とする．すべての fλ を連続写像とするよう

な最弱位相T をXの ( fλ : X →Yλ )λ∈Λに付随する始位相とよぶ．実際，始位相T

は次のようにして与えることができる．

F = { fλ
−1(U) : U ∈ Oλ , λ ∈ Λ}

B = {
∩

A : A ⊆ F , A は有限 }
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T = {
∪

A : A ⊆ B}

するとあきらかに，F ⊆ B ⊆ T が成り立つ．ここで与えた Xの部分集合族T が

本当に X の ( fλ : X → Yλ )λ∈Λに付随する始位相になっていることを確認する．

命題 2.4. 集合 X と X の部分集合の族T の組 (X ,T )は位相空間である．

証明. 位相空間の３つの条件を確かめる．

（ /0 ∈ T ,X ∈ T） /0 ∈ Oλ であり，かつ f−1( /0) = /0なので， /0 ∈ F が成り立つ．ま

た，Yλ ∈ Oλ であり，かつ fλ は X からYλ への写像であるので X = fλ
−1(Yλ )であ

る．ゆえに X ∈ F である．F ⊆ T だったので， /0 ∈ T ,X ∈ T が成り立つ．

（U1,U2 ∈ T =⇒ U1 ∩U2 ∈ T ）U1,U2 ∈ T とすると,あるA1,A2 ⊆ Bが存在し

て，U1 =
∪

A1,U2 =
∪

A2となる．したがって，

U1 ∩U2 = (
∪

A1)∩ (
∪

A2)

=
∪
{A1 ∩A2 : A1 ∈ A1, A2 ∈ A2}

=
∪
{
∩
{A1,A2} : A1 ∈ A1,A2 ∈ A2}

が成り立つ．よって，{
∩
{A1,A2} : A1 ∈ A1,A2 ∈ A2} ⊆ Bを示せばよい．ここで

B ∈ {
∩
{A1,A2} : A1 ∈ A1,A2 ∈ A2}とすると，ある A1 ∈ A1,A2 ∈ A2が存在して，

B = A1∩A2．いま，A1,A2 ⊆Bなので，このA1,A2に対して，F のある有限部分

族 C1,C2 ⊆ F が存在して，A1 =
∩

C1,A2 =
∩

C2とできる．したがって，

B = (
∩

C1)∩ (
∩

C2) =
∩
(C1 ∪C2)

が成り立つ．C1とC2はF の有限部分族なので，C1 ∪C2もF の有限部分族であ

る．したがって，B ∈ B．以上により，U1 ∩U2 ∈ T となる．

（U ⊆ T =⇒
∪

U ∈ T）U ⊆ T とし，U ∈ U とすると，あるAU ⊆ Bが存在

して，U =
∪

AU となる．したがって∪
U =

∪
{
∪

AU : U ∈ U }

=
∪
(
∪
{AU : U ∈ U })
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が成り立つ．各U ∈U に対してAU ⊆Bより
∪
{AU : U ∈U }⊆Bなので

∪
U ∈T

となる．

命題 2.5. T は fλ : X → Yλ を連続写像とするような最弱な位相である．

証明. （連続性）U ∈ Oλ とする．すると， fλ
−1(U) ∈ F であり，F ⊆ T だった

ので， fλ
−1(U) ∈ T である．したがって，連続である．

（最弱性）OをXの位相とし，fλ : X →Yλ が (X ,O)から (Yλ ,Oλ )への連続写像だ

とする．このとき，T ⊆ Oを示す．U ∈ T とすると，Bのある部分族A が存在

して，U =
∪

A と表せる．よって，U ∈Oを示すためには，B ⊆O を示せばよい．

B ∈Bとすると，F のある有限部分族C が存在して，B =
∩

C と表せる．よって，

B ∈Oを示すためには，F ⊆O を示せばよい．C ∈F とすると，あるλ ∈ Λが存在

し，V ∈ Oλ が存在して，C = fλ
−1(V )と表せる．ここで，仮定より， fλ

−1(V ) ∈ O

である．よってF ⊆ Oが成り立つ．以上により，T ⊆ Oがいえた．

以上により集合族T が X の ( fλ : X → Yλ )λΛ に付随する始位相であることが確

認できた．

(Xλ )λ∈Λを位相空間の族とし，X = ∏λ∈Λ Xλ とする．このとき，X から Xλ への

射影 πλ : X → Xλ に付随する始位相を直積位相とよび，位相空間 X を直積空間と

よぶ．各 λ ∈ Λに対し，Xλ が離散空間であるとき直積空間 X = ∏λ∈Λ Xλ を直積離

散空間といいその位相を直積離散位相という．

命題 2.6. ハウスドルフ空間の族 (Xλ )λ∈Λの直積空間 X = ∏λ∈Λ Xλ はハウスドルフ

空間である．

証明. x = (xλ )λ∈Λと y = (yλ )λ∈ΛをそれぞれXの相異なる元とすると，あるλ0 ∈ Λ

が存在して，xλ0
̸= yλ0

である．ここで，xλ0
,yλ0

∈ Xλ0
であり，Xλ0

はハウスドルフ

空間だった．ゆえに，xλ0
と yλ0

に対して，U ∩V = /0を満たすようなそれぞれの
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近傍UとV が存在する．それぞれ射影 πλ0
に関する逆像を考えると，πλ0

−1(U)と

πλ0
−1(V )は X の開集合でしかも x ∈ πλ0

−1(U)かつ y ∈ πλ0
−1(V )であり，

πλ0
−1(U)∩πλ0

−1(V ) = πλ0
−1(U ∩V )

= πλ0
−1( /0)

= /0

なので X はハウスドルフ空間である．

命題 2.7. 完全非連結である位相空間の族 (Xλ )λ∈Λの直積空間 X = ∏λ∈Λ Xλ は完全

非連結である．

証明. C ⊆ X を連結な集合とし，x = (xλ )λ∈Λ，y = (yλ )λ∈ΛをCの相異なる元とす

ると，ある λ0 ∈ Λが存在して xλ0
̸= yλ0

である．πλ0
を X から Xλ0

への射影だとす

ると，命題 2.3より，πλ0
(C)は Xλ0

の連結な集合であり，Xλ0
は完全非連結なので，

πλ0
(C)は 1点集合である．ところが，{xλ0

,yλ0
} ⊆ πλ0

(C)である．これは Xλ0
が完

全非連結であることに矛盾する．ゆえにCは 1点集合となる．したがって，X は

完全非連結である．

定理 2.8 (チコノフの定理). コンパクト空間の族 (Xλ )λ∈Λの直積空間 X = ∏λ∈Λ Xλ

はコンパクトである．

証明. M を X の閉集合の族で有限交叉性をもつものとすると，補題 2.2よりX=

{A : M ⊆ A ,A は有限交叉性をもつ }には極大元X が存在する．X ∈Xなので

有限部分集合B ⊆X に対し
∩

B ≠ /0となる．つまり，ある x ∈ Xが存在し x ∈
∩

B

となる．この xに対しπλ (x) = xλとおくと，任意のB∈Bに対し xλ ∈ πλ (B)なので，∩
B∈B πλ (B) ̸= /0となる．したがって {πλ (A) : A ∈X }は有限交叉性をもつ．ここで

πλ (A) = {x ∈ Xλ : ∀V ∈N (x).V ∩πλ (A) ̸= /0}と定めると，定義より πλ (A)⊆ πλ (A)

となるので，{πλ (A) : A ∈ X }も有限交叉性をもつ．Xλ はコンパクトだったので∩
A∈X πλ (A) ̸= /0となり，選択公理よりある x ∈ Xが存在して πλ (x) ∈

∩
A∈X πλ (A)
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が成り立つ．この xに対してU ∈N (x)とすると，ある λ1, · · ·λn ∈ Λが存在して開

集合Uλ1
⊆ Xλ1

, · · · ,Uλn
⊆ Xλn

がとれてしかも

x ∈ π−1
λ1

(Uλ1
)∩·· ·∩π−1

λn
(Uλn

)

π−1
λ1

(Uλ1
)∩·· ·∩π−1

λn
(Uλn

)⊆U

がともに成り立つ．ここでλ j ∈ {λ1, · · · ,λn}とすると，πλ j
(x)∈Uλ j

であり，かつ任

意のA ∈X に対しπλ j
(x)∈ πλ j

(A)となり，Uλ j
∈N (πλ j

(x))なのでUλ j
∩πλ j

(A) ̸= /0

が成り立つ．つまりπ−1
λ j

(Uλ j
)∩A ̸= /0がいえる．補題2.2の4より各λ j ∈{λ1, · · · ,λn}

に対し π−1
λ j

(Uλ j
) ∈ X であり，3より

π−1
λ1

(Uλ1
)∩·· ·∩π−1

λn
(Uλn

) ∈ X

なので任意の F ∈ M に対し，M ⊆ X であることから，

(π−1
λ1

(Uλ1
)∩·· ·∩π−1

λn
(Uλn

))∩F ∈ X

が成り立つ．さらに

π−1
λ1

(Uλ1
)∩·· ·∩π−1

λn
(Uλn

)⊆U

よりU ∩F ̸= /0となる．ここで F = {z ∈ X : ∀V ∈ N (z),V ∩F ̸= /0}と定めると，

x ∈ U より x ∈ F である．さらに，a ∈ F とすると，F は閉集合であることから

a ∈ FcならばFc ∈ N (a)となり，矛盾 Fc∩F ̸= /0が導かれるので，a ∈ F，つまり

F = Fがいえる．以上のことから任意の F ∈ M に対し x ∈ F が成り立ち
∩

M ̸= /0

となり X はコンパクト空間となる．

A, Gを集合とし，Gから Aへの写像全体のなす集合

AG = ∏
g∈G

A = {x : G → A}
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と，g ∈ G毎に x ∈ AGをπg(x) = x(g)に対応させる射影πg : AG → Aの族 (πg : AG →

A)g∈G を考えることにする．Aが離散空間であるとき，AGの (πg : AG → A)g∈G に

付随する始位相は AGの直積離散位相である．これまでの議論により，AGの直積

離散位相TAG は，

FAG = {πg
−1(U) : U ∈ 2A, g ∈ G}

BAG = {
∩

A : A ⊆ FAG, A は有限 }

TAG = {
∪

A : A ⊆ BAG}

によって構成されることがわかる．FAGの元をAGのシリンダとよぶことにすると

直積離散空間 AGの開集合とは AGの有限個のシリンダの共通部分たちのなす族の

和集合であらわすことができる集合であるといえる．以後，特に位相を指定しな

い限り，位相空間 AGは直積離散空間をあらわすことにする．

a ∈ Aと g ∈ Gに対して，集合C(g,a)を

C(g,a) = πg
−1({a}) = {x ∈ AG : x(g) = a}

と定め，AGの初等シリンダとよぶ．Aの任意の部分集合Uに対して πg
−1(U)はAG

の開集合であるので，AGの初等シリンダは AGの開集合である．また，

x ∈C(g,a)c ⇐⇒ x ̸∈C(g,a) ⇐⇒ x(g) ̸= a ⇐⇒ x ∈ π−1
g ({a}c)

より，AGの初等シリンダは AGの閉集合でもある．さらに，初等シリンダが開集

合であることから，AGの有限個の初等シリンダの共通部分たちのなす族の和集合

は AGの開集合である．一方，C を有限個のシリンダの族とするとG×2Aの有限

部分集合S が存在して，C = {π−1
g (V ) : (g,V ) ∈ S }となる．いま，ΩS = {g ∈

G : (g,V ) ∈ S }とし，
∩

C の各元 xごとにCx =
∩

g∈ΩS
C(g,x(g))とすると，x ∈Cx

なので，
∩

C ⊆
∪

x∈
∩

C Cx が成り立つ．また，

y ∈Cx ⇐⇒ ∀g ∈ ΩS . y(g) = x(g)

=⇒ ∀(g,V ) ∈ S . y(g) ∈V (x ∈
∩

C より)
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⇐⇒ ∀(g,V ) ∈ S . y ∈ π−1
g (V )

⇐⇒ y ∈
∩

C

より，
∪

x∈
∩

C Cx ⊆
∩

C が成り立つ．よって，ΩS が有限集合であることに気を付

けると，AGの有限個のシリンダの共通部分は，AGの有限個の初等シリンダの共通

部分たちのなす族の和集合としてあらわすことができるということがわかる．し

たがって，AGの任意の開集合は AGの有限個の初等シリンダの共通部分たちのな

す族の和集合としてあらわすことができる．ようするに，AGの部分集合U につ

いて，

• U が AGの開集合であることと，

• Uが有限個の初等シリンダの共通部分たちのなす族の和集合としてあらわす

ことができること

は同値である．

x ∈ AGとΩ ⊆ Gに対して，Ωの元 gを x(g)に対応させるΩから Aへの写像を

x|Ωと書き，xのΩへの制限という．x ∈ AGとGの有限部分集合Ωに対して AGの

部分集合V (x,Ω)を

V (x,Ω) = {y ∈ AG : x|Ω = y|Ω}

と定める．ここで，

z ∈ {y ∈ AG : x|Ω = y|Ω} ⇐⇒ ∀g ∈ Ω.x(g) = z(g)

⇐⇒ z ∈
∩

g∈ΩC(g,x(g))

より，V (x,Ω) =
∩

g∈ΩC(g,x(g))が成り立つ．

命題 2.9. x ∈ AGに対して AGの部分集合の族

{V (x,Ω) : ΩはGの有限部分集合 }

は xの基本近傍系である．
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証明. Uを x ∈ AGを含むAGの開集合とすると，有限個の初等シリンダの共通部分

の族 C が存在して，U =
∪

C である．x ∈U と仮定したので，C ∈ C が存在して，

x ∈ Cとなる．さらに，有限個の初等シリンダの族D が存在して，C =
∩

D であ

る．x ∈Cなので，各C(g,a) ∈ Dに対し，x ∈C(g,a)となり，x(g) = aが成り立つ．

したがって，

Ω = {g ∈ G : C(g,a) ∈ D}

とすれば，Ωは有限集合であり，

C(h,x(h)) ∈ {C(g,x(g)) : g ∈ Ω}

⇐⇒ h ∈ Ω

⇐⇒ ∃a ∈ A. C(h,a) ∈ D

⇐⇒ C(h,x(h)) ∈ D (x(h) = aより)

よりD = {C(g,x(g)) : g ∈ Ω}なので，

V (x,Ω) =
∩

g∈Ω
C(g,x(g)) =

∩
D ⊆U

となる．よって，族 {V (x,Ω) : Ωは Gの有限部分集合 }は点 xの基本近傍系であ

る．

命題 2.10. AGはハウスドルフかつ完全非連結である．

証明. Aは離散空間であるので，ハウスドルフかつ完全非連結である．AG = ∏g∈G A

であるので，命題2.6と命題2.7より，AGはハウスドルフかつ完全非連結である．

命題 2.11. Aが有限集合ならば AGはコンパクトである．

証明. Aが有限集合ならば (A,2A)はコンパクトなので，定理 2.8より AGはコンパ

クトである．
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2.2 一様空間

X を集合とする．二項関係 ∆X ⊆ X ×X を

(x,y) ∈ ∆X ⇐⇒ x = y

と定め，恒等関係とよぶ．また，X上の二項関係R ⊆ X ×Xと y ∈ Xに対しR[y]⊆ X

を

x ∈ R[y] ⇐⇒ (x,y) ∈ R

と定める．関係 Rに対し関係 R−1 ⊆ X ×X を

(x,y) ∈ R−1 ⇐⇒ (y,x) ∈ R

と定め，Rの逆関係とよぶ．とくに R = R−1のとき Rは対称であるという．2つの

関係 R,S ⊆ X ×X に対し関係 R ; S ⊆ X ×X を

(x,y) ∈ R ; S ⇐⇒ ∃z ∈ X . (x,z) ∈ R∧ (z,y) ∈ S

と定め，Rと Sの合成とよぶ．

X 上の二項関係の族（X ×X の部分集合族）U が

• V ∈ U =⇒ ∆X ⊆V

• V ∈ U かつV ⊆V ′ ⊆ X ×X =⇒ V ′ ∈ U

• V ∈ U かつW ∈ U =⇒ V ∩W ∈ U

• V ∈ U =⇒ V−1 ∈ U

• V ∈ U =⇒ ∃W ∈ U . W ;W ⊆V

をみたすときU を Xの一様構造といい，組 (X ,U )を一様空間という．またU の

元をXの近縁とよぶ．例えば {X ×X}はXの一様構造である．また∆Xを含むよう
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な関係をすべて集めた族も X の一様構造であり，これを離散一様構造とよぶ．ま

た X の一様構造が離散一様構造であるときその一様空間を離散一様空間とよぶ．

{X ×X}は X 上の最小の一様構造であり，また離散一様構造は X 上の最大の一様

構造である．考えている一様構造が文脈から明らかな場合は，組 (X ,U )と明示せ

ず，単に X を一様空間とよぶこともある．

(X ,U )を一様空間とする．X の部分集合の族OU を

O ∈ OU ⇐⇒ ∀x ∈ O. ∃V ∈ U . V [x] = O

と定める．すると次が成り立つ．

命題 2.12. (X ,OU )は位相空間をなす．

証明. x ∈ X に対し (X ×X)[x] = X であることから X ∈ OU であり，かつ /0からは

元が取れないことから /0 ∈ OU である．またU1,U2 ∈ OU とし，x ∈U1∩U2とする

と，ある近縁V1,V2 ∈U が存在してU1 =V1[x]かつU2 =V2[x]であるのでU1∩U2 =

V1[x]∩V2[x]となり，さらに

V1[x]∩V2[x] = {y ∈ X : (y,x) ∈V1}∩{y ∈ X : (y,x) ∈V2}

= {y ∈ X : (y,x) ∈V1かつ (y,x) ∈V2}

= {y ∈ X : (y,x) ∈V1 ∩V2}

= (V1 ∩V2)[x]

であることとV1 ∩V2は X の近縁であることからU1 ∩U2 ∈ OU が成り立つ．また

A ⊆ OU とし，x ∈
∪

A とすると，ある A ∈ A が存在して x ∈ Aであり，xに対し

て近縁V ∈ U が存在して A =V [x]をみたす．

V ′ =V ∪{(y,x) : y ∈
∪

A }

とおくと，V ⊆V ′ ⊆ X ×XよりV ′ ∈U であり，V ′[x] =
∪

A となるので
∪

A ∈OU

が成り立つ．



第 2章 準備 20

このOU をU に付随する位相とよぶ．

例 2.13. 1. (X ,{X ×X})に付随する位相は近縁が X ×X のみであることから X

と空集合だけからなる X の部分集合の族となるので密着位相である．

2. X を離散一様空間とすると，∆X は X の近縁であることから x ∈ {x}に対し

∆X [x] = {x}となり，{x}はXの開集合となる．したがって離散一様構造に付

随する位相は離散位相である．

(X ,U )を一様空間とする．x ∈ X ごとに

Ux = {V [x] : V ∈ U }

と定める．U が上向きに閉じていることからUx も上向きに閉じていることがわ

かる．同様にして，Uxが ∩について閉じていることもわかる．さらに，

O ∈ OU ⇐⇒ ∀x ∈ O. ∃V ∈ U . V [x] = O

⇐⇒ ∀x ∈ O. O ∈ Ux

である．

命題 2.14. N ⊆ X が x ∈ X の近傍であるための必要十分条件は

∃V ∈ U . N = {y ∈ X : V [x] ∈ Uy}

が成り立つことである．

証明. N ⊆ Xを x ∈ Xの近傍とすると，x ∈ NよりV ∈ U が存在してV [x] = Nであ

る．このV ∈ U に対し

z ∈ {y ∈ X : V [x] ∈ Uy} ⇐⇒ V [x] ∈ Uz

⇐⇒ ∃W ∈ U . V [x] =W [z]

⇐⇒ ∃W ∈ U . W [z] = N

⇐⇒ z ∈ N
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が成り立つので，N = {y ∈ X : V [x] ∈ Uy}となる．逆にV ∈ U に対して N = {y ∈

X : V [x]∈Uy}とすると，z∈Nに対しW ∈U が存在してV [x] =W [z]である．W ∈U

よりW ′ ∈U が存在してW ′ ;W ′⊆WとなりW ′⊆W ′ ;W ′であることからW ′[z]⊆W [z]

が成り立つ．a ∈ W ′[z]に対しW ′[a]を考える．b ∈ W ′[a]とすると，(b,a) ∈ W ′で

あり (a,z) ∈ W ′ だったので (b,z) ∈ W ′ ;W ′ となる．したがって (b,z) ∈ W なので

b ∈W [z]となりW ′[a]⊆W [z]が成り立つ．ここでUaは⊆に関して上向きに閉じて

いたのでW [z] ∈ Uaとなる．今V [x] =W [z]なのでV [x] ∈ Uaとなり a ∈ Nである．

したがってW ′[z]⊆ NとなりUzも⊆に関して上向きに閉じていたことからN ∈Uz

が成り立つ．以上のことからNは開集合であり，さらにV [x] ∈Uxであることから

x ∈ Nがいえるので Nは x ∈ X の近傍である．

U を X 上の一様構造とする．x ∈ X とV ∈ U に対し，

z ∈ {y ∈ X : V [x] ∈ Uy} ⇐⇒ V [x] ∈ Uz

⇐⇒ ∃W ∈ U . V [x] =W [z]

=⇒ z ∈V [x]

となるので {y ∈ X : V [x] ∈ Uy} ⊆V [x]が成り立つ．

U をX上の一様構造とする．Y ⊆ Xとし，UY = {V ∩(Y ×Y ) : V ∈U }とすると，

UY はY 上の一様構造となる．この一様構造をU に誘導されたY 上の一様構造と

いう．U に付随する X の位相をOU，UY に付随するY の位相をOUY とすると，

A ∈ OUY

⇐⇒ ∀x ∈ A. ∃V ∈ UY . V [x] = A

⇐⇒ ∀x ∈ A. ∃W ∈ U . (W ∩ (Y ×Y ))[x] = A

⇐⇒ ∀x ∈ A. ∃W ∈ U . {y ∈ X : (y,x) ∈W ∩ (Y ×Y )}= A

⇐⇒ ∀x ∈ A. ∃W ∈ U . {y ∈ X : (y,x) ∈W}∩Y = A

⇐⇒ ∀x ∈ A. ∃W ∈ U . W [x]∩Y = A

⇐⇒ ∃O ⊆ X . ∀x ∈ O. ∃W ∈ U . W [x] = OかつO∩Y = A



第 2章 準備 22

⇐⇒ ∀x ∈ A. ∃W ∈ U . {y ∈ X : (y,x) ∈W}∩Y = A

⇐⇒ ∀x ∈ A. ∃W ∈ U . W [x]∩Y = A

⇐⇒ ∃O ⊆ X . ∀x ∈ O. ∃W ∈ U . W [x] = OかつO∩Y = A

⇐⇒ ∃O ∈ OU . O∩Y = A

⇐⇒ A ∈ {U ∩Y : U ∈ OU }

となるので

OUY = {U ∩Y : U ∈ OU }

となる．よってUY に付随するY の位相はY おけるOU の相対位相である．

B ⊆ U が各W ∈ U に対してあるV ∈ Bが存在してV ⊆W をみたすときBを

U の基本近縁系という．

命題 2.15. X を集合，Bを X ×X の部分集合の族で空でないものとする．Bが X

上の（ある一つの）一様構造の基本近縁系であることとBが次の４つをみたすこ

とは同値である．

• V ∈ B =⇒ ∆X ⊆V

• V ∈ B かつW ∈ B =⇒ ∃U ∈ B. U ⊆V ∩W

• V ∈ B =⇒ ∃W ∈ B. W ⊂V−1

• V ∈ B =⇒ ∃W ∈ B. W ;W ⊂V

証明. (X ,U )を一様空間とし，BをU の基本近縁系と仮定する．

• V ∈ Bとすると，B ⊆ U よりV ∈ U なので ∆X ⊆V である．

• V,W ∈ Bとすると，V,W ∈ U なのでV ∩W ∈ U となりBが基本近縁系で

あることからあるU ∈ Bが存在してU ⊆V ∩W である．
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• V ∈Bとすると，V ∈U なのでV−1 ∈U となりBが基本近縁系であること

からあるW ∈ Bが存在してW ⊆V−1である．

• V ∈ B とすると，V ∈ U でありかつB が基本近縁系であることからある

U ∈ U が存在してU ;U ⊆V となり，そのU に対してあるW ∈ Bが存在し

てW ⊆U であることからW ;W ⊆U ;U ⊆V が成り立つ．

逆にBが４つの条件をみたすと仮定し，X ×X の部分集合の族U を

V ∈ U ⇐⇒ ∃W ∈ B. W ⊆V

と定める．

• V ∈ U とすると，あるW ∈ Bが存在してW ⊆V なので ∆X ⊆V である．

• V ∈ U かつV ⊆ V ′ ⊆ X ×X とすると，あるW ∈ Bが存在してW ⊆ V ⊆ V ′

なのでV ′ ∈ U である．

• V1,V2 ∈ U とすると，あるU1,U2 ∈ Bが存在してU1 ⊆V1かつU2 ⊆V2なの

でU1 ∩U2 ⊆ V1 ∩V2となり，さらにU ∈ Bが存在してU ⊆ U1 ∩U2となる．

したがってこのU ∈ Bに対してU ⊆ V1 ∩V2が成り立つのでV1 ∩V2 ∈ U で

ある．

• V ∈U とすると，あるW ∈Bが存在してW ⊆V となる．ここでW−1 ⊆V−1

であり，さらにあるU ∈ B が存在してU ⊆ W−1 となる．したがってこの

U ∈ Bに対してU ⊆V−1が成り立つのでV−1 ∈ U である．

• V ∈U とすると，あるW ∈ Bが存在してW ⊆V となる．ここであるU ∈B

が存在してU ;U ⊆Wであり，かつU ⊆UなのでU ∈U でありかつU ;U ⊆V

をみたす．

以上のことからこのU はBを基本近縁系にもつ一様構造である．
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X と Y を一様空間とし，写像 f : X → Y を考える．X ×X から Y ×Y への写像

( f × f )を (x1,x2) ∈ X ×X に対し ( f × f )(x1,x2) = ( f (x1), f (x2))と定める．Y の各

近縁W に対して X の近縁V が存在して ( f × f )(V )⊆W が成り立つとき f : X → Y

は一様連続であるという．

U をXの一様構造，BをU の基本近縁系とし，U ′をY の一様構造，B′をU ′

の基本近縁系とする．写像 f : X → Y を考えると，

f は一様連続

⇐⇒ ∀W ∈ U ′. ∃V ∈ U . ( f × f )(V )⊆W

=⇒ ∀U ∈ B′. ∃V ∈ U . ( f × f )(V )⊆U (B′ ⊆ U ′より)

=⇒ ∀U ∈ B′. ∃O ∈ B. ( f × f )(O)⊆U (BはU の基本近縁系)

であり，

∀U ∈ B′. ∃O ∈ B. ( f × f )(O)⊆U

=⇒ ∀W ∈ U ′. ∃O ∈ B. ( f × f )(O)⊆W (B′はU ′の基本近縁系)

=⇒ ∀W ∈ U ′ ∃O ∈ U . ( f × f )(O)⊆W (B ⊆ U より)

⇐⇒ f は一様連続

なので，写像 f : X →Y が一様連続であることと各U ∈ B′に対しO ∈ Bが存在し

て ( f × f )(O)⊆U をみたすことは同値である．

f : X → Y を一様連続とし，W を Y の近縁とすると，X の近縁 V が存在して

( f × f )(V )⊆W となるので，この逆像を考えると

V ⊆ ( f × f )−1(( f × f )(V ))⊆ ( f × f )−1(W )

が成り立ち ( f × f )−1(W )はXの近縁となる．逆にY の近縁W に対し ( f × f )−1(W )

が Xの近縁であるとき，Xの基本近縁系の元V が存在してV ⊆ ( f × f )−1(W )とな

るので，

( f × f )(V )⊆ ( f × f )(( f × f )−1(W ))⊆W
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が成り立ち f は一様連続となる．以上のことから f : X →Y が一様連続であること

とY の近縁W に対し ( f × f )−1(W )が X の近縁になることは同値である．

命題 2.16. X ,Y を一様空間とし， f : X → Y を一様連続写像とすると，それぞれの

一様構造に付随する位相に関して f は連続写像となる．

証明. f : X → Y を一様連続とし，U を Y の開集合とする．x ∈ f−1(U)とすると

f (x)∈Uであり，UがYの開集合であることからYの近縁Wが存在してW [ f (x)] =U

となる．ここで f は一様連続だったので ( f × f )−1(W )は X の近縁である．( f ×

f )−1(W ) = V ′とおく．z ∈ f (V ′[x])とすると，y ∈ V ′[x]が存在し f (y) = zである．

y ∈V ′[x]より (y,x) ∈ ( f × f )−1(W )となり，( f (y), f (x)) ∈W が成り立つ．したがっ

て z ∈W [ f (x)]となり f (V ′[x])⊆W [ f (x)]となる．よって

V ′[x]⊆ f−1( f (V ′[x]))⊆ f−1(U)

なのでV =V ′∪{(y,x) : y ∈ f−1(U)}とすると，V [x] = f−1(U)が成り立つことから

f−1(U)は X の開集合である．

補題 2.17. X をコンパクト一様空間とし，(Ωi)i∈I を X 上の開被覆とする．このと

き X の近縁 Λが存在して各 x ∈ X に対し，ある i ∈ Iが存在して Λ[x] ⊆ Ωiが成り

立つ．

証明. (Ωi)i∈Iは X の開被覆なので各 x ∈ X に対し，ある i(x) ∈ Iが存在し x ∈ Ωi(x)

となる．Ωi(x)は xの近傍なのでXの近縁Vxが存在しVx[x] = Ωi(x)となる．ここでX

の近縁Wxが存在してWx ;Wx ⊆Vxである．命題 2.14より各 {y ∈ X : Wx[x] ∈ Uy}は

xの近傍だったので ({y ∈ X : Wx[x] ∈ Uy})x∈X は Xの開被覆となる．ここで Xはコ

ンパクトだったのでXの有限部分集合Aが存在しX =
∪

a∈A{y ∈ X : Wa[a] ∈Uy}と

なり，各 x ∈ Xに対して {y ∈ X : Wx[x] ∈ Uy} ⊆Wx[x]だったので
∪

a∈AWa[a] = Xが

成り立つ．Λ =
∩

a∈AWaとおく．x ∈ Xとすると，ある a ∈ Aが存在して x ∈Wa[a]と
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なるので (x,a)∈Waである．y ∈ Λ[x]とすると，(y,x)∈ Λであり，今Λ ⊆Waなので

(y,x) ∈Waとなる．よって (y,a) ∈Wa ;Waであり，さらにWa ;Wa ⊆Vaであることか

ら (y,a) ∈Vaとなり y ∈Va[a]が成り立つ．よってΛ[x]⊆Va[a]となり，Λ[x]⊆ Ωi(a)

である．

定理 2.18. X をコンパクト一様空間，Y を一様空間とする．このとき f : X → Y が

それぞれの一様構造に付随する位相に関して連続ならば一様連続である．

証明. WをYの近縁とすると，Yの近縁Vが存在してV ;V ⊆Wとなる．S =V ∩V−1

とおくと，Sは対称であり，かつS ⊆VよりS ;S ⊆Wをみたす．x∈Xとすると，{y∈

Y : S[ f (x)] ∈ Uy}は f (x) ∈ Y の近傍であり， f が連続なので f−1({y ∈ Y : S[ f (x)] ∈

Uy})は X の開集合となる．Ωx = f−1({y ∈ Y : S[ f (x)] ∈ Uy})とおくと，

f (Ωx) = f ( f−1({y ∈ Y : S[ f (x)] ∈ Uy}))⊆ {y ∈ Y : S[ f (x)] ∈ Uy}

が成り立つ．また (Ωx)x∈X は x ∈ Ωx であることから X の開被覆なので補題 2.17

より X の近縁 Λが存在し，各 y ∈ X に対しある x ∈ X が存在して Λ[y] ⊆ Ωx と

なる．(x1,x2) ∈ Λとすると，x2 ∈ X に対し Λ[x2] ⊆ Ωa をみたす a ∈ X が存在す

るので x1,x2 ∈ Λ[x2]であることから x1,x2 ∈ Ωaとなる． f (x1), f (x2) ∈ f (Ωa)より

S[ f (a)] ∈ U f (x1),S[ f (a)] ∈ U f (x2) が成り立つので ( f (x1), f (a)),( f (x2), f (a)) ∈ Sで

あり，Sが対称であることから ( f (a), f (x2)) ∈ Sとなり ( f (x1), f (x2)) ∈ S ; Sであ

る．以上のことから ( f × f )(Λ) ⊆ S ; Sが成り立ち，S ; S ⊆ W であったことから

( f × f )(Λ)⊆W となる．

X を集合とし，(Yλ )λ∈Λを一様空間の族とする．ここで，各 λ に対し fλ を X か

らYλ への写像とする．すべての fλ が一様連続となるような最弱一様構造を X の

( fλ : X → Yλ )λ∈Λに付随する始一様構造とよぶ．

(Xλ )λ∈Λを一様空間の族とし，X = ∏λ∈Λ Xλ とする．このとき，X から Xλ への

射影 πλ : X → Xλ に付随する始一様構造を直積一様構造とよび，一様空間 X を直
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積一様空間とよぶ．各 λ ∈ Λに対し，Xλ が離散一様空間であるとき直積一様空間

X = ∏λ∈Λ Xλ を直積離散一様空間といいその一様構造を直積離散一様構造という．

A, Gを集合とし，Gから Aへの写像全体のなす集合

AG = ∏
g∈G

A = {x : G → A}

と，g ∈ G毎に x ∈ AGをπg(x) = x(g)に対応させる射影πg : AG → Aの族 (πg : AG →

A)g∈Gを考えることにする．Aが離散一様空間であるとき，AGの (πg : AG → A)g∈G

に付随する始一様構造はAGの直積離散一様構造である．以後，特に一様構造を指

定しない限り，一様空間 AGは直積離散一様空間をあらわすことにする．

WΩ ⊆ AG ×AGを

WΩ = {(x,y) ∈ AG ×AG : x|Ω = y|Ω}

と定める．すると次が成り立つ．

命題 2.19. AG上の二項関係の族

{WΩ : ΩはGの有限部分集合 }

は AGの一様構造の基本近縁系である．

証明. 命題 2.15より {WΩ : Ωは Gの有限部分集合 }が４つの条件をみたしている

ことを示せばよい．

• ΩをGの有限部分集合とすると，x|Ω = x|Ωより (x,x) ∈WΩである．

• Ω,Ω′をGの有限部分集合とすると，

(z,w) ∈WΩ ∩WΩ′ ⇐⇒ (z,w) ∈WΩかつ (z,w) ∈WΩ′

⇐⇒ z|Ω = w|Ωかつ z|Ω′ = w|Ω′

⇐⇒ z|Ω∪Ω′ = w|Ω∪Ω′

⇐⇒ (z,w) ∈WΩ∪Ω′

が成り立つので，Gの有限部分集合Ω∪Ω′はWΩ∪Ω′ ⊆WΩ ∩WΩ′をみたす．
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• ΩをGの有限部分集合とすると，

W−1
Ω = {(y,x) : x|Ω = y|Ω}

= WΩ

であることからWΩ ⊆W−1
Ω をみたす．

• ΩをGの有限部分集合とし，(z,w)∈WΩ ;WΩとすると，ある x ∈ AGが存在し

て (z,x)∈WΩかつ (x,w)∈WΩである．このxに対して z|Ω = x|Ωかつx|Ω =w|Ω

なので z|Ω = w|Ωとなり (z,w) ∈ WΩが成り立つ．したがってWΩ ;WΩ ⊆ WΩ

である．

以上のことから {WΩ : ΩはGの有限部分集合 }は基本近縁系である．

また，位相空間 AGの基本近傍系の元V (x,Ω)は

z ∈V (x,Ω)

⇐⇒ z ∈ {y ∈ AG : x|Ω = y|Ω}

⇐⇒ x|Ω = z|Ω

⇐⇒ (x,z) ∈WΩ

⇐⇒ z ∈ {y ∈ AG : (x,y) ∈WΩ}

より一様空間 AGの基本近縁系の元WΩを用いて

V (x,Ω) = {y ∈ AG : (x,y) ∈WΩ}

と表すことができる．

2.3 群

空でない集合Mとその上の二項演算子 ·零項演算子 1MがMの任意の元m,n, lに

対し
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• (m ·n) · l = m · (n · l)

• m ·1M = m = 1M ·m

をみたすとき組 (M, ·,1M)をモノイドとよぶ．これ以降しばしば (M, ·,1M)を省略し

てMと書いたりする．空でない集合Gとその上の二項演算子 ·単項演算子 −1零項

演算子 1GがGの任意の元 gに対して g ·g−1 = 1G = g−1 ·gをみたしかつ組 (G, ·,1G)

がモノイドであるとき組 (G, ·,−1 ,1G)を群とよぶ．これ以降しばしば (G, ·,−1 ,1G)

を省略してGと書いたり a ·bを abと略記したりする．

群Gにおいて元hが任意のg∈Gに対してgh= g= hgをみたすときh= h1G = 1G

である．1GをGの単位元とよぶ．また元 gに対して g′が gg′ = 1G = g′gをみたす

とき g′ = g′1G = g′(gg−1) = (g′g)g−1 = 1Gg−1 = g−1 である．g−1を gの逆元とよ

ぶ．単位元の逆元は 1G
−1 = 1G

−11G = 1Gより単位元自身である．任意の g,g′ ∈ G

に対して，gg′ = g′gをみたすような群を可換群とよぶ．

例 2.20. 1. 整数全体の集合 Zは二項演算子+と単項演算子−零項演算子 0と

ともに可換群をなす．　

2. G，G′を群とする．G×G′上の二項演算子 ·を (g,g′),(h,h′) ∈ G×G′に対し

(g,g′) · (h,h′) = (g ·h,g′ ·h′)

単項演算子 −1を (g,g′) ∈ G×G′に対し

(g,g′)−1 = (g−1,g′−1)

零項演算子 1G×G′ ∈ G×G′を

1G×G′ = (1G,1G′)

とそれぞれ要素ごとに定めると組 (G×G′, ·,−1,1G×G′)は群をなす．
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3. 1,2より，Z2上の二項演算子+を (a,b),(a′,b′) ∈ Z2に対し

(a,b)+′ (a′,b′) = (a+a′,b+b′)

単項演算子−を (a,b) ∈ Z2に対し

−(a,b) = (−a,−b)

零項演算子 0Z2 ∈ Z2を

0Z2 = (0,0)

とそれぞれ要素ごとに定めると (Z2,+,−,0Z2)は可換群をなす．

M1,M2をモノイドとし，ψ : M1 → M2を写像とする．ψ(1M1) = 1M2が成り立ち，

かつ任意の x,y ∈ M1に対してψ(xy) = ψ(x)ψ(y)が成り立つときψをモノイドの準

同型という．準同型写像ψに対し，Ker(ψ) = {x ∈ M1 : ψ(x) = 1M2}をψの核とい

い，Im(ψ) = {ψ(x) : x ∈ M1}をψの像という．G1,G2を群とし，ψ : G1 → G2を写

像とする．任意の x,y∈G1に対してψ(xy) =ψ(x)ψ(y)が成り立つときψを群の準同

型という．準同型写像ψ : G1 → G2に関してψ(1G1) = ψ(1G11G1) = ψ(1G1)ψ(1G1)

となるので

ψ(1G1) = ψ(1G1)ψ(1G1)
−1 = 1G2

が成り立つ．つまり準同型写像は単位元を保つ．よって群の準同型はモノイドの

準同型でもある．また各 g ∈ Gに対し，ψ(g)ψ(g−1) = ψ(gg−1) = ψ(1G) = 1G2 と

なるので

ψ(g)−1 = ψ(g)−11G2 = ψ(g)−1ψ(g)ψ(g−1) = ψ(g−1)

が成り立つ．つまり準同型写像は逆元を保つ．ψ : M1 → M2がモノイドの準同型で

あり，かつ全単射のとき φ をモノイドの同型写像とよび，このときM1とM2は同

型であるという．ψ : G1 → G2が群の準同型であり，かつ全単射のときψを群の同

型とよび，このときG1とG2は同型であるという．

Mをモノイドとし，NをMの部分集合とする．Nが次の２つの条件
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• m,n ∈ N =⇒ mn ∈ N

• 1M ∈ N

をみたすときNをMの部分モノイドという．Gを群とし，HをGの部分集合とす

る．Hが次の２つの条件

• g,h ∈ H =⇒ gh ∈ H

• g ∈ H =⇒ g−1 ∈ H

を満たすとき，HをGの部分群という．部分群Hにおいてg∈Hとすると，g−1 ∈H

であるので，これと gg−1 = 1Gより 1G ∈ Hである．

例 2.21. 1. 群Gに対して {1G} ⊆ GやG自身はGの部分群である．

2. nの倍数の和も−1倍も nの倍数なので

nZ= {nm ∈ Z : m ∈ Z}

は Zの部分群である．

3. ψ : G1 → G2を準同型写像とする．

(a) x,y ∈ Ker(ψ)ならば ψ(xy) = ψ(x)ψ(y) = 1G21G2 = 1G2 となるので xy ∈

Ker(ψ)であり，かつ x ∈ Ker(ψ)に対して ψ(x−1) = ψ(x)−1 = 1G2
−1 =

1G2となるので x−1 ∈ Ker(ψ)であるからKer(ψ)はG1の部分群である．

(b) x,y ∈ G1 に対し，ψ(x),ψ(y) ∈ Im(ψ) であって xy ∈ G1 かつ ψ(xy) =

ψ(x)ψ(y)よりψ(x)ψ(y)∈ Im(ψ)であり，x ∈ G1に対しψ(x)∈ Im(ψ)か

つψ(x−1)∈ Im(ψ)であってψ(x−1)=ψ(x)−1となるのでψ(x)−1 ∈ Im(ψ)

であるから Im(ψ)はG2の部分群である．
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HをGの部分群とするとき，G上の関係∼H
R を g,h ∈ Gに対して

g ∼H
R h ⇐⇒ hg−1 ∈ H

で定義すると，g,h,k ∈ Gに対して

• gg−1 = 1Gであり，H が部分群であることから gg−1 ∈ H となり，g ∼H
R gが

成り立ち，

• g ∼H
R hとすると hg−1 ∈ Hであり，(hg−1)−1 = gh−1なので，Hが部分群であ

ることから gh−1 ∈ Hとなり，h ∼H
R gが成り立ち，

• g ∼H
R h,h ∼H

R kとすると hg−1,kh−1 ∈ Hであり，kg−1 = kh−1hg−1なので，H

が部分群であることから kg−1 ∈ Hとなり、g ∼H
R kが成り立つ．

以上のことから∼H
R は同値関係である．このとき g ∈ Gの関係 ∼H

R による同値類

{g′ ∈ G : g′ ∼H
R g}をHgと書き，これを右剰余類という．またG上の関係∼H

L を

g ∼H
L h ⇐⇒ g−1h ∈ H

で定義すると，∼H
L も同値関係である．このとき g ∈ Gの関係 ∼H

L による同値類

{g′ ∈ G : g′ ∼H
L g}を gHと書き，これを左剰余類という．例えば，任意の g ∈ Gに

対して，{1G}g = {g}，g{1G} = {g}であり，同値関係∼{1G}
R と∼{1G}

L はいずれも

等号と等しい．Gが可換群であるときは，右剰余類と左剰余類が一致する．

例 2.22. 例 2.21の 2で紹介した Zの部分群 nZについて考える．

a ∼nZ
L b ⇐⇒ −a+b ∈ nZ

⇐⇒ b−a ∈ nZ

⇐⇒ b+(−a) ∈ nZ

⇐⇒ a ∼nZ
R b
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より，∼nZ
L と∼nZ

R は等しく，これらは「nを法として合同」という関係に一致して

いる．さらに任意の a ∈ Zに対して

a(nZ) = {b ∈ Z : b−a ∈ nZ}= (nZ)a

より，aの右剰余類，左剰余類いずれも nを法として aと合同なものをすべて集め

た集合である．

Gの∼H
R による商集合をH\Gと書き，∼H

L による商集合をG/Hと書く．つまり，

H\G = {Hg : g ∈ G}，G/H = {gH : g ∈ G}である．

Gを群，H ⊆ Gを部分群とするとき対応 gH 7→ Hg−1を考える．g,h ∈ Gに対し

gH = hHが成り立つとすると

gH = hH ⇐⇒ g ∼H
L h

⇐⇒ g−1h ∈ H

⇐⇒ (g−1h)−1 ∈ H (H ⊆ Gは部分群)

⇐⇒ h−1(g−1)−1 ∈ H

⇐⇒ g−1 ∼H
R h−1

⇐⇒ Hg−1 = Hh−1

が成り立つ．(⇒)よりこの対応がG/HからH\Gへの写像であることがわかりさ

らに (⇐)より単射であることがわかる．加えて，どんなHg ∈ H\Gに対しても

g−1H 7→ Hg

となるので全射であることもわかる．以上のことからこの対応は全単射である．

よって H\Gの濃度 |H\G|と G/H の濃度 |G/H|は等しい．H\G，G/H の濃度を

[G : H]と書き，HのGにおける指数という．

Gを群とする．部分群Nが各 g ∈ Gに対しNg = gNをみたすときNを正規部分

群という．
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例 2.23. 群Zの部分群 nZは例 2.22より各 a ∈ Zに対し a(nZ) = (nZ)aをみたすの

で Zの正規部分群である．

定義よりただちにG/N =N\Gが成り立つ．さらに，G/Nについて対応 (gN,hN) 7→

ghNは (gN,hN) = (g′N,h′N)とすると，

x ∈ ghN ⇐⇒ h−1g−1x ∈ N

⇐⇒ g−1x ∈ hN

⇐⇒ g−1x ∈ h′N (hN = h′Nより)

⇐⇒ g−1x ∈ Nh′ (Nは正規部分群より)

⇐⇒ g−1x(h′)−1 ∈ N

⇐⇒ x(h′)−1 ∈ gN

⇐⇒ x(h′)−1 ∈ g′N (gN = g′Nより)

⇐⇒ x(h′)−1 ∈ Ng′ (Nは正規部分群より)

⇐⇒ x(h′)−1(g′)−1 ∈ N

⇐⇒ x ∈ Ng′h′

⇐⇒ x ∈ g′h′N　 (Nは正規部分群より)

となるので ghN = g′h′Nが成り立ちこの対応が写像であることがわかる．この写

像を ·と書くことにする．また，対応 gN 7→ g−1Nは gN = g′Nとすると，

gN = g′N ⇐⇒ g ∼N
L g′

⇐⇒ g−1g′ ∈ N

⇐⇒ (g−1g′)−1 ∈ N (N ⊆ Gは部分群より)

⇐⇒ (g′)−1(g−1)−1 ∈ N

⇐⇒ g−1 ∼N
R (g′)−1

⇐⇒ Ng−1 = N(g′)−1

⇐⇒ g−1N = (g′)−1N (Nは正規部分群より)
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となるので，g−1N = (g′)−1Nが成り立ちこの対応が写像であることがわかる．こ

の写像を −1と書くことにする．すると次が成り立つ．

命題 2.24. 群Gとその正規部分群 Nに対して組 (G/N, ·,−1,1GN)は群をなす．

証明. 任意の gN,hN,kN ∈ G/N に対し gN · (hN · kN) = gN · hkN = ghkN = ghN ·

kN = (gN ·hN) ·kNとなるので結合律をみたし，任意の gN ∈ G/Nに対，gN ·1GN =

g1GN = gN = 1GgN = 1GN ·gNとなるので 1GN ∈ G/Nは単位元であり，さらに任

意の gN ∈ G/Nに対し gN ·g−1N = gg−1N = 1GN = g−1gN = g−1N ·gNとなるので

gNの逆元は g−1Nである．以上のことから組 (G/N, ·,−1,1GN)は群をなす．

標準的な全射 ρ : G → G/Nは g,h ∈ Gに対し

ρ(gh) = ghN = gNhN = ρ(g)ρ(h)

となるので準同型写像であるといえる．

例 2.25. 群 Zの商集合 Z/nZを考える．Z/nZ上の演算を a(nZ),b(nZ) ∈ Z/nZに

対し a(nZ) ·b(nZ) = (a+b)(nZ)と定め，逆元を a(nZ) ∈ Z/nZに対し (a(nZ))−1 =

−a(nZ)と定めると組 (Z/nZ, ·,−1 ,0(nZ))は群をなす．また，標準的な全射 ρ : Z→

Z/nZを考えると，a ∈ Zに対して

ρ(a) = a(nZ) = (nZ)a = {b ∈ Z : b−a ∈ nZ}

である．簡単のため ρ(a)を aで表すことにする．例 2.23より nZはZの正規部分

群であることから ρは準同型となる．

Gを群とする．GからGへの写像 Lgを各 g′ ∈ Gに対して

Lg(g
′) = gg′

と定めると，

(Lg1 ◦Lg2) = Lg1g2
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が成り立つ．Gを群，Xを集合とする．写像 ϕ : G×X → X が x ∈ X , g,h ∈ Gに対

して

• ϕ(1G,x) = x

• ϕ(g,ϕ(h,x)) = ϕ(gh,x)

を満たすとき，ϕを群Gの集合 Xへの（左）作用という．群Gと集合 Xに対して

GのXへの作用が存在するときGはXへ作用するという．また，g ∈ Gごとに写像

ϕg : X → Xをϕg(x) = ϕ(g,x)と定める．群Gが集合Xに作用するとき任意の g ∈ G

に対して

Y = {ϕg(y) : y ∈ Y}

をみたすY ⊆ XをXのG不変部分集合という．ϕ : G×X → Xと ϕ ′ : G×Y →Y を

作用とする．写像 ψ : X → Y は g ∈ Gと x ∈ X に対し ψ(ϕg(x)) = ϕ ′
g(ψ(x))をみた

すとき，つまり
X

ϕg−−−→ X

ψ
y yψ

Y −−−→
ϕ ′

g

Y

が可換になるときψはG同変という．Xを位相空間，ϕをGのXへの作用とする．

各 g ∈ Gに対し，ϕg : X → X が連続写像のとき，群Gの位相空間 X への作用 ϕが

連続であるという．
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第3章 セルオートマトン

この章では文献 [7]の第 1章にもとづき群上のセルオートマトンに関する用語と

定義および群や位相，一様構造などの諸概念を用いた特徴付けについて議論する．

3.1 様相集合およびシフト作用と直積離散位相

集合 Aと群 Gに対して，Gから Aへの写像全体のなす集合 AG を考えよう．以

降，集合Aをアルファベット，Aの元を文字，記号，色または状態などとよび，群

Gを域とよぶ．さらに，AGの元を様相，AGを様相集合とよぶ．群Gの有限集合

ΩからGへの写像 pをパターンとよび，Ωを pのサポートという．

群Gの元 g ∈ Gと様相 x ∈ AGに対して，gx ∈ AGを

gx = x◦Lg−1

と定めると，G×AGから AGへの写像

(g,x) 7→ gx

が得られる．これを Gの AGへのシフト作用とよぶことにする．シフト作用は G

の AGへの左作用である．実際，群Gの元 g1,g2 ∈ Gと様相 x ∈ AGに対し，

g1(g2x) = g1(x◦Lg2
−1) = x◦Lg2

−1 ◦Lg1
−1 = x◦Lg2

−1g1
−1 = x◦L(g1g2)−1 = (g1g2)x

が成り立ち，G上の恒等写像を IdGと書くことにすると，群Gの単位元 1G ∈ Gに

対し，1Gx = x◦L1G = x◦ IdG = xが成り立つ．
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命題 3.1. 群Gの直積離散空間 AGへのシフト作用は連続である．

証明. ϕ : G×AG → AGをシフト作用とする．各 g ∈ Gに対し，写像 ϕg : AG → AG

が連続であることを示す．g,h ∈ G，x ∈ AGとすると，

πh ◦ϕg(x) = πh(gx)

= gx(h)

= x(g−1h)

= πg−1h(x)

が成り立つ．U ∈FAGのとき，つまりUがAGのシリンダであるとき，あるV ∈ 2A

と h ∈ Gが存在して，U = πh
−1(V )であるので，

ϕg
−1(U) = ϕg

−1(πh
−1(V ))

= (πh ◦ϕg)
−1(V )

= (πg−1h)
−1(V )

であり，πg−1hは AGから Aへの射影なので，(πg−1h)
−1(V )は AGの開集合である．

よって ϕg
−1(U)は AGの開集合である．U ∈ BAGのとき，つまり AGの有限個のシ

リンダの族A が存在し，U =
∩

A であるとき，

ϕg
−1(U) = ϕg

−1(
∩

A )

=
∩

B∈A ϕg
−1(B)

である．各 B ∈ A に対して，Bが AGのシリンダであることから，ϕg
−1(B)は AG

の開集合であり，かつA は有限だったので，
∩

B∈A ϕg
−1(B)もAGの開集合である．

U ∈ TAG のとき，つまり AGの有限個のシリンダの共通部分たちの族A が存在し

て，U =
∪

A であるとき，

ϕg
−1(U) = ϕg

−1(
∪

A )

=
∪

B∈A ϕg
−1(B)
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である．各 B ∈ A に対して，Bは有限個のシリンダの共通部分であることから，

ϕg
−1(B)は AGの開集合であるので，

∪
B∈A ϕg

−1(B)も AGの開集合である．以上よ

り，AGの開集合U の ϕgによる逆像 ϕg
−1(U)が AGの開集合となるので，ϕgは連

続であることがわかる．したがって，AGへのGのシフト作用は連続である．

3.2 セルオートマトン

Gを群，Aを集合とする．

定義 3.2. 以下をみたすGの有限部分集合 Sと写像 µ : AS → Aが存在するとき写像

τ : AG → AGを群Gとアルファベット A上のセルオートマトンとよぶ．

任意の x ∈ AGと g ∈ Gに対して

τ(x)(g) = µ((g−1x)|S)

が成り立つ．

ただし (g−1x)|Sは g−1x ∈ AGの Sへの様相の制限である．

上の定義におけるGの有限部分集合 Sを記憶集合とよび，µ : AS → Aを τ の局

所定義写像という．

定義 3.2の等式は各 x ∈ AGに対し，様相 τ(x)が Gの元 gを µ((g−1x)|S)に対応

させる写像であるということなので記憶集合 Sと局所定義写像 µ があれば τ を表

現できるということがわかる．

注意 3.3. 1. gx = x◦Lg−1だったので µがセルオートマトン τの局所定義写像な

らば τ(x)(g) = µ((x◦Lg)|S)が成り立つ．

2. g = 1Gとすると 1Gx = xだったので µがセルオートマトン τの局所定義写像

ならば τ(x)(1G) = µ(x|S)が成り立つ．制限 x 7→ x|Sによって定まる写像はAG
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c(NW) c(N) c(NE)

c(W) c c(E)

c(SW) c(S) c(SE)

図 3.1: セル cの近接する 8個のセルの名前

から ASへの全射である．つまり任意の y ∈ ASに対しある x ∈ AGが存在して

x|S = yが成り立つ．今 µと µ ′をセルオートマトン τの局所定義写像すると，

任意の y ∈ ASに対し

µ(y) = µ(x|S) = τ(x)(1G) = µ ′(x|S) = µ ′(y)

が成り立つのでセルオートマトン τの局所定義写像 µは一意的であることが

わかる．したがってこの µは Sが定まればそれに付随して一意に定まるとい

える．

例 3.4. 1. 無限個の四角形のセルからなる２次元直交格子を考える．各セルは

liveまたは deadの２つの状態になることが可能である．各セル cは８個の近

接しているセルの影響を受ける．それらに図 3.1のように名前を付ける．

以下 •は liveを表し，◦は deadを表すことにする．時間の経過に伴うセルの

状態の変化を次の４つのルールで定める．

• 誕生: セルｃは時刻 tにおいて deadで近接しているセルのうちちょうど
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３個が liveのとき時刻 t +1で liveになる．例えば，下の図では，セル

ｃは時刻 tでは dead，近接する 3つのセル c(N)，c(S)，c(SE)が liveな

ので時刻 t +1で liveになる．

◦ • ◦

◦ ◦ ◦

◦ • •

時刻 t

−→
誕生

•

時刻 t +1

• 生存: セルｃは時刻 tにおいて liveで近接しているセルのうち２個また

は３個が liveのとき時刻 t +1で liveになる．例えば，下の図では，セ

ル cは時刻 tで live，近接する 2つのセル c(N)，c(SE)が liveなので時刻

t +1で liveになる．

◦ • ◦

◦ • ◦

◦ ◦ •

時刻 t

−→
生存

•

時刻 t +1

また下の図では，セル cは時刻 tでは live，近接する 3つのセル c(NW)，

c(E)，c(SE)が liveなので時刻 t +1で liveになる．

• ◦ ◦

◦ • •

◦ ◦ •

時刻 t

−→
生存

•

時刻 t +1

• 死亡: セル cは時刻 tにおいて liveで近接しているセルのうち１個以下

または４個以上が liveのとき時刻 t +1で deadになる．例えば，下の図

では，セル cは時刻 tでは live，近接する 1つのセル c(E)のみが liveな
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ので時刻 t +1で deadになる．

◦ ◦ ◦

◦ • •

◦ ◦ ◦

時刻 t

−→
死亡

◦

時刻 t +1

また下の図では，セル cは時刻 tでは live，近接する 6つのセル c(NW)，

c(N)，c(NE)，c(E)，c(SE)，c(S)が liveなので時刻 t +1で deadになる．

• • •

◦ • •

◦ • •

時刻 t

−→
死亡

◦

時刻 t +1

• 死の継続: セル cは時刻 tにおいて deadで近接しているセルのうち２個

以下または４個以上が liveのとき時刻 t +1で deadになる．例えば，下

の図では，セル cは時刻 tで dead，近接する５つのセル c(NW)，c(N)，

c(E)，c(SE)，c(SW)が liveなので時刻 t +1で deadになる．

• • ◦

◦ ◦ •

• ◦ •

時刻 t

−→
死の継続

◦

時刻 t +1

このルールで定めたセルたちの遷移はライフゲームとよばれる．ここでGを

Z2，アルファベット Aを {0,1}，記憶集合 Sを {1,0,−1}2とし，局所定義写



第 3章 セルオートマトン 43

像 µ : AS → Aを y ∈ ASに対し次で定める．

µ(y) =


1


∑s∈S y(s) = 3の場合

∑s∈S y(s) = 4かつ y(0,0) = 1の場合

0 その他の場合

するとライフゲームとこのセルオートマトンは表 3.1の通り対応する．た

だしルールと局所定義写像の対応の詳細は表 3.2に示す． 以上のことから

ライフゲーム セルオートマトン

セル c c ∈ Z2

◦ : dead • : live アルファベット A = {0,1}

盤面 x 様相 x ∈ AZ2

盤面 xでセル cは • x(c) = 1

盤面 xでセル cは ◦ x(c) = 0

c(NW) c(N) c(NE)

c(W) c c(E)

c(SW) c(S) c(SE)

c+S = {c+ s : s ∈ S}

ただし S = {−1,0,1}2

ルール µ : {0,1}S →{0,1}

表 3.1: ライフゲームとセルオートマトンの対応表

ライフゲームはセルオートマトンをなすといえる．このセルオートマトン
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ルール µ : {0,1}S →{0,1}

誕生 ∑s∈S y(s) = 3∧ y(0,0) = 0 =⇒ µ(y) = 1

生存

⟨ (∑s∈S y(s) = 3

∨∑s∈S y(s) = 4)

∧y((0,0)) = 1

⟩
=⇒ µ(y) = 1

死亡

⟨ (∑s∈S y(s)≤ 2

∨∑s∈S y(s)≥ 5)

∧y((0,0)) = 1

⟩
=⇒ µ(y) = 0

死の継続

⟨ (∑s∈S y(s)≤ 2

∨∑s∈S y(s)≥ 4)

∧y((0,0)) = 0

⟩
=⇒ µ(y) = 0

表 3.2: ルールと局所定義写像の対応表

τ : AG → AG を記憶集合 Sと局所定義写像 µ とともにライフゲームのセル

オートマトンとよぶ．

2. G = Z，A = Rとし，写像 ∆ : RZ → RZを x ∈ RZと n ∈ Zに対し

∆(x)(n) = 2x(n)− x(n−1)− x(n+1)

で定める．すると ∆は記憶集合 S = {−1,0,1} ⊆ Zと y ∈ RSに対し

µ(y) = 2y(0)− y(−1)− y(1)

で定まる局所定義写像 µ : RS → Rとともにセルオートマトンをなす．より

一般的に，任意の群Gと体KとGの有限部分集合 Sについて x ∈ AG，g ∈ G

に対し，

∆S(x)(g) = |S|x(g)−∑
s∈S

x(gs)

で定まる写像 ∆S(= ∆G
S ) : KG → KGは，記憶集合 S∪{1G}と y ∈ RS∪{1G}に
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対し

µ(y) = |S|y(1G)−∑
s∈S

y(s)

で定まる局所定義写像 µ : KS∪{1G} →Kとともにセルオートマトンをなす．こ

のセルオートマトンをGと Sに付随する体K上の離散ラプラシアンとよぶ．

3. Gを群とし，SをGの有限部分集合，A = {0,1}とする．写像 τ : AG → AGを

x ∈ AGと g ∈ Gに対し次で定義する．

τ(x)(g) =



1 ∑s∈S x(gs)> |S|
2 の場合

0 ∑s∈S x(gs)< |S|
2 の場合

x(g) ∑s∈S x(gs) = |S|
2 の場合

このとき τは記憶集合 S∪{1G}と y ∈ AS∪{1G}に対し

µ(y) =



1 ∑s∈S y(s)> |S|
2 の場合

0 ∑s∈S y(s)< |S|
2 の場合

y(1G) ∑s∈S y(s) = |S|
2 の場合

で定まる局所定義写像 µ : AS∪{1G} → Aとともにセルオートマトンをなす．こ

のセルオートマトンを Gと Sに付随する多数決の作用とよぶ．特にG = Z，

S = {−1,1}のとき局所定義写像 µを図示したものが図 3.2，τによる様相の

変化の例を図示したものが図 3.3である．

4. Gを群，Aを集合とし， f : A → Aとする．このとき τ : AG → AGを x ∈ AGに

対し τ(x) = f ◦ xで定めると，τは記憶集合 S = {1G}と y ∈ ASに対し µ(y) =

f (y(1G))で定まる局所定義写像 µ : AS → Aとともにセルオートマトンをな

す．特に f = IdAのとき τ = IdAGであることがわかるので，IdAGはセルオー

トマトンである．
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• • •
µ−→ • ◦ • •

µ−→ •

• • ◦
µ−→ • ◦ • ◦

µ−→ ◦

• ◦ •
µ−→ • ◦ ◦ •

µ−→ ◦

• ◦ ◦
µ−→ ◦ ◦ ◦ ◦

µ−→ ◦

図 3.2: S = {−1,1}に付随する多数決の作用の局所定義写像 µ

· · · • • • ◦ • ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ • ◦ • · · ·

↓ τ

· · · • • • ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ • · · ·

図 3.3: S = {−1,1}に付随する多数決の作用 τによる様相の変化の例

5. Gを群，Aを集合，s0 ∈Gとする．写像Rs0 : G→Gをg∈Gに対しRs0(g)= gs0

と定めると，x∈AGに対し τ(x) = x◦RS0で定まる写像 τ : AG →AGは記憶集合

S = {s0}と y ∈ ASに対し µ(y) = y(s0)で与えられる局所定義写像 µ : AS → A

とともにセルオートマトンをなす．

　

命題 3.5. Gを群，Aを集合とする．任意のセルオートマトン τ : AG → AGはG同

変である．

証明. Sを τ の記憶集合，µ : AS → Aを局所定義写像とすると，任意の g,h ∈ Gと

x ∈ AGに対し

τ(gx)(h) = µ((h−1gx)|S) = µ(((g−1h)−1x)|S) = τ(x)(g−1h) = gτ(x)(h)

が成り立つので，τ : AG → AGはG同変である．



第 3章 セルオートマトン 47

命題 3.6. Gを群，Aを集合とする．写像 τ : AG → AGを考える．SをGの有限部分

集合とし µ : AS → Aとする．この時次の２つは同値である．

1. τは記憶集合 Sと局所定義写像 µとともにセルオートマトンをなす．

2. τはG同変でありかつ任意の x ∈ AGに対し τ(x)(1G) = µ(x|S)が成り立つ．

証明. 注意 3.3と命題 3.5より 1を仮定すると２は成り立つ．2を仮定し 1を示す．

写像 τがG同変でありかつ任意の x ∈ AGに対し τ(x)(1G) = µ(x|S)が成り立つとす

ると，

τ(x)(g) = g−1τ(x)(1G) = τ(g−1x)(1G) = µ((g−1x)|S)

が成り立つので τはセルオートマトンであるといえる．

Gが有限群のときは τ : AG → AGがG同変ならば µ : AG → Aを x ∈ AGに対して

µ(x) = τ(x)(1G)と定めることにより τは記憶集合Gと局所定義写像 µとともにセ

ルオートマトンをなす．

群Gの有限部分集合 Sと写像 µ : AS → Aが存在してこれらが τ(x)(1G) = µ(x|S)

をみたすにもかかわらずG同変でないためセルオートマトンではないような写像

の例を示す．

例 3.7. A = Z/2Z，G = Zとし，n ∈ Zの同値類を n ∈ Z/2Zとかくことにする．写

像 τ : AG → AGを x ∈ AG，n ∈ Gに対し，

τ(x)(n) = x(n)+n

と定めると，x,y ∈ AGで x|{0} = y|{0}となるものに対し，

τ(x)(0) = x(0)+0

= x(0)

= y(0)

= y(0)+0
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= τ(y)(0)

となるので対応 x|{0} 7→ τ(x)(0)は写像であり，これを µとおくと µ(x|{0}) = τ(x)(0)

が成り立つ．ところが n ∈ Gに対し

x(n) =


0 (nは奇数)

1 (nは偶数)

であるような様相 x ∈ AGを考えると，τ(x)は任意の n ∈ Gに対して τ(x)(n) = 1で

あることから 1τ(x)は任意の n ∈ Gに対して 1τ(x)(n) = 1となり，

1x(n) =


1 (nは奇数)

0 (nは偶数)

となることから τ(1x)は任意の n ∈ Gに対し τ(1x)(n) = 0となる．1τ(x) ̸= τ(1x)な

ので τはG同変ではない．命題 3.6よりセルオートマトンでない．

例 3.8. A = {a,b}，G = Zとする．写像 τ : AG → AGを x ∈ AGに対し，

τ(x) =



a⃗ x(n) = bとなる nが無限にある∧ x(0) = a

x0 x(n) = bとなる nが有限個しかない∧ x(0) = a

b⃗ その他

と定める．ただし様相 a⃗,⃗b ∈ AGは任意の n ∈ Gに対して a⃗(n) = a，⃗b(n) = bとし，

様相 x0は x0(0) = aかつ x|Z\{0} = b⃗|Z\{0}とする．任意の x,y ∈ AGに対し x|{0} =

y|{0}ならば τ(x)(0) = τ(y)(0)なので対応 x|{0} 7→ τ(x)(0)を µとかくことにすると

µ(x|{0}) = τ(x)(0)が成り立つ．ところが x ∈ AGで x(n) = bとなる nが無限にあっ

てしかも x(0) = aかつ x(−1) = bであるものを考えると，τ(x) = a⃗より 1τ(x) = a⃗

であり 1x(0) = x(−1) = bより τ(1x) = b⃗なので 1τ(x) ̸= τ(1x)となり τはG同変で

はない．命題 3.6よりセルオートマトンではない．
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例 3.9. A = G = Zとする．写像 τ : AG → AGを x ∈ AG，n ∈ Gに対し

τ(x)(n) =


x(x(n)+n) n ̸= 0の場合

0 n = 0の場合

と定める．写像 µ : A{0} → Aを y ∈ A{0}に対し µ(y) = 0と定める．x ∈ AGとすると，

µ(x|{0}) = 0

= τ(x)(0)

が成り立つ．ところが g ∈ Gに対し x(g) = 1となる様相 x ∈ AGを考えると，

τ(1x)(0) = 0

である一方，

1τ(x)(0) = τ(x)(−1)

= x(x(−1)+(−1))

= x(1+(−1))

= x(0)

= 1

となるので 1τ(x) ̸= τ(1x)となり，G同変でない．したがって命題 3.6より τ はセ

ルオートマトンでない．

次は G同変であるが τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群 Gの有限部分集合 Sと写像

µ : AS → Aが存在しないためセルオートマトンでない写像の例である．

例 3.10. A = {a,b}，G = Zとする．写像 τ : AG → AGを x ∈ AGに対し，

τ(x) =


a⃗ (x−1(a)が 1点集合)

b⃗ (その他)

と定める．ただし様相 a⃗,⃗b ∈ AGは任意の n ∈ Gに対して a⃗(n) = a，⃗b(n) = bとする．

n,m ∈ G，x ∈ AGとすると，τ(x) = a⃗のとき x−1(a)は 1点集合なので x(l) = aとなる
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l ∈ Gがただ一つ存在する．ここで nx(l′) = aをみたす l′ ∈ Gは nx(l′) = x((−n)+ l′)

より n+ lのみである．したがって τ(nx) = a⃗である．また τ(x) = a⃗なので n,m ∈ G

に対し，

nτ(x)(m) = τ(x)((−n)+m) = a

となる．したがって nτ(x) = a⃗となり τ(nx) = nτ(x)が成り立つ．τ(x) = b⃗のとき

x−1(a)は空集合または 2点以上を含む集合である．x−1(a)が空集合のとき，つま

り x = b⃗のときは nx = b⃗なので

τ(nx) = b⃗ = n⃗b = nτ(x)

となる．x−1(a)が 2点以上を含む集合であるとき，つまり x(l) = aをみたす l ∈ Gが

2つ以上あるときnx(l′) = aをみたす l′ ∈Gはnx(l′) = x((−n)+ l′)より l′ = n+ lとす

れば2つ以上存在することがいえる．したがって τ(nx) = b⃗となるので τ(nx) = nτ(x)

である．以上のことから τはG同変である．次に τ(x) = a⃗をみたす x ∈ AGを考え

る．SをGの有限部分集合とし，y ∈ AGをm ∈ Gに対し

y(m) =


x(m) m ∈ Sの場合

a その他

と定めると x|S = y|Sである．ところが y−1(a)が無限集合であることから τ(y) = b⃗

となり，τ(x)(0) ̸= τ(y)(0)なので命題 3.6より τはセルオートマトンでない．

例 3.11. G = A = Zとする．写像 τ : AG → AGを x ∈ AG，n ∈ Gに対し

τ(x)(n) = x(x(n)+n)

と定める．x ∈ AG，n,m ∈ Gとすると，

nτ(x)(m) = τ(x)((−n)+m)

= x(x((−n)+m)+(−n)+m)

= nx(nx(m)+m)

= τ(nx)(m)
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となり，τ は G同変である．ここで n0 ∈ G\{0}とし，各 n ∈ Gごとに xn,yn ∈ AG

をm ∈ Gに対し次のように定める．

xn(m) =



n m = 0の場合

n0 m = nの場合

0 その他

yn(m) =


n m = 0の場合

0 その他

するとxn|G\{n}= yn|G\{n}である．ここで，どんな有限集合F ⊆Gに対してもG\F ̸=

/0より n ∈ G\Fとなる元 nが存在し，n /∈ Fより xn|F = yn|F となる．ところが

τ(xn)(0) = xn(xn(0)+0) = xn(n) = n0

τ(yn)(0) = yn(yn(0)+0) = yn(n) = 0

より τ(xn) ̸= τ(yn)なので命題 3.6より τはセルオートマトンでない．

次の例はG同変でなく，さらに τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群Gの有限部分集合

Sと写像 µ : AS → Aも存在しないためセルオートマトンでない写像の例である．

例 3.12. A = G = Zとする．写像 τ : AG → AGを x ∈ AG，n ∈ Gに対し

τ(x)(n) = x(x(n))

と定める．Gの任意の有限部分集合Kを 1つ固定し，0でない t ∈ G\Kに対して，

xt ,yt ∈ AGを

xt(n) = t

yt(n) =


t n ∈ Kの場合

0 その他
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とする．すると xt |K = yt |Kである．ところが

τ(xt)(0) = xt(xt(0)) = xt(t) = t

であり，0 ∈ Kのとき

τ(yt)(0) = yt(yt(0)) = yt(t) = 0

となり 0 /∈ Kのとき

τ(yt)(0) = yt(yt(0)) = yt(0) = 0

となるのでいずれにせよ τ(yt)(0) = 0である．したがって τ(xt)(0) ̸= τ(yt)(0)とな

る．さらに x ∈ AGを

x(n) =


2 n = 1の場合

1 その他

とすると

2τ(x)(1) = τ(x)(−2+1)

= x(x(−1))

= x(1)

= 2

τ(2x)(1) = 2x(2x(1))

= 2x(x(−2+1))

= 2x(x(−1))

= 2x(1)

= x(−1)

= 1

となるので 2τ(x) ̸= τ(2x)となりG同変でもない．したがって命題 3.6より τはセ

ルオートマトンでない．
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命題 3.13. Gを群，Aを集合とする．このとき任意のセルオートマトン τ : AG → AG

は直積離散空間 AG上の連続写像である．

証明. W をAGの開集合とし，x ∈ τ−1(W )とすると，τ(x) ∈W である．W はAGの

開集合なので，命題 2.9より有限部分集合Ω ⊆ Gが存在してV (τ(x),Ω)⊆W とな

る．ΩS = {gs : g ∈ Ω,s ∈ S}と定めると，

y ∈V (x,ΩS)　

⇐⇒ x|ΩS = y|ΩS

⇐⇒ ∀g ∈ Ω,∀s ∈ S.x(gs) = y(gs)

⇐⇒ ∀g ∈ Ω,∀s ∈ S.g−1x(s) = g−1x(s)

⇐⇒ ∀g ∈ Ω.g−1x|S = g−1x|S

=⇒ ∀g ∈ Ω.µ(g−1x|S) = µ(g−1y|S)

⇐⇒ ∀g ∈ Ω.τ(x)(g) = τ(y)(g) (命題 3.6より)

⇐⇒ τ(x)|Ω = τ(y)|Ω

⇐⇒ τ(y) ∈V (τ(x),Ω)

であり，さらに τ(y) ∈ τ(V (x,ΩS))であることから τ(V (x,ΩS))⊆V (τ(x),Ω)が成り

立つ．ここで

τ(V (x,ΩS))⊆V (τ(x),Ω)⊆W

でのそれぞれの τによる逆像を考えると

V (x,ΩS)⊆ τ−1(τ(V (x,ΩS)))⊆ τ−1(V (τ(x),Ω))⊆ τ−1(W )

が成り立つので x∈ τ−1(W )に対しV (x,ΩS)⊆ τ−1(W )となり，
∪

x∈τ−1(W )V (x,ΩS)⊆

τ−1(W )が成り立つ．また x ∈ τ−1(W )とすると，x ∈V (x,ΩS)であるので τ−1(W )⊆∪
x∈τ−1(W )V (x,ΩS)となる．以上のことから

∪
x∈τ−1(W )V (x,ΩS) = τ−1(W )が成り立

つ．V (x,ΩS)は ΩSが Gの有限部分集合であることから AGの開集合であるので

τ−1(W )は AGの開集合となり，τは連続写像であることがわかる．
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次は連続写像であるがG同変でないためセルオートマトンではない写像の例で

ある．

例 3.14. 例 3.7で与えた写像 τ : AG → AGを再び考える．この写像 τ は µ(x|{0}) =

τ(x)(0)だがG同変でないのでセルオートマトンでないことは例 3.7ですでに確か

めた．ここでは，この写像 τ が連続であることを確認する．W を AGの開集合と

し，x ∈ τ−1(W )とすると τ(x) ∈W である．つまりW は τ(x)の近傍なので，命題

2.9よりある有限部分集合K ⊆ Gが存在してV (τ(x),K)⊆W となる．y ∈V (x,K)と

すると

y ∈V (x,K) ⇐⇒ x|K = y|K

⇐⇒ ∀n ∈ K. x(n) = y(n)

であることから n ∈ Kに対して

τ(x)(n) = x(n)+n

= y(n)+n

= τ(y)(n)

となり τ(y) ∈ V (τ(x),K)が成り立つ．さらに z ∈ τ(V (x,K))とすると，ある y ∈

V (x,K)が存在して τ(y) = zであり，y ∈ V (x,K)であることから τ(y) ∈ V (τ(x),K)

となり z ∈V (τ(x),K)が成り立つ．つまり τ(V (x,K))⊆V (τ(x),K)がいえた．いま

τ(V (x,K))⊆V (τ(x),K)⊆W

でのそれぞれの τによる逆像を考えると

V (x,K)⊆ τ−1(τ(V (x,K)))⊆ τ−1(V (τ(x),K))⊆ τ−1(W )

となり x ∈ τ−1(W )に対してV (x,K) ⊆ τ−1(W )なので
∪

x∈τ−1(W )V (x,K) ⊆ τ−1(W )

が成り立つ．また x ∈ τ−1(W )とすると x ∈V (x,K)より τ−1(W )⊆
∪

x∈τ−1(W )V (x,K)

となる．よって
∪

x∈τ−1(W )V (x,K) = τ−1(W )が成り立つ．以上のことから τ−1(W )

も AGの開集合となり τは連続写像となる．
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例 3.15. 例 3.9で与えた写像 τ : AG → AGを再び考える．この写像 τ は τ(x)(0) =

µ(x|{0})であるが G同変でないのでセルオートマトンでないことは例 3.9ですで

に確かめた．ここでは，この写像 τ が連続であることを確認する．W を AGの開

集合とし，x ∈ τ−1(W )とすると τ(x) ∈ W である．つまりW は τ(x)の近傍なの

で，命題 2.9よりある有限部分集合K ⊆ Gが存在してV (τ(x),K)⊆W となる．F =

K ∪{x(k)+ k : k ∈ K}とし，y ∈V (x,F)とすると

y ∈V (x,F) ⇐⇒ x|F = y|F

⇐⇒ ∀g ∈ F. x(g) = y(g)

でありかつ K ⊆ Fであることから，k ∈ Kに対し，k ̸= 0のとき

τ(x)(k) = x(x(k)+ k)

= y(y(k)+ k)

= τ(y)(k)

k = 0のとき

τ(x)(0) = 0

= τ(y)(0)

となり τ(y) ∈ V (τ(x),K)が成り立つ．さらに z ∈ τ(V (x,F))とすると，ある y ∈

V (x,F)が存在して τ(y) = zであり，y ∈ V (x,F)であることから τ(y) ∈ V (τ(x),K)

となり z ∈V (τ(x),K)が成り立つ．つまり τ(V (x,F))⊆V (τ(x),K)がいえた．いま

τ(V (x,F))⊆V (τ(x),K)⊆W

でのそれぞれの τによる逆像を考えると

V (x,F)⊆ τ−1(τ(V (x,F)))⊆ τ−1(V (τ(x),K))⊆ τ−1(W )

となる．x ∈ τ−1(W )に対してV (x,F)⊆ τ−1(W )となることから
∪

x∈τ−1(W )V (x,F)⊆

τ−1(W )が成り立ち，また x ∈ τ−1(W )とすると x ∈ V (x,F)であるので τ−1(W ) ⊆
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∪
x∈τ−1(W )V (x,F)となる．よって

∪
x∈τ−1(W )V (x,F) = τ−1(W )が成り立つ．以上の

ことから τ−1(W )も AGの開集合となり τは連続写像となる．

次の例は連続写像であるが τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群Gの有限部分集合 Sと

写像 µ : AS → Aが存在しないのでセルオートマトンではない写像の例である．

例 3.16. 例 3.11で与えた写像 τ : AG → AGについて再び考える．この写像 τはG同

変であるが τ(x)(0) = µ(x|S)となるような Gの有限部分集合 Sと µ : AS → Aが存

在しないのでセルオートマトンでないことは例 3.11ですでに確かめた．ここでは，

この写像 τ が連続であることを確認する．W を AGの開集合とし，x ∈ τ−1(W )と

すると τ(x) ∈W である．つまりW は τ(x)の近傍なので，命題 2.9よりある有限部

分集合 K ⊆ Gが存在してV (τ(x),K)⊆W となる．F = K ∪{x(k)+ k : k ∈ K}とし，

y ∈V (x,F)とすると

y ∈V (x,F) ⇐⇒ x|F = y|F

⇐⇒ ∀g ∈ F. x(g) = y(g)

でありかつ K ⊆ Fであることから，k ∈ Kに対し

τ(x)(k) = x(x(k)+ k)

= y(y(k)+ k)

= τ(y)(k)

となり τ(y) ∈ V (τ(x),K)が成り立つ．さらに z ∈ τ(V (x,F))とすると，ある y ∈

V (x,F)が存在して τ(y) = zであり，y ∈ V (x,F)であることから τ(y) ∈ V (τ(x),K)

となり z ∈V (τ(x),K)が成り立つ．つまり τ(V (x,F))⊆V (τ(x),K)がいえた．いま

τ(V (x,F))⊆V (τ(x),K)⊆W

でのそれぞれの τによる逆像を考えると

V (x,F)⊆ τ−1(τ(V (x,F)))⊆ τ−1(V (τ(x),K))⊆ τ−1(W )
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が成り立ち x ∈ τ−1(W )に対してV (x,F)⊆ τ−1(W )となるので
∪

x∈τ−1(W )V (x,F)⊆

τ−1(W )が成り立つ．またx∈ τ−1(W )とするとx∈V (x,F)であることからτ−1(W )⊆∪
x∈τ−1(W )V (x,F)となる．よって

∪
x∈τ−1(W )V (x,F) = τ−1(W )が成り立つ．以上の

ことから τ−1(W )も AGの開集合となり τは連続写像となる．

次の例は連続写像であるが，G同変でなく τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群Gの有

限部分集合 Sと写像 µ : AS → Aも存在しないのでセルオートマトンではない写像

の例である．

例 3.17. 例 3.12で与えた写像 τ : AG → AGについて再び考える．この写像 τ は G

同変でなく τ(x)(1G) = µ(x|S)となるようなGの有限部分集合 Sと µ : AS → Aも存

在しないのでセルオートマトンでないことは例 3.12ですでに確かめた．ここでは，

この写像 τ が連続であることを確認する．W を AGの開集合とし，x ∈ τ−1(W )と

すると τ(x) ∈ W である．つまりW は τ(x)の近傍なので，命題 2.9よりある有限

部分集合 K ⊆ Gが存在してV (τ(x),K) ⊆ W となる．F = K ∪{x(k) : k ∈ K}とし，

y ∈V (x,F)とすると

y ∈V (x,F) ⇐⇒ x|F = y|F

⇐⇒ ∀g ∈ F. x(g) = y(g)

でありかつ K ⊆ Fであることから，k ∈ Kに対し

τ(x)(k) = x(x(k))

= y(y(k))

= τ(y)(k)

となりいずれにせよ τ(y) ∈ V (τ(x),K)が成り立つ．さらに z ∈ τ(V (x,F))とする

と，ある y ∈V (x,F)が存在して τ(y) = zであり，y ∈V (x,F)であることから τ(y) ∈

V (τ(x),K)となり z ∈ V (τ(x),K)が成り立つ．つまり τ(V (x,F)) ⊆ V (τ(x),K)がい

えた．いま

τ(V (x,F))⊆V (τ(x),K)⊆W
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でのそれぞれの τによる逆像を考えると

V (x,F)⊆ τ−1(τ(V (x,F)))⊆ τ−1(V (τ(x),K))⊆ τ−1(W )

となる．x ∈ τ−1(W )に対してV (x,F)⊆ τ−1(W )となることから
∪

x∈τ−1(W )V (x,F)⊆

τ−1(W )が成り立ち，また x ∈ τ−1(W )とすると x ∈ V (x,F)であるので τ−1(W ) ⊆∪
x∈τ−1(W )V (x,F)となる．よって

∪
x∈τ−1(W )V (x,F) = τ−1(W )が成り立つ．以上の

ことから τ−1(W )も AGの開集合となり τは連続写像となる．

補題 3.18. Gを群，Aを集合とし，τ : AG → AGは記憶集合 Sとともにセルオートマ

トンなすとする．このとき g ∈ Gに対し τ(x)(g)は xの gS = {gs : s ∈ S}への制限の

みに依存する．つまり gSに対して，写像 gµ : AgS → Aが存在して τ(x)(g) =gµ(x|gS)

をみたす．

証明. 定義3.2よりτ(x)(g)= µ((g−1x)|S)である．さらに各 s∈ Sに対し(g−1x)|S(s)=

g−1x(s) = x(gs)であり，かつ gs ∈ gSである．よって各 s ∈ Sに対し g−1x|S(s) =

x|gS(gs)である．今 xの gSへの制限 x|gSに対し gµ(x|gS) = µ((g−1x)|S)と定めると，

gµは AgSから Aへの写像で τ(x)(g) =gµ(x|gS)をみたす．

命題 3.19. Gを群，Aを集合とし，σ : AG → AGと τ : AG → AGをセルオートマト

ンとすると，合成写像 σ ◦ τ : AG → AGはセルオートマトンとなる．さらに Sと T

をそれぞれ σ と τの記憶集合とすると，ST = {st : s ∈ S, t ∈ T}は σ ◦τの記憶集合

となる．

証明. 合成写像σ ◦τがG同変であることと写像κ : AST →Aが存在しσ ◦τ(x)(1G) =

κ(x|ST )が成り立つことを示せば命題 3.6よりσ ◦τはセルオートマトンであるとい

える．σ，τをセルオートマトンとすると，命題 3.5よりそれぞれG同変であるの

で，g ∈ G，x ∈ AGに対し

σ ◦ τ(gx) = σ(τ(gx)) = σ(gτ(x)) = gσ(τ(x)) = g(σ ◦ τ)(x)
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が成り立ち，σ ◦ τはG同変であるといえる．また，σ の Sに付随する局所定義写

像を µ : AS → A，τの T に付随する局所定義写像を ν : AT → Aとし，AST からAへ

の対応 κを κ(x|ST ) = µ(τ(x)|S)で定めると，s ∈ S，x,y ∈ AGに対し x|ST = y|ST な

らば補題 3.18より

τ(x)|S(s) = τ(x)(s)

= ν((s−1x)|T )

= sν(x|sT )

= sν(y|sT ) (sT ⊆ ST より)

= ν((s−1y)|T )

= τ(y)(s)

= τ(y)|S(s)

が成り立つので τ(x)|S = τ(y)|Sとなり，対応 κ が写像であることがわかる．した

がって x ∈ AGに対し，

σ ◦ τ(x)(1G) = µ(τ(x)|S) = κ(x|ST )

が成り立つ．以上のことから σ ◦τ : AG → AGはセルオートマトンであり，ST はそ

の記憶集合となっている．

CA(G;A)を AGから AGへのセルオートマトン全体からなる集合と定める．命題

3.19と例 3.4の 4より次が成り立つ．

系 3.20. ◦を写像の合成，IdAG : AG →AGを恒等写像とすると，組 (CA(G;A),◦, IdAG)

はモノイドをなす．

3.3 セルオートマトンの特徴付け

Aが有限アルファベットであるときを考える．命題 2.11より Aが有限ならば AG

はコンパクトであった．このことから次の補題が成り立つ．
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補題 3.21. Gを群，Aを有限アルファベットとし，AGを直積離散空間とする．τ : AG →

AGが連続写像ならばGの有限部分集合 Sと µ : AS → Aが存在し任意の x ∈ AGに

対し τ(x)(1G) = µ(x|S)が成り立つ．

証明. τ : AG → AGを連続写像とすると，射影 π1G : AG → Aも連続写像だったので

π1G ◦τ : AG → Aは連続写像となる．{τ(x)(1G)}は Aの開集合なので π1G ◦τによる

逆像 (π1G ◦ τ)−1({τ(x)(1G)})は AGの開集合であり，

(π1G ◦ τ)−1({τ(x)(1G)}) = {y ∈ AG : τ(y)(1G) = τ(x)(1G)}

となるので (π1G ◦τ)−1({τ(x)(1G)})は x ∈ AGの近傍である．したがって命題 2.9よ

りGの有限部分集合Ωxが存在してV (x,Ωx)⊆ (π1G ◦ τ)−1({τ(x)(1G)})となる．つ

まり

z ∈V (x,Ωx) =⇒ z ∈ {y ∈ AG : τ(y)(1G) = τ(x)(1G)}

⇐⇒ τ(x)(1G) = τ(z)(1G)

である．さらにV (x,Ωx)⊆ AGであり，かつ x ∈ AGに対し x ∈V (x,Ωx)であることか

ら
∪

x∈AG V (x,Ωx)=AGが成り立つ．今Aは有限集合だったので，命題2.11よりAGは

コンパクトである．したがってAGの有限部分集合Fが存在して
∪

x∈F V (x,Ωx) = AG

となる．S =
∪

x∈F Ωx とし y,z ∈ AGが y|S = z|S をみたすとする．y ∈ AG より y ∈∪
x∈F V (x,Ωx)なので x0 ∈ F が存在して y ∈V (x0,Ωx0)となり τ(y)(1G) = τ(x0)(1G)

が成り立つ．また，Ωx0 ⊆ Sより y|Ωx0
= z|Ωx0

であり，かつ y∈V (x0,Ωx0)より y|Ωx0
=

x0|Ωx0
であるので z|Ωx0

= x0|Ωx0
すなわち z ∈V (x0,Ωx0)となり τ(z)(1G) = τ(x0)(1G)

が成り立つ．以上のことから ASから Aへの対応 x|S 7→ τ(x)(1G)は写像である．こ

れを µとかくことにすると µ(x|S) = τ(x)(1G)が成り立つ．

補題 3.21の逆は成り立たない．次の例は τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群Gの有限

部分集合 Sと写像 µ : AS → Aが存在するが連続でない写像の例である．
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例 3.22. 例3.8で与えた写像 τ : AG →AGについて再び考える．この写像は τ(x)(0) =

µ(x|{0})であることは例 3.8ですでに確かめた．ここでは，τが連続でないことを

確認する．

V (⃗a,{2}) = {y ∈ AG : a⃗|{2} = y|{2}}=
∩

g∈{2}
π−1

g ({⃗a(g)})

なのでV (⃗a,{2})は開集合である．τ−1(V (⃗a,{2}))が開集合でないことを示す．x ∈

τ−1(V (⃗a,{2}))とすると，τ(x) ∈V (⃗a,{2})より τ(x)|{2} = a⃗|{2}となるので τ(x) = a⃗

である．したがって

τ−1(V (⃗a,{2})) = {x ∈ AG : x(n) = bとなる nが無限にある∧ x(0) = a}

と表せる．ここで 2A = {{a},{b},A, /0}なので

C ∈ FAG ⇐⇒



∃g ∈ G. π−1
g ({a}) =C または

∃g ∈ G. π−1
g ({b}) =C または

AG =C または

/0 =C


となる．したがって

B ∈ BAG ⇐⇒

 ∃Ω,Ω′ ⊆ G. Ω,Ω′は有限

B = (
∩

g∈Ω π−1
g ({b}))∩ (

∩
g∈Ω′ π−1

g ({a}))


となる．ここで空でないU ⊆ AGが開集合でないための十分条件は空でない任意の

B ∈BAGに対しB ⊈Uとなることである．Gの有限部分集合Ω,Ω′がΩ∩Ω′ ̸= /0な

らば

(
∩

g∈Ω
π−1

g ({b}))∩ (
∩

g∈Ω′
π−1

g ({a})) = /0

となるので Gの有限部分集合でΩ∩Ω′ = /0となるΩ,Ω′のみを考慮する．そのよ

うなΩごとに xΩ ∈ AGを

xΩ(g) =


b g ∈ Ω

a その他
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とすると xΩ ∈ (
∩

g∈Ω π−1
g ({b}))∩ (

∩
g∈Ω′ π−1

g ({a}))かつ xΩ /∈ τ−1(V (⃗a,{2}))とな

るので (
∩

g∈Ω π−1
g ({b}))∩ (

∩
g∈Ω′ π−1

g ({a})) ⊈ τ−1(V (⃗a,{2}))が成り立つ．つまり

τ−1(V (⃗a,{2}))は開集合でない．したがって τは連続ではない．

アルファベットが有限の場合，群上のセルオートマトンは次のように特徴付け

られる．

定理 3.23. Gを群，Aを有限アルファベットとし，τ : AG → AGを写像，AGは直積

離散空間とする．このとき次の２つは同値である．

1. τはセルオートマトンである

2. τは連続写像かつG同変である

証明. 1を仮定すると，命題 3.5と命題 3.13より 2が成り立つ．この逆を示すには，

命題 3.6より τ(x)(1G) = µ(x|S)が成り立つことを示せばよい．2を仮定すると定理

3.21より 1が成り立つ．

次の例は連続かつ G同変であっても τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群 Gの有限部

分集合 Sと写像 µ : AS → Aが存在しないのでセルオートマトンにならない写像

τ : AG → AGがあることを示している．この例から命題 3.23はAの有限性を仮定し

ないと成り立たないことがわかる．

例 3.24. 例 3.11で与えた写像 τ : AG → AGについて再び考える．この写像 τ は G

同変だが τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群Gの有限部分集合 Sと写像 µ : AS → Aが存

在しないのでセルオートマトンでないことは例 3.11ですでに確かめた．また，例

3.16においてこの写像 τが連続であることも例 3.16すでに確かめた．つまり，こ

の写像 τは連続かつG同変であるが，セルオートマトンではない．

例 3.11で与えた写像 τ は直積離散空間 AG上の連続写像であるが直積離散一様

空間上 AG上の一様連続写像ではないことを確認しよう．
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例 3.25. この写像 τが連続写像であることは例 3.16ですでに確かめた．ここでは，

この写像 τ が一様連続でないことを確認する．AGの近縁W{2}を考える．(x,y) ∈

(τ × τ)−1(W{2})とすると，

(x,y) ∈ (τ × τ)−1(W{2}) ⇐⇒ (τ × τ)(x,y) ∈W{2}

⇐⇒ τ(x)|{2} = τ(y)|{2}

⇐⇒ τ(x)(2) = τ(y)(2)

となる．ここで SをGの有限部分集合とし，xS,yS ∈ AGを n ∈ Gに対し

xS(n) =



2 (g ∈ Sの場合)

t0 (g = 2の場合)

t1 (g ∈ G\ (S∪{2})の場合)

yS(n) =



2 (g ∈ Sの場合)

t0 (g = 2の場合)

t2 (g ∈ G\ (S∪{2})の場合)

とする．ただし t0は S∪{2}の最大値，t1, t2はG\ (S∪{2})の相異なる 2つの元と

する．すると (xS,yS) ∈WSであり，かつ t0 +2 ∈ G\ (S∪{2})であることから

τ(xS)(2) = xS(xS(2)+2) = xS(t0 +2) = t1

τ(yS)(2) = yS(yS(2)+2) = yS(t0 +2) = t2

となるので τ(xS)(2) ̸= τ(yS)(2)すなわち (τ(xS),τ(yS)) /∈ (τ × τ)−1(W{2})が成り立

つ．したがってWS ⊈ (τ × τ)−1(W{2})となり，(τ × τ)−1(W{2})は AGの近縁でない

ので τは一様連続ではない．

一様連続性を用いることにより次をえる．
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補題 3.26. Gを群，Aを直積離散一様空間とし，AG を直積離散一様空間とする．

τ : AG → AGが一様連続写像ならばGの有限部分集合 Sと µ : AS → Aが存在し任意

の x ∈ AGに対し τ(x)(1G) = µ(x|S)が成り立つ．

証明. 命題2.19より，Gの有限部分集合Ωに対しWΩ = {(x,y)∈AG×AG : x|Ω = y|Ω}

はAGの近縁であり，τを一様連続とするとAGの近縁Vが存在して (τ×τ)(V )⊆WΩ

となる．V は AGの近縁であることから命題 2.19よりGの有限部分集合 Sが存在

してWS ⊆V となるので

(τ × τ)(WS)⊆ (τ × τ)(V )⊆WΩ

が成り立つ．ここで (z,w) ∈ (τ × τ)(WS) とすると，(x,y) ∈ WS が存在して (τ ×

τ)(x,y)= (z,w)であるので (τ(x),τ(y))∈WΩとなり，x|S = y|Sならばτ(x)|Ω = τ(y)|Ω

が成り立つ．したがって特にΩ = {1G}の場合を考えると対応 x|S 7→ τ(x)(1G)は写

像であり，これを µとかくことにすると µ(x|S) = τ(x)(1G)をみたす．

命題 2.16より一様連続写像は連続写像でもあるので，例 3.22は補題 3.26の逆が

一般的に成り立たないことを示している．次の例は補題 3.26の結論に加えて連続

性を仮定しても一様連続性を導くことはできないことを示している．

例 3.27. 例 3.9で与えた写像 τ : AG → AGを再び考える．この写像 τ が τ(x)(0) =

µ(x|{0})であることは例 3.9で確かめた．また連続であることは例 3.15で確かめた．

例 3.25と同様にW{2} = {(x,y) ∈ AG ×AG : x|{2} = y|{2}}と定めると命題 2.19より

W{2}は AGの近縁であるが例 3.25と同じ理由で (τ × τ)−1(W{2})は AGの近縁でな

いので τは一様連続ではない．

一般に群上のセルオートマトンは次のように特徴づけられる．

定理 3.28. Gを群，Aを直積離散一様空間とし，τ : AG → AGを写像，AGを直積離

散一様空間とする．このとき次の二つは同値である．



第 3章 セルオートマトン 65

1. τはセルオートマトンである

2. τは一様連続かつG同変である

証明. 1を仮定し，Sを τ の記憶集合，V を AGの近縁とする．g ∈ Gに対し gS =

{gs : s ∈ S}とすると，補題 3.18より x,y ∈ AGに対し x|gS = y|gSならば τ(x)(g) =

τ(y)(g)が成り立ち，命題 2.19より Gの有限部分集合Ωが存在してWΩ ⊆ V であ

る．これらより g ∈ Ωに対し x|gS = y|gSならば τ(x)(g) = τ(y)(g)となる．よって

ΩS = {gs : g ∈ Ω,s ∈ S}とすると (x,y) ∈WΩSならば (τ(x),τ(y)) ∈WΩが成り立つ．

(z,w) ∈ (τ × τ)(WΩS)とすると，(x,y) ∈ WΩSが存在して (τ × τ)(x,y) = (z,w)であ

る．ここで (x,y) ∈WΩSより (τ(x),τ(y)) ∈WΩとなるので

(τ × τ)(WΩS)⊆WΩ ⊆V

が成り立ち，τは一様連続である．また命題 3.5より τはG同変である．2を仮定

すると，補題 3.26より 1が成り立つ．

命題 2.16より一様空間の間の写像が一様連続であるときそれぞれの一様構造に

付随する位相に関して連続であり，定理 2.18より一様空間の間の写像がそれぞれ

の一様構造に付随する位相に関して連続でありかつ定義域がコンパクトであると

き一様連続である．AG上の直積離散一様構造に付随する位相は直積離散位相であ

り，定理 2.11より Aが有限ならば AGはコンパクトだった．つまり，定理 3.23に

おいて τは一様連続であるので，定理 3.23は定理 3.28の特別な場合といえる．

次の例は一様連続であるがG同変でないのでセルオートマトンにならない写像

の例である．

例 3.29. 例 3.7で与えた写像 τ : AG → AGを再び考える．この写像 τ は µ(x|{0}) =

τ(x)(0)だがG同変でないのでセルオートマトンでないことは例 3.7ですでに確か
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めた．ここでは，この写像 τが一様連続であることを確認する．W をAGの近縁と

すると，命題 2.19よりGの有限部分集合Ωが存在してWΩ ⊆Wである．(x,y)∈WΩ

とすると，

(x,y) ∈WΩ ⇐⇒ x|Ω = y|Ω

⇐⇒ ∀g ∈ Ω. x(g) = y(g)

⇐⇒ ∀g ∈ Ω. x(g)+g = y(g)+g

⇐⇒ ∀g ∈ Ω. τ(x)(g) = τ(y)(g)

⇐⇒ (τ(x),τ(y)) ∈WΩ

となる．さらに (τ × τ)(WΩ) = {(τ(x),τ(y)) : (x,y) ∈WΩ}なので (τ × τ)(WΩ)⊆WΩ

である．したがって

(τ × τ)(WΩ)⊆WΩ ⊆W

が成り立ち τは一様連続である．
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第4章 まとめ

文献 [7]には群上のセルオートマトンを特徴付ける性質が3つ紹介されている．本

論文では命題3.6，定理3.23，定理3.28がこれにあたる．ここで用いられた τ : AG →

AGの性質は

G. τはG同変である

L. τ(x)(1G) = µ(x|S)となる有限部分集合 S ⊆ Gと写像 µ : AS → Aが存在する

C. τは直積離散空間の間の連続写像である

U. τは直積離散一様空間の間の一様連続写像である

の 4つである．命題 2.16よりUならばC，補題 3.26よりUならばLという依存関

係があることがわかる．またアルファベットが有限の場合は補題 3.21よりCなら

ば Lという依存関係も成り立つ．

さらに，これまでに紹介した命題，定理および例によりこれら 4つの性質の間

の相互関係は次の図 4.1のように整理できることがわかった．CAはセルオートマ

トンであることを表す．矢印は含意を表す．さらに実線で描かれた矢印は常に成

り立つ性質，点線で描かれた矢印は常に成り立つとは限らない性質を表している．

またラベル付けされている矢印にはそれぞれを説明している定理，命題および反

例を明示しており，ラベル付けされていない矢印は明らかに成り立つ性質である

ことを意味している．GからG∧ Cへの点線は例 3.10でラベル付けされている．例

3.10は性質Gをみたすが Lをみたさない写像を与えているが，その連続性につい

ては議論していない．しかし，例 3.10はアルファベットが有限の場合を考えてい

て，しかも τ(x)(1G) = µ(x|S)をみたす群Gの有限部分集合 Sと写像 µ : AS → Aが
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図 4.1: 特徴付けに用いられる性質たちの相互関係

∗ L例 3.22
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::tttttttttt��
補題 3.21,3.26
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例 3.7
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oo
命題 3.6

// G∧L oo
定理 3.23,3.28

// G∧∗

図 4.2: 特徴付けに用いられる性質たちの相互関係 (有限アルファベットの場合)

存在しないので補題 3.21より連続写像でないことがわかる．

また，アルファベットが有限の場合，命題 2.16と定理 2.18より性質Cと性質U

は同値であるため性質たちの相互関係は次の図 4.2のとおりになる．図中の記号の

意味は図 4.1と同様である．ただし∗には CまたはUのいずれかが入る．
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付録A

ここでは文献 [7]の第 1章で紹介されている群上のセルオートマトンの性質のな

かで特徴付けとは直接関係のない性質の一部を述べる．

A.1 周期様相

Gを群，Aを集合とする．HをGの部分群とすると，様相 x ∈ AGがHで固定さ

れているとき，すなわち各 h ∈ Hに対し hx = xが成り立つとき，様相 xをH周期で

あるという．H周期様相全体からなる集合を Fix(H)と書くことにする．

y ∈ Fix(H) ⇐⇒ ∀h ∈ H. hy = y

⇐⇒ ∀h ∈ H. y ∈ {x ∈ AG : hx = x}

⇐⇒ y ∈
∩

h∈H{x ∈ AG : hx = x}

より，Fix(H)=
∩

h∈H{x∈AG : hx= x}が成り立つ．g∈Gとシフト作用ϕ : G×AG →

AGに対して ϕg(x) = gxであったのでH周期様相全体からなる集合 Fix(H)はどん

な h ∈ Hについても ϕhの不動点となるような様相の集合といえる．つまり

x ∈ Fix(H) ⇐⇒ ∀h ∈ H. ϕh(x) = x

である．

例 A.1. 1. 群Gの単位元 1Gだけからなる集合 {1G}はGの部分群であった．定

義より，Fix({1G}) ⊆ AG である．一方，x ∈ AG に対して，1Gx = xが成り

立つので x ∈ Fix({1G})である．つまり，AG ⊆ Fix({1G})となる．以上より，

Fix({1G}) = AGが成り立つ．
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2. 　群Gは自身の部分群であった． x ∈ Fix(G)とすると，任意の g ∈ Gに対し，

gx = xである．ゆえに，どんな g ∈ Gに対しても

x(g) = gx(g)

= x◦Lg−1(g)

= x(g−1g)

= x(1G)

となるので，Fix(G)の元は定値様相であるといえる．また，xを定値様相と

すると，任意の g ∈ Gに対して，x(g) = x(1G)である．ゆえに，

x(g) = x(1G)

= x(g−1g)

= x◦Lg−1(g)

= gx(g)

となり，x = gxより，x ∈ Fix(G)が成り立つ．つまり，Fix(G)は定値様相全

体からなる集合である．さらに，このことから，Fix(G)は集合としてAと同

型であるといえる．

3. Zは加法に関して可換群であり，n ∈ Zに対して nZはその部分群であった．

nを正の整数とし，x ∈ Fix(nZ)，i ∈ Zとすると，

x(i+n) = x◦Ln(i)

= −nx(i)

= x(i) (−n ∈ nZより)

である．また，様相 x ∈ AZが任意の i ∈ Zに対して x(i+n) = x(i)を満たすな

らば，以下より，任意のm ∈ Zに対して nmx = xが成り立つ．m = 0のとき

n0x = 0x = 1Zx = x
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が成り立つ．kを非負整数とし，m = kのとき nmx = xが成り立つとすると，

n(k+1)x = (nk+n)x

= (n+nk)x

= n(nkx)

= nx (帰納法の仮定より)

であり，さらに i ∈ Zに対し，

nx(i) = x(−n+ i)

= x((−n+ i)+n)

= x(i)

であることから，n(k+1)x = xである．したがってmが任意の正整数のとき

nmx = xが成り立つ．mが負のとき，つまり，正の整数 kが存在してm =−k

のときは

n(−k)x = −nkx

= (−nk)nkx (nkは正の整数なので)

= (−nk+nk)x

= 0x

= 1Zx

= x

となることから，mが負の整数のとき nmx = xが成り立つ．以上のことから，

Fix(nZ)は任意の i ∈ Zに対して x(i) = x(i+n)が成り立つ様相全体の集合で

ある．

補題 A.2. 群Gの元 gに対して AGの部分集合 {x ∈ AG : gx = x}は直積離散空間 AG

の閉集合である．

証明. g ∈ Gに対して y ∈ {x ∈ AG : gx = x}cとすると，gy ̸= yである．命題 2.10より

AGはハウスドルフ空間だったので gy ∈Ugy，y ∈VyかつUgy∩Vy = /0となる開集合
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Ugy，Vyが存在する．命題 3.1よりシフト作用ϕ : G×AG → AGは連続写像だったの

でϕgは連続となり，ϕg
−1(Ugy)も開集合である．さらにϕg(y) = gyかつ gy ∈Ugyよ

り y ∈ ϕg
−1(Ugy)であるので，y ∈ ϕg

−1(Ugy)∩Vyとなる．ここでOy = ϕg
−1(Ugy)∩Vy

とすると，Oyは yの近傍であるので

{x ∈ AG : gx = x}c ⊆
∪

y∈{x∈AG : gx=x}c

Oy

である．x ∈ Oyとすると，x ∈ ϕg
−1(Ugy)かつ x ∈Vyとなる．すなわち ϕg(x) ∈Ugy

かつ x ∈Vyであり，Ugy ∩Vy = /0なので

gx = ϕg(x) ̸= x

である．よって，y ∈ {x ∈ AG : gx = x}cに対しOy ⊆ {x ∈ AG : gx = x}cが成り立ち，

このことから ∪
y∈{x∈AG : gx=x}c

Oy ⊆ {x ∈ AG : gx = x}c

となる．以上より

∪
y∈{x∈AG : gx=x}c

Oy = {x ∈ AG : gx = x}c

が成り立ち，
∪

y∈{x∈AG : gx=x}c Oy は開集合なので {x ∈ AG : gx = x}は閉集合であ

る．

命題 A.3. Gを群とし，HをGの部分群とする．Fix(H)は直積離散空間 AGの閉集

合である．

証明. 補題A.2よりGの部分群Hの元 hに対して {x ∈ AG : hx = x}cは AGの開集

合である．したがって
∪

h∈H{x ∈ AG : hx = x}cは AGの開集合である．さらに

∪
h∈H{x ∈ AG : hx = x}c = (

∩
h∈H{x ∈ AG : hx = x})c

= Fix(H)c

が成り立つ．以上のことから Fix(H)は AGの閉集合である．
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群Gから商集合H\G = {Hg : g ∈ G}への標準的な全射

ρ : G → H\G

g 7→ Hg

を考える．y ∈ AH\Gすなわち y : H\G → Aとすると，合成写像 y◦ρ : G → Aは様

相であり，g ∈ G，h ∈ Hに対して

(h(y◦ρ))(g) = y◦ρ(h−1g)

= y(ρ(h−1g))

を満たす．ここで (h−1g)g−1 = h−1かつ h−1 ∈ Hなので，g ∼H
R h−1gである．つま

り h−1g ∈ Hgなので ρ(h−1g) = Hg = ρ(g)となり，

y(ρ(h−1g)) = y(ρ(g))

= y◦ρ(g)

が成り立つ．以上より，y◦ρ ∈ Fix(H)である．

命題 A.4. HをGの部分群とし，ρ : G → H\Gを標準的な全射とする．y ∈ AH\Gに

対して ρ∗(y) = y◦ρで定まる写像 ρ∗ : AH\G → Fix(H)は全単射である．

証明. （単射性）y1,y2 ∈ AH\Gとし，ρ∗(y1) = ρ∗(y2)を満たすとする．g ∈ Gに対

して y1 ◦ρ(g) = y2 ◦ρ(g)であり，ρは全射である．したがって y1 = y2となり，単

射性がいえた．

（全射性）x ∈ Fix(H)とし，対応Hg 7→ x(g)を考える．Hg = Hg′とすると，g ∼H
R g′

なので g′g−1 ∈ Hが成り立つ．x ∈ Fix(H)なので

x(g′) = g′g−1x(g′)

= x((g′g−1)−1g′)

= x(g(g′)−1g′)

= x(g)
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よりHg = Hg′ならば x(g) = x(g′)が成り立つ．つまりこの対応はH\GからAへの

写像である．この写像を yと書くことにすると，

(ρ∗(y))(g) = y◦ρ(g) = y(Hg) = x(g)

なので ρ∗(y) = xとなり，全射性がいえた．

系 A.5. Aを有限集合とし，Hを [G : H]が有限となるようなGの部分群とする．こ

のとき Fix(H)は有限集合で |Fix(H)|= |A|[G : H]が成り立つ．

証明. 命題A.4よりFix(H)∼=AH\Gとなるので，|Fix(H)|= |AH\G|である．|AH\G|=

|A||H\G|かつ [G : H] = |H\G|より |Fix(H)|= |A|[G : H]が成り立つ．

例えば，元の個数が kの有限集合Aと正の整数 nに対するZの部分群 nZについ

て考えると系 A.5と例 2.22より |Fix(nZ)|= |A|[Z : nZ] = knとなる．

命題 A.6. Nを群Gの正規部分群とすると，Fix(N)はAGのG不変部分集合である．

証明. Fix(N) = {ϕg(y) : y ∈ Fix(N)}を示せばよい．1G ∈ Gより

Fix(N)⊆ {ϕg(y) : y ∈ Fix(N)}

である．{ϕg(y) : y ∈ Fix(N)} ⊆ Fix(N)を示す．ϕg(x)∈ {ϕg(y) : y ∈ Fix(N)}とする．

h ∈ Nとすると，

h ∈ N ⇐⇒ (hg)g−1 ∈ N

⇐⇒ hg ∈ Ng

⇐⇒ hg ∈ gN (Nは正規部分群より)

⇐⇒ g−1hg ∈ N

である．したがって h′ = g−1hgとおくと hg = gh′である．

hϕg(x) = hgx

= gh′x

= gx

= ϕg(x)
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となるので ϕg(x) ∈ Fix(N)である．以上のことから Fix(N)は AGのG不変部分集

合であるといえる．

命題 A.6より任意の g ∈ Gと x ∈ Fix(N)に対し gx ∈ Fix(N)となるので，対応

(g,x) 7→ gxは Gの Fix(N)への作用である．同様に，対応 (gN,x) 7→ gxも G/Nの

Fix(N)への作用である．

命題 A.7. NをGの部分群とし，標準的な全射的準同型を ρ : G → G/Nとすると，

ρ∗(y) = y◦ρで定まる写像 ρ∗ : AG/N → Fix(N)はG/N同変かつ全単射である．

証明. 命題A.4より，ρ∗は全単射である．いまG/Nの AG/Nへの作用 ϕとG/Nの

Fix(N)への作用 ϕ ′をそれぞれ

ϕgN(x) = gNx, ϕ ′
gN(x) = gx

とし，
AG/N ϕgN−−−→ AG/N

ρ∗
y yρ∗

Fix(N) −−−→
ϕ ′

gN

Fix(N)

が可換になることを示せばよい．g′ ∈ Gに対し，

ρ∗(ϕgN(y))(g′) = ρ∗(gNy)(g′)

= (gNy)◦ρ(g′)

= gNy(ρ(g′))

= y(g−1Nρ(g′))

= y((ρ(g))−1ρ(g′))

= y(ρ(g−1)ρ(g′))

= y(ρ(g−1g′)) (ρが準同型より)

= y◦ρ(g−1g′)

= ρ∗(y)(g−1g′)

= gρ∗(y)(g′)
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= (gρ∗(y))(g′)

= ϕ ′
gN(ρ∗(y))(g′)

となり ρ∗はG/N同変といえる．

例A.8. 群Zと標準的な全射的準同型ρ : Z→Z/nZを考える．Aを集合とし，Z/nZ

の AZ/nZへの作用 ϕと Z/nZの Fix(nZ)への作用 ϕ ′をそれぞれ

ϕa(x) = ax, ϕ ′
a(x) = ax

とすると，ρ∗ : AZ/nZ → Fix(nZ)はm ∈ Zに対し，

ρ∗(ϕa(x))(m) = ϕ ′
a(ρ

∗(x))(m)

が成り立つ．つまり
AZ/nZ ϕa−−−→ AZ/nZ

ρ∗
y yρ∗

Fix(nZ) −−−→
ϕ ′

a

Fix(nZ)

は可換になる．したがって ρ∗は全単射かつ Z/nZ同変である．

命題 A.9. τ : AG → AG をセルオートマトン，H を Gの部分群とする．このとき

τ(Fix(H))⊆ Fix(H)が成り立つ．

証明. x ∈ Fix(H)とする．命題 3.5より，

hτ(x) = τ(hx) = τ(x)

が成り立つので，τ(x) ∈ Fix(H)である．

A.2 極小記憶集合

図A.1に示す局所定義写像µ : {0,1}{−1,0,1}→{0,1}により与えられる群Zとアル

ファベット{0,1}上のセルオートマトンと図A.2に示す局所定義写像ν : {0,1}{0,1}→
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{0,1}により与えられる群 Zとアルファベット {0,1}上のセルオートマトンは等

しい．

0 0 0
µ−→ 0 1 0 0

µ−→ 0

0 0 1
µ−→ 1 1 0 1

µ−→ 1

0 1 0
µ−→ 1 1 1 0

µ−→ 1

0 1 1
µ−→ 0 1 1 1

µ−→ 0

図 A.1: 局所定義写像 µ : {0,1}{−1,0,1} →{0,1}

0 0
ν−→ 0

0 1
ν−→ 1

1 0
ν−→ 1

1 1
ν−→ 0

図 A.2: 局所定義写像 ν : {0,1}{0,1} →{0,1}

一般にGを群，Aを集合とし，τ : AG → AGをセルオートマトン，Sを τの記憶

集合，µ : AS → Aを Sに付随する局所定義写像とする．S′を S ⊆ S′となるGの有

限部分集合，p : AS′ → ASをAS′からASへの射影とし，µ ′ : AS′ → Aを µ ′ = µ ◦ pで

定めると，

τ(x)(g) = µ((g−1x)|S) = µ(p((g−1x)|S′)) = µ ◦ p((g−1x)|S′) = µ ′((g−1x)|S′)

が成り立つので，S′が τの記憶集合であることがわかる 1．したがって τの記憶集

合はただ 1つだけ存在するというわけではないといえる．しかしながら，これ以
1注意 3.3の 2より S′ に付随する局所定義写像は µ ◦ pの他にはない．
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降に示すことにより濃度が極小となる記憶集合はただ 1つだけ存在することがい

える．

補題A.10. τ : AG →AGをセルオートマトン，S1,S2を τの記憶集合とすると，S1∩S2

も τの記憶集合となる．

証明. 命題 3.6より τはセルオートマトンなのでG同変である．S1に付随する局所

定義写像を µ1 : AS1 → A，S2に付随する局所定義写像を µ2 : AS2 → Aとし，AS1∩S2か

ら Aへの対応 x|S1∩S2 7→ τ(x)(1G)を考えることにする．x,y ∈ AGが x|S1∩S2 = y|S1∩S2

をみたすならば，x|S1 = z|S1 かつ y|S2 = z|S2 をみたす z ∈ AGが存在し，µ1と µ2が

それぞれ S1と S2に付随する局所定義写像であることから，

τ(x)(1G) = µ1(x|S1) = µ1(z|S1) = τ(z)(1G)

= µ2(z|S2) = µ2(y|S2) = τ(y)(1G)

が成り立つのでこの対応は写像であるといえる．この AS1∩S2 から Aへの対応を µ

とすると，µ(x|S1∩S2) = τ(x)(1G)が成り立つ．以上のことから S1∩S2は τの記憶集

合となる．

命題 A.11. τ : AG → AGをセルオートマトンとすると，濃度が極小となる τの記憶

集合 S0 ⊆ Gがただ 1つ存在する．さらに，SをGの有限部分集合とすると，Sが

τの記憶集合であることと S0 ⊆ Sが成り立つことは同値である．

証明. S0を濃度が極小となる τの記憶集合とし，S1 ⊆ Gを |S0|= |S1|となる τの記

憶集合と仮定すると，補題A.10より S0∩S1は τの記憶集合である．さらに S0の濃

度が極小であることから |S0| ≤ |S0 ∩S1|となり S0 = S0 ∩S1が成り立つ．したがっ

て S0 = S1となる．また，Sを τの記憶集合と仮定すると，補題A.10より S0∩Sは

τの記憶集合である．さらに S0の濃度が極小であることから |S0| ≤ |S0 ∩S|となり

S0 = S0∩Sが成り立つ．したがって，S0 ⊆ Sとなる．また S0 ⊆ Sを仮定すると Sが

τの記憶集合であることはすでに述べた．
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これ以降濃度が極小となるような記憶集合のことを極小記憶集合とよぶ．

注意 A.12. F : AG → AGが定値写像であるとは，任意の x ∈ AGに対し F(x) = x0を

みたす x0 ∈ AGが存在することである．τをセルオートマトンとすると，τはG同

変であるので次の 2つは同値である．

• τが定値写像となる．

• 任意の x ∈ AGに対し τ(x)が定値様相となる．

また，A /0が 1点集合であることから，次の 2つも同値である．

• τが定値写像となる．

• τの極小記憶集合が空集合である．

群Zとアルファベット {0,1}上のセルオートマトンのうち {−1,0,1}を記憶集合

とするものは 223
= 256通り考えられる．このうち， /0を極小記憶集合とするセル

オートマトンが 2通り，{−1,0,1}の 1点部分集合を極小記憶集合とするセルオー

トマトンが 6通り，{−1,0,1}の 2点部分集合を極小記憶集合とするセルオートマ

トンが 30通り存在する．つまり，群Zとアルファベット {0,1}上のセルオートマ

トンで {−1,0,1}を極小記憶集合とするセルオートマトンは 218通りのみとなる．

A.3 商群上のセルオートマトン

Gを群，Aを集合，τ : AG → AG をセルオートマトンとし，Gの正規部分群 N

と標準的な全射的準同型 ρ : G → G/Nを考える．命題A.7で示したとおり，写像

ρ∗ : AG/N → Fix(N)を x ∈ AG/N に対し ρ∗(x) = x ◦ ρ と定めるとこれは全単射で

あった．

G/N

x
��

A

ρ∗
7→

G
ρ //

ρ∗(x)
��

G/N

x
}}{{
{{
{{
{{

A
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一方，命題 A.9より τ(Fix(N)) ⊆ Fix(N)だったので写像 τ : AG/N → AG/N を τ =

(ρ∗)−1 ◦ τ |Fix(N) ◦ρ∗で定めることができる．いいかえれば τは τの Fix(N)への制

限に ρ∗を共役させたものである．つまり

AG/N ρ∗
−−−→ Fix(N)

τ̄
y yτ|Fix(N)

AG/N −−−→
ρ∗

Fix(N)

が可換になるということである．S ⊆ Gを τの記憶集合，µ : AS → Aを局所定義写

像とすると S = ρ(S)はG/Nの有限部分集合である．写像 π : AS → ASを y ∈ ASに

対し π(y) = y◦ρ|Sで定める．

S

y
��

A

π7→
S

ρ|S //

π(y)
��

S

y
����
��
��
��

A

x,y ∈ ASに対し π(x) = π(y)が成り立つと仮定すると h ∈ Sに対し ρ |S : S → Sが全

射であることから s ∈ Sで ρ|S(s) = hとなるものが存在し，

x(h) = x(ρ|S(s)) = x◦ρ|S(s) = π(x)(s)

= π(y)(s) = y◦ρ |S(s) = y(ρ|S(s)) = y(h)

となる．よって πは単射である．µ : AS → Aを µ = µ ◦πと定める．

AS π //

µ
��

AS

µ
~~}}
}}
}}
}}
}

A

命題 A.13. τ : AG/N → AG/N は記憶集合 S，局所定義写像 µ : AS → Aとともに群

G/N上のセルオートマトンをなす．

証明. g = ρ(g)とすると，y ∈ AG/N，g ∈ Gに対し，

τ(y)(g) = ((ρ∗)−1 ◦ τ|Fix(N) ◦ρ∗)(y)(g)

= ((ρ∗)−1 ◦ τ|Fix(N))(y◦ρ)(g)

= (ρ∗)−1(τ|Fix(N)(y◦ρ))(g)
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= (ρ∗)−1(τ|Fix(N)(y◦ρ))(g)

= (ρ∗)−1(τ(y◦ρ))(g) (y◦ρ ∈ Fix(N)より)

= τ(y◦ρ)◦ρ−1(g) ((ρ∗)−1(y) = y◦ρ−1より)

= τ(y◦ρ)(g)

= µ((g−1(y◦ρ))|S)

が成り立つ．一方

µ((g−1y)|S)

= (µ ◦π)((g−1y)|S)

= µ(π((g−1y)|S))

が成り立つ．ここで s ∈ Sに対して

(g−1(y◦ρ))|S(s) = g−1(y◦ρ)(s)

= (y◦ρ)(gs)

= y(ρ(gs))

= y(ρ(g)ρ(s))

= y(gρ(s))

= g−1y(ρ(s))

= (g−1y)◦ρ(s)

= (g−1y)◦ρ |S(s)

= π((g−1y)|S)(s)

より π((g−1y)|S) = (g−1(y ◦ ρ))|S が成り立つので，τ(y)(g) = µ((g−1y)|S)となり，

τ : AG/N → AG/Nは記憶集合 S，局所定義写像 µ : AS → Aとともに群G/N上のセル

オートマトンをなすといえる．

写像Φ : CA(G;A)→ CA(G/N;A)を τ ∈ CA(G;A)に対しΦ(τ) = τ と定めること

にする．

命題 A.14. Φ : CA(G;A)→CA(G/N;A)は全射的モノイド準同型である．
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証明. τ,σ ∈CA(G;A)とすると，

Φ(τ ◦σ) = (ρ∗)−1 ◦ (τ ◦σ)|Fix(N) ◦ρ∗

= (ρ∗)−1 ◦ τ|Fix(N) ◦σ |Fix(N) ◦ρ∗ (σ(Fix(N))⊆ Fix(N))

= (ρ∗)−1 ◦ τ|Fix(N) ◦ IdFix(N) ◦σ |Fix(N) ◦ρ∗

= (ρ∗)−1 ◦ τ|Fix(N) ◦ρ∗ ◦ (ρ∗)−1 ◦σ |Fix(N) ◦ρ∗

= Φ(τ)◦Φ(σ)

が成り立ち，かつ

Φ(IdAG) = (ρ∗)−1 ◦ IdAG|Fix(N) ◦ρ∗

= (ρ∗)−1 ◦ρ∗

= IdAG/N

が成り立つことからΦは準同型写像となる．また，σ : AG/N → AG/N は記憶集合

T ⊆ G/Nと局所定義写像 ν : AT → AとともにG/N上のセルオートマトンをなすと

する．S ⊆ Gを ρ|S : S → T が全単射となるようにとり，写像 µ : AS → Aを y ∈ AS

に対し µ(y) = ν(y◦ρ |−1
S )と定める．Sを記憶集合，µを局所定義写像とするG上

のセルオートマトンを τ と書くことにする．g ∈ Gに対し ρ(g)を gと書くことに

すると g ∈ G/Nとなる．y ∈ AG/N，g ∈ G/Nに対し，

Φ(τ)(y)(g) = τ(y)(g)

= µ((g−1y)|S)

= µ ◦π((g−1y)|S)

= µ(π((g−1y)|S))

= ν(π((g−1y)|S)◦ρ |−1
S )

= ν((((g−1y)|S)◦ρ|S)◦ρ |−1
S )

= ν((g−1y)|S)

= ν((g−1y)|T )

= σ(y)(g)
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が成り立つのでΦは全射である．以上のことからΦは全射的モノイド準同型であ

る．

上の証明においては S ⊆ Gを ρ |S : S → T が全単射になるようにとると述べた．

実際 T ⊆ G/Nなので T の元である同値類それぞれの代表元を 1つずつ集めるとそ

のような集合 Sは得られる．また，µと νは，z ∈ ASに対し

µ(z) = µ ◦π(z)

= µ(π(z))

= ν(π(z)◦ρ |−1
S )

をみたし，ρ(s) ∈ T に対し

π(z)◦ρ |−1
S (ρ(s)) = π(z)(s)

= z◦ρ |S(s)

= z(ρ(s))

となることから µ = νが成り立つ．

例A.15. 例3.4の3のG=Z，A= {0,1}の場合と，例2.25で考えた商群のn= 5の場

合，つまりZ/5Z= {0,1,2,3,4}の場合を考える．τ : {0,1}Z→{0,1}ZをS= {−1,1}

に付随する多数決の作用とし，µ : AS∪{0} → Aをその局所定義写像とする．ρを例

2.25で考えた標準的な全射的準同型 ρ : Z→Z/5Zとする．µ : {0,1}ρ |S∪{0}(S∪{0}) →

Aを π(y) = y◦ρ|S∪{0}で定まる単射 π : {0,1}ρ |S∪{0}(S∪{0}) →{0,1}S∪{0}により µ =

µ ◦πとする．図A.3は µの構成について示したものである．ただし a,b,cは 0ま

たは 1であり，dは

d =



1 a+ c = 2の場合

0 a+ c = 0の場合

b a+ c = 1の場合

により定まる．例A.1の 3より
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−1 0 1

a b c
∈ {0,1}ρ |S∪{0}(S∪{0})

↓ π

−1 0 1

a b c
∈ {0,1}S∪{0}

↓ µ

d ∈ {0,1}

図 A.3: µの構成

Fix(5Z) =
∩
i∈Z

{x ∈ {0,1}Z : x(i) = x(i+5)}

となる．例A.8で定めた全単射を ρ∗ : {0,1}Z/5Z → Fix(5Z)とする．これらにより，

τ =(ρ∗)−1◦τ|Fix(5Z)◦ρ∗で定まるτ : {0,1}Z/5Z→{0,1}Z/5Zはρ|S∪{0}(S)= {−1,1}

に付随する多数決の作用をなす．図 A.4は τ による様相の変化の例について示し

たものである．

A.4 セルオートマトンの制限

Gを群，Aを集合，H を Gの部分群とする．CA(G,H;A)を記憶集合 Sが S ⊆

H をみたすすべてのセルオートマトン τ : AG → AGからなる集合とする．ゆえに

CA(G,H;A)は極小記憶集合が H に含まれるすべてのセルオートマトンからなる

CA(G;A)の部分集合である．

命題 A.16. 集合CA(G,H;A)はCA(G;A)の部分モノイドである．

証明. IdAG ∈CA(G;A)は単位元であり，例 3.4の 4で見たとおり IdAGの記憶集合は

{1G}であった．HはGの部分群なので{1G}⊆Hである．よって IdAG ∈CA(G,H;A)
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0 1 2 3 4

◦ • ◦ ◦ •

↓ ρ∗

· · · −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·

· · · ◦ ◦ • ◦ • ◦ ◦ • ◦ • ◦ · · ·

↓ τ|Fix(5Z)

· · · −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5 6 7 · · ·

· · · ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ ◦ ◦ • ◦ ◦ · · ·

↓ (ρ∗)−1

0 1 2 3 4

• ◦ ◦ ◦ ◦

図 A.4: τによる様相の変化の例

が成り立つ．σ ,τ ∈CA(G,H;A)とする．Sを σ の記憶集合とし，T を τ の記憶集

合とすると，S,T ⊆ Hなので ST ⊆ Hであり，かつ命題 3.19より ST は σ ◦ τ の記

憶集合である．したがって，σ ◦ τ ∈CA(G,H;A)が成り立つ．

τ ∈CA(G,H;A)とし，T,T ′ ⊆ Hを τの記憶集合，ν : AT → Aと ν ′ : AT ′ → Aを局

所定義写像とする．写像 τH,T : AH →AHと τH,T ′ : AH →AHをそれぞれ x∈AH ,h∈H

に対し

τH,T (x)(h) = ν((h−1x)|T )

τH,T ′(x)(h) = ν((h−1x)|T ′)

と定めるとこれらはH上のセルオートマトンである．ここで，x̃ ∈ AGを x̃|H = xと

なるようにとる．h ∈ Hと t ∈ T に対し，

h−1(x̃)(t) = x̃(ht)

= x(ht)
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= h−1x(t)

が成り立ち，また同様に t ′ ∈ T ′に対しても h−1x̃(t ′) = h−1x(t ′)が成り立つ．これら

のことから

τH,T (x)(h) = ν((h−1x)|T )

= ν((h−1x̃)|T )

= τ(x̃)(h)

= ν ′((h−1x̃)|T ′)

= ν ′((h−1x)|T ′)

= τH,T ′(x)(h)

となり，τH,T は記憶集合 T に依らないことがわかる．今後 τH,T を単に τHと書くこ

とにすると今までの議論よりCA(G,H;A)からCA(H;A)への対応 τ 7→ τHは写像と

なる．逆にσ ∈CA(H;A)とし，S,S′をσの記憶集合 µ : AS → Aと µ ′ : AS′ → Aを局

所定義写像とする．写像σG,S : AG → AGとσG,S′ : AG → AGをそれぞれ x̃ ∈ AG,g∈G

に対し

σG,S(x̃)(g) = µ((g−1x)|S)

σG,S(x̃)(g) = µ ′((g−1x)|S′)

と定めるとこれらはG上のセルオートマトンである．S0をσの極小記憶集合とし，

µ0 : AS0 → Aを局所定義写像とすると，射影 π : AS → AS0 と π ′ : AS′ → AS0 が存在

し，µ = µ0 ◦π，µ ′ = µ0 ◦π ′が成り立つことから

σG,S(x̃)(g) = µ((g−1x̃)|S)

= µ0 ◦π((g−1x̃)|S)

= µ0((g−1x̃)|S0)

= µ0 ◦π ′((g−1x̃)|S′)

= µ ′((g−1x̃)|S′)

= σG,S′(x̃)(g)
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となり，σG,Sは記憶集合に依らないことがわかる．今後 σG,Sを単に σGと書くこ

とにすると今までの議論よりCA(H;A)からCA(G,H;A)への対応 σ 7→ σGは写像

となる．

命題 A.17. 写像 τ 7→ τHはCA(G,H;A)からCA(H;A)へのモノイド同型であり，写

像 σ 7→ σGはその逆写像である．

証明. 簡単のため α : CA(G,H;A)→CA(H;A)を τ ∈CA(G,H;A)に対し α(τ) = τH

と定め，β : CA(H;A)→CA(G,H;A)を σ ∈CA(H;A)に対し β (σ) = σGと定める．

命題A.16より IdAG はCA(G,H;A)の単位元である．x ∈ AH とし x̃ ∈ AGは x̃|H = x

をみたすとすると，

α(IdAG)(x)(h) = (IdAG)H(x)(h)

= IdAG(x̃)(h)

= x̃(h)

= x(h)

= IdAH (x)(h)

となる．さらに τ,τ ′ ∈CA(G,H;A)とすると，

α(τ ◦ τ ′)(x)(h) = (τ ◦ τ ′)(x̃)(h)

= τ(τ ′(x̃))(h)

であり，τの記憶集合を T，局所定義写像を νとすると，

(α(τ)◦α(τ ′))(x)(h) = α(τ)(α(τ ′)(x))(h)

= α(τ)(τ ′(x̃))(h)

= τH(τ ′(x̃))(h)

= ν((h−1(τ ′(x̃)))|T )

= τ(τ ′(x̃))(h)
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であることから，α(τ ◦τ ′) = α(τ)◦α(τ ′)となる．以上のことからαはモノイド準

同型である．つぎに αが全単射であり，かつ β がその逆写像になっていることを

示すが σ ∈CA(H;A),τ ∈CA(G,H;A)とすると，

(α ◦β )(σ) = α(β (σ))

= α(σG)

= (σG)H

であり，

(β ◦α)(τ) = β (α(τ))

= β (τH)

= (τH)
G

であることから (σG)H = σ かつ (τH)
G = τ を示せばよい．x ∈ AH，h ∈ Hに対し，

x̃ ∈ AGは x̃|H = xをみたすものとし，Sは σ の記憶集合，µ を局所定義写像とす

ると，

(σG)H(x)(h) = σG(x̃)(h)

= µ((h−1x̃)|S)

= µ((h−1x)|S)

= σ(x)(h)

が成り立ち，(σG)H = σ がいえた．また，x̃ ∈ AG，g ∈ Gに対し，T は τの集合記

憶とし，νを局所定義写像とすると，νは τH の局所定義写像でもあったので，

(τH)
G(x̃)(g) = ν((g−1x̃)|T )

= τ(x̃)(g)

が成り立ち，(τH)
G = τがいえた．以上のことから，CA(G,H;A)とCA(H;A)はモ

ノイド同型である．

τ ∈CA(G,H;A)とし，x̃ ∈ AGとする．G/H = {gH : g ∈ G}を考える．c ∈ G/H

とすると，AG = Πc∈G/HAcと書ける．このことから x̃ = (x̃|c)c∈G/Hと書き表すこと
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ができる．ただし x̃|cは x̃の cへの制限である．ここで，c ∈ G/H，g ∈ cとし，τ

の記憶集合を S ⊆ H，µ を局所定義写像とすると，gS ⊆Cであることから，ある

写像 cµ : Ac → Aが存在し，

τ(x̃)(g) = µ((g−1x̃)|S)

= gµ(x̃|gS)

= cµ(x̃|c)

となるので，τ(x̃)(g)は x̃の cへの制限のみに依存しているといえる．写像 τc : Ac →

Acは任意の x̃ ∈ AGに対して τc(x̃|c) = (τ(x̃))|cをみたすただ一つの写像であること

から τ = Πc∈G/Hτcと書ける．特に，c = Hのとき τH : AH → AHは τのHへの制限

で，H上のセルオートマトンとなることがいえる．

c ∈ G/H，g ∈ cとする．φg : H → cを h ∈ Hに対し，φg(h) = ghと定める．gh =

gh′を仮定すると h = g−1gh = g−1gh′ = h′より φgは単射であり， n ∈ cとすると

φg(g−1n) = nと g−1n ∈ Hより φgは全射である．つまり φgは全単射である．また

φ∗
g : Ac → AHを x ∈ Acに対し φ∗

g (x) = x◦φgと定めると，φgが全単射であることか

ら φ∗
g も全単射であることがいえる．次の命題により τcと τH は φ∗

g により共役と

なることがわかる．

命題 A.18. τc = (φ∗
g )

−1 ◦ τH ◦φ∗
g が成り立つ．つまり

Ac τc−−−→ Ac

φ∗
g

y yφ∗
g

AH −−−→
τH

AH

が可換になる．

証明. x ∈ Ac，x̃ ∈ AGを x̃|c = xをみたすとすると，h ∈ Hに対し，

(φg ◦ τc)(x)(h) = φ∗
g (τc(x))(h)

= (τc(x)◦φg)(h)

= τc(x)(φg(h))
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= τc(x)(gh)

= τ(x̃)(gh)

= g−1τ(x̃)(h)

= τ(g−1x̃)(h)

が成り立つ．また，

g−1x̃(h) = x̃(gh)

= x̃|c(gh)

= x(gh)

= x◦φg(h)

であることから

(τH ◦φ∗
g )(x)(h) = τH(φ∗

g (x))(h)

= τH(x◦φg)(h)

= τ(x◦φg)(h)

= τ(g−1x̃)(h)

が成り立つ．以上のことから φ∗
g ◦ τc = τH ◦φ∗

g である．さらに φ∗
g は全単射であっ

たので，τc = (φ∗
g )

−1 ◦ τH ◦φ∗
g が成り立つ．

命題A.19. Gを群，Aを集合，HをGの部分群，τ ∈CA(G,H;A)とし，τH : AH →AH

を τのHへの制限により構成されるセルオートマトンとする．このとき次の３つ

が成り立つ．

1. τが単射である ⇐⇒ τH が単射である

2. τが全射である ⇐⇒ τH が全射である

3. τが全単射である ⇐⇒ τH が全単射である

証明. x̃ ∈ AGに対し τc(x̃|c) = (τ(x̃))|cであることから
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τが単射である ⇐⇒ 各 c ∈ G/Hに対し τcが単射である

⇐⇒ 各 c ∈ G/Hに対し φ∗
g ◦ τcが単射である

⇐⇒ τH ◦φ∗
g が単射である

⇐⇒ τH が単射である

が成り立ち，また

τが全射である ⇐⇒ 各 c ∈ G/Hに対し τcが全射である

⇐⇒ 各 c ∈ G/Hに対し φ∗
g ◦ τcが全射である

⇐⇒ τH ◦φ∗
g が全射である

⇐⇒ τH が全射である

も成り立つ．以上のことから

τが全単射である　 ⇐⇒ τHが全単射である

も成り立つ．


